
Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîé ÷àñòè çàî÷íîãî ýòàïà
îëèìïèàäû ¾Àáèòóðèåíò 2018¿
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Îòâåò. −1.
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Îòâåò.
(1−x2n)(x2n+2+1)

x2n(1−x2) + 2n.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ: (à) 6
(x+1)(x+2) +

8
(x−1)(x+4) = 1;

(á)
√
x+ 7 +

√
x+ 14 +

√
x+ 23 = 12.

Ðåøåíèå (à). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå: 6
x2+3x+2 +

8
x2+3x−4 = 1. Çàìåíîé

x2 + 3x = y ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 6
y+2 +

8
y−4 = 1 èëè 14y− 8 = y2− 2y− 8, y 6= −2, y 6= 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, y2 − 16y = 0; y1 = 0, y2 = 16. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé,

ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ: x2 + 3x = 0, x1 = 0, x2 = −3 è x2 + 3x = 16, x3,4 =
−3±

√
73

2 .

Îòâåò. {0,−3, −3±
√
73

2 }.
Ðåøåíèå (á). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x = 2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Äðóãèõ êîðíåé ýòî óðàâíåíèå íå èìååò, òàê êàê ôóíêöèÿ y =
√
x+ 7+

√
x+ 14+

√
x+ 23,

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, êàê ñóììà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, à çíà÷èò, äàííîå óðàâíåíèå
èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ.

Îòâåò. 2.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x3 − y3 = 91 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 91 = 1 · 91 = 7 · 13 = 13 · 7 = 91 · 1 = −1 · (−91) =
= −7 · (−13) = −13 · (−7) = −91 · (−1), à x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2), ïðè ýòîì
âûðàæåíèå x2 + xy + y2 = (x + 1

2y)
2 + 3

4y
2 > 0 äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé x

è y, òî ðåøåíèÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ ñîâîêóïíîñòè
÷åòûð¼õ ñèñòåì:{

x− y = 1,

x2 + xy + y2 = 91,

{
x− y = 7,

x2 + xy + y2 = 13,

{
x− y = 13,

x2 + xy + y2 = 7,

{
x− y = 91,

x2 + xy + y2 = 1,

Ðåøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ñèñòåì: (−5;−6), (6; 5); (3;−4), (4;−3). Îñòàëüíûå ñè-
ñòåìû ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íå èìåþò.

Îòâåò. (−5;−6), (6; 5); (3;−4), (4;−3).

4. Ðåøèòå ñèñòåìó

{
x4 + x2y2 + y4 = 91;

x2 − xy + y2 = 7.

Ðåøåíèå. Òàê êàê x4+x2y2+y4 = (x2−xy+y2)(x2+xy+y2), òî äàííàÿ ñèñòå-

ìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

{
x2 + xy + y2 = 13,

x2 − xy + y2 = 7.
Ñëîæèâ è âû÷òÿ óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû,
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áóäåì èìåòü:

{
x2 + y2 = 10,

2xy = 6
èëè

{
(x+ y)2 = 16,

(x− y)2 = 4.
Ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíî-

ñòè ÷åòûð¼õ ñèñòåì:

{
x+ y = 4,

x− y = 2,

{
x+ y = 4,

x− y = −2,

{
x+ y = −4,
x− y = 2,

{
x+ y = −4,
x− y = −2. Èõ ðåøåíèÿ:

(3; 1), (1; 3), (−1;−3), (−3− 1).
Îòâåò. (3; 1), (1; 3), (−1;−3), (−3− 1).

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî
√
n−
√
n− 1 < 0,01.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ
√
n −

√
n− 1 = 1√

n+
√
n−1 < 0,01. Îòñþäà ïîëó÷àåì

√
n +
√
n− 1 > 100. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðà-

âåíñòâî, ðàâíî 2 501. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {
√
n+
√
n− 1} âîçðàñòàþùàÿ,

ïðè ýòîì
√
2501 +

√
2500 > 50 + 50 = 100,

√
2500 +

√
2499 < 50 + 50 = 100.

Îòâåò. 2 501.
6. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí 5x6−mx5+2nx2−2x+3 äåëèòñÿ íà x2−1 áåç îñòàòêà.

Íàéäèòå çíà÷åíèå m+ n.
Ðåøåíèå. Òàê êàê äàííûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x2−1 áåç îñòàòêà, òî îí ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ x2 − 1 íà íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà 1 è −1 ÿâëÿþòñÿ
åãî êîðíÿìè. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ðàâåíñòâî 5x6−mx5+2nx2−2x+3 = 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó

óðàâíåíèé

{
m− 2n = 6,

m+ 2n = −10 èëè

{
m− 2n = 6,

m = −2. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàéä¼ì n = −4.

Òîãäà m+ n = −6.
Îòâåò. −6.

7. ×èñëà a, b, c, d îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à ÷èñëà a+1, b+1, c+3,
d+ 9 � ãåîìåòðè÷åñêóþ. Íàéäèòå ÷èñëà a, b, c, d.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, b = a + p, c = a + 2p, d = a + 3p, ãäå p � ðàçíîñòü
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè; b + 1 = (a + 1)q, c + 3 = (a + 1)q2, d + 9 = (a + 1)q3, ãäå
q � çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Èç ïåðâûõ ðàâåíñòâ ýòèõ ñîîòíîøåíèé èìååì:

a+ p+ 1 = (a+ 1)q, p = (a+ 1)(q − 1). (1)

Èç âòîðûõ ðàâåíñòâ óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé è ðàâåíñòâà (1) èìååì:

a+ 2(a+ 1)(q − 1) + 3 = (a+ 1)q2, èëè (a+ 1)(q − 1)2 = 2. (2)

Èç òðåòüèõ ðàâåíñòâ óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé è ðàâåíñòâà (1) èìååì:

a+ 3(a+ 1)(q − 1) + 9 = (a+ 1)q3, èëè (a+ 1)(q3 − 3q + 2) = 8. (3)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç óðàâíåíèé (2) è (3):

{
(a+ 1)(q − 1)2 = 2,

(a+ 1)(q3 − 3q + 2) = 8.
Òàê êàê

q 6= 1, òî, âûðàçèâ a+1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
q3−4q2+5q−2 = 0. Êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ q = 2, òàê êàê q3−4q2+5q−2 =
= q2(q− 2)− 2q(q− 2)+ q− 2 = (q− 2)(q2− 2q+1) = (q− 2)(q− 1)2. Òîãäà a = 1. Èç (1)
íàõîäèì p = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 1, b = 1 + 2 = 3, c = 1 + 2 · 2 = 5, d = 1 + 3 · 2 = 7.

Îòâåò. a = 1, b = 3, c = 5, d = 7.
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8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x),
êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [−2; 10]. Ðåøèòå ñèñòåìó

íåðàâåíñòâ

{
f(x) > 0;

x2 + x− 6 > 0
âî ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå{
x ∈ [−1; 6] ∪ {9},

x ∈ (−∞;−3) ∪ (2;+∞).
Å¼ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

(2; 6] ∪ 9, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè ñ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë äà¼ò {3; 4; 5; 6; 9}.
Îòâåò. {3; 4; 5; 6; 9}.

9. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà
P (x) = (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4).

Ðåøåíèå. Ìíîãî÷ëåí P (x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
P (x) = (x2 + 5x + 4)(x2 + 5x + 6). Ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé ôóíêöèè f(y) = y(y+2), y > −21

4 , òàê êàê ïðè çàìåíå y = x2+5x+4 ïîëó÷èì
P (x), à y = (x+ 5

2)
2− 9

4 . Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí y(y+2) = y2+2y = (y+1)2−1 ïðèíèìàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå −1, ïðè y = −1 > −21

4 .
Îòâåò. −1.

10. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷åòûð¼õçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
öèôðû ðàñïîëîæåíû ïî óáûâàíèþ (ñëåâà íàïðàâî).

Ðåøåíèå. ×åòûðå ðàçëè÷íûå öèôðû äëÿ óêàçàííûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü,
ñîãëàñíî êîìáèíàòîðíîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ, 10 · 9 · 8 · 7 = 5040 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì
êàæäàÿ ÷åòâ¼ðêà öèôð áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ, ñîãëàñíî êîìáèíàòîðíîìó ïðàâèëó óìíîæå-
íèÿ, 1 · 2 · 3 · 4 = 24 ðàçà. Ðàñïîëîæåíèþ öèôð ïî óáûâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî îäèí
èç ýòèõ 24 íàáîðîâ. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ÷èñåë ðàâíî 5040 : 24 = 210.

Îòâåò. 210.
11. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà 3

√
15, à äëèíû

äâóõ åãî ìåäèàí ðàâíû 3 è 6. Íàéäèòå äëèíó òðåòüåé
ìåäèàíû.

Ðåøåíèå. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, AM , BN
è CK � åãî ìåäèàíû, AM = 6, BN = 3, ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABC ðàâíà 3

√
15, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

åãî ìåäèàí (ñì. ðèñ.). Òðåáóåòñÿ íàéòè äëèíó ìåäèàíû
CK.

Ïðîâåäåì AP ⊥ BC, OL ⊥ BC. 4MOL
ïîäîáåí 4MAP ïî äâóì óãëàì: ∠M � îáùèé, ∠MLO = ∠MPA = 90◦. Ïî ñâîé-
ñòâó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíèõ ëèíèé òðåóãîëüíèêà, AO : OM = 2 : 1. Ïîýòî-
ìó OL : AP = MO : AM = 1 : 3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M � ñåðåäèíà BC, ïëîùàäü

S4BOM = 1
2OL ·MB = 1

2 ·
A
P ·

1
2BC = 1

6S4ABC = 1
6 · 3
√
15 =

√
15
2 .

Ïî ñâîéñòâàì ìåäèàí, BO = 2, OM = 2, AO = 4. Îáîçíà÷èâ îñòðûé óãîë
ìåæäó ìåäèàíàìè AM è BN ÷åðåç α, ïîëó÷èì: S4BOM = 1

2BO·OM ·sinα = 1
2 ·2·2 sinα =

= 2 sinα. Îòñþäà sinα =
√
15
4 .

Ïðèìåíèâ òåîðåìó êîñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêó ABO, ïîëó÷èì: AB2 = AO2 +

+BO2 − 2AO ·BO · cos∠AOB. Ïîñêîëüêó sinα =
√
15
4 , òî cos∠AOB = 1

4 èëè −
1
4 . Òîãäà
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AB2 = 16 + 4− 2 · 2 · 4 · 14 = 16, AB = 4 èëè AB2 = 16 + 4 + 2 · 2 · 4 · 14 = 24, AB = 2
√
6.

Ïî ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåäèàíû OK = 1
2

√
2AO2 + 2BO2 − AB2 èìå-

åì: OK = 1
2

√
32 + 8− 16 =

√
6, CK = 3OK = 3

√
6 èëè OK = 1

2

√
32 + 8− 24 = 2,

CK = 3OK = 6.
Îòâåò. 3

√
6 èëè 6.

12. Ôèãóðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êâàäðàòîì, ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì äâóõ êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 1 ñì, èìå-
þùèì îáùèé öåíòð è îáùèå îñè ñèììåòðèè. Íàéäèòå
îòíîøåíèå ïåðèìåòðà ýòîé ôèãóðû ê å¼ ïëîùàäè.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïî-
âîðîòå âîêðóã òî÷êè O íà 45◦ êâàäðàòû ABCD è
MNPQ ñîâìåùàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôèãó-
ðà îãðàíè÷åíà ëîìàíîé, ñîòñîÿùåé èç 16 ðàâíûõ çâå-
íüåâ. Èç ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà EDK ñëåäóåò, ÷òîDK =

√
2ED =

√
2(OD−OE) =

=
√
2
(√

2
2 −

1
2

)
=
√
2−1√
2
. Çíà÷èò ïåðèìåòð äàííîé ôèãó-

ðû ðàâåí 16 ·
√
2−1√
2

= 8
√
2(
√
2− 1).

Ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé

êâàäðàòàMNPQ è âîñüìè òðåóãîëüíèêîâ EDK. Èìååì ðàâåíñòâî S = 1+8·12
(√

2
2 −

1
2

)2
=

= 1 + (
√
2)2 − 2

√
2 + 1 = 2

√
2(
√
2− 1). Èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 8

√
2(
√
2−1)

2
√
2(
√
2−1) = 4.

Îòâåò. 4.
13. Äëèíû ð¼áåð ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïè-

ïåäà ðàâíû 2 ñì, 3 ñì, 6 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ
ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðå-
äèíó ðåáðà äëèíîé 2 ñì è äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà,
íå ïåðåñåêàþùóþ ýòîãî ðåáðà.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ïðÿìî-
óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1: AB = 2,
AD = 3, AA1 = 6. Åñëè M � ñåðåäèíà AB, òî íåîá-
õîäèìî íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M
è äèàãîíàëü DB1. Èç òåîðåìû î ïàðàëëåëüíîñòè ëè-
íèé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé òðå-
òüåé ïëîñêîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî äàííîå ñå÷åíèå � ïàðàë-
ëåëîãðàìì DNB1M , ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà óäâîåí-
íîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà MB1D. Ïî òåîðåìå Ïèôà-
ãîðà èìååì MB1 =

√
37, MD =

√
10, B1D = 7. Ïî

ôîðìóëå Ãåðîíà íàõîäèì

S4MB1D =

√√
37 +

√
10 + 7

2
· −
√
37 +

√
10 + 7

2
·
√
37−

√
10 + 7

2
·
√
37 +

√
10− 7

2
=

=
1

4

√(
(
√
10 + 7)2 − (

√
37)2

)
·
(
(
√
37)2 − (

√
10− 7)2

)
=

=
1

4

√
(14
√
10 + 22) · (14

√
10− 22) =

1

4

√
1 476 =

1

4

√
36 · 41 =

3

2

√
41,

4



îòêóäà SMB1ND = 3
√
41.

Îòâåò. 3
√
41.

14. Êîëÿ è Âàñÿ çà íîÿáðü ïîëó÷èëè ïî 15 îöåíîê: òðîéêè, ÷åòâ¼ðêè è ïÿò¼ðêè. Ïðè
ýòîì Êîëÿ ïîëó÷èë ïÿò¼ðîê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî Âàñÿ ÷åòâ¼ðîê, ÷åòâ¼ðîê ñòîëüêî æå,
ñêîëüêî Âàñÿ òðîåê, à òðîåê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî Âàñÿ ïÿò¼ðîê. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíèé
áàëë çà íîÿáðü ó ìàëü÷èêîâ îäèíàêîâûé. Ñêîëüêî òðîåê ïîëó÷èë Êîëÿ â íîÿáðå?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïÿò¼ðîê, ÷åòâ¼ðîê, òðîåê, ïîëó÷åííûõ Êî-
ëåé, ÷åðåç x, y, z ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, Âàñÿ ïîëó÷èë ïÿò¼ðîê, ÷åòâ¼ðîê,
òðîåê ñîîòâåòñòâåííî z, x, y (ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ ñîäåðæàòñÿ â òàáëèöå).

êîëè÷åñòâî òðîåê êîëè÷åñòâî ÷åòâ¼ðîê êîëè÷åñòâî ïÿò¼ðîê
Êîëÿ z y x
Âàñÿ y x z
Èç óñëîâèÿ èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
3z + 4y + 5x

15
=

3y + 4x+ 5z

15
;

x+ y + z = 15,

{
y + x = 2z;

x+ y + z = 15.
Îòñþäà z = 5.

Îòâåò. 5.
15. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè ó÷åíèêè 10 è 11 êëàññîâ. Êàæäûé ó÷àñò-

íèê èãðàë ñ êàæäûì äðóãèì îäèí ðàç. Îäèííàäöàòèêëàññíèêîâ áûëî â 10 ðàç áîëüøå,
÷åì äåñÿòèêëàññíèêîâ, è îíè íàáðàëè âìåñòå â 4,5 ðàçà áîëüøå î÷êîâ, ÷åì âñå äåñÿòè-
êëàññíèêè. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ 10-ãî êëàññà ó÷àñòâîâàëî â òóðíèðå è ñêîëüêî îíè íàáðàëè
áàëëîâ?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äåñÿòèêëàññíèêîâ, ó÷àñòâîâàâøèõ â òóðíèðå
÷åðåç x ∈ N, à êîëè÷åñòâî î÷êîâ, êîòîðîå îíè íàáðàëè, � ÷åðåç y ∈ N∪{0}. Òîãäà îäèí-
íàäöàòèêëàññíèêîâ áûëî 10x, è îíè íàáðàëè 4,5y î÷êîâ. Âñåãî â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî

11x ó÷àùèõñÿ, ñûãðàíî âñåãî 11x(11x−1)
2 = 5,5x(11x − 1) ïàðòèé, çíà÷èò âñå ó÷àñòíèêè

íàáðàëè 5,5x(11x− 1) î÷êîâ. Èìååì óðàâíåíèå: 5,5x(11x− 1) = 5,5y èëè y = x(11x− 1).
Èçó÷èì, íàñêîëüêî áîëüøèì ìîæåò áûòü çíà÷åíèå âåëè÷èíû y. ×òîáû äåñÿòè-

êëàññíèêè íàáðàëè íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíè âûèãðàëè ó
âñåõ îäèííàäöàòèêëàññíèêîâ, è òåì ñàìûì ïðèíåñëè ñâîåé êîìàíäå x ·10x î÷êîâ. Êðîìå
òîãî, ñûãðàâ ìåæäó ñîáîé, îíè ïîëó÷àò x(x−1)

2 î÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ýòèõ çíà÷å-

íèé íå ìåíüøå y: 10x2 + x(x−1)
2 > 11x2 − x èëè x2

2 −
x
2 6 0; x(x − 1) 6 0. Çíà÷èò x = 1,

y = 10.
Îòâåò. Îäèí äåñÿòèêëàññíèê, 10 áàëëîâ.
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