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МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

УДК 531.38; 531.39

c©2021. Г.В. Горр, А.В. Мазнев

О ДВИЖЕНИИ ГИРОСКОПА ЛАГРАНЖА И ДИНАМИЧЕСКИ
СИММЕТРИЧНОГО ГИРОСТАТА

В статье исследовано движение гироскопа Лагранжа, основанное на применении комплексно-
го подхода в истолковании движения твердого тела, имеющего неподвижную точку. Наряду с
кратким изложением полученных ранее результатов, установлены новые свойства движения
гироскопа Лагранжа. Для динамически симметричного гиростата с переменным гиростатиче-
ским моментом изучены прецессионные движения относительно вертикали.
Ключевые слова: гироскоп Лагранжа, комплексный подход, истолкование движения, изо-
конические движения, переменный гиростатический момент.

Введение. Решению Ж. Лагранжа [1] посвящена обширная литература.
К. Якоби [2] показал, что движение гироскопа Лагранжа может быть разложено
на два движения Пуансо [3] – прямое и обращенное. Значительные результаты
по изучению движения этого гироскопа установили Г. Дарбу [4,5], В. Гесс [6]
и другие. Опубликованы многочисленные монографии, в которых исследовано
движение гироскопа Лагранжа. Наиболее полное изложение свойств движения
симметричного гироскопа дано в монографиях К. Магнуса [7], Э. Раусса [8],
Ф. Кляйна и А. Зоммерфельда [9], Г.К. Суслова [10], Г.В. Горра, Л.В. Кудряшо-
вой, Л.А. Степановой [11], А.В. Борисова и И.С. Мамаева [12].

С помощью уравнений неподвижного годографа вектора угловой скорости,
предложенных П.В. Харламовым [13], в статьях В.С. Ефимова [14,15] рассмотре-
ны свойства движения гироскопа Лагранжа методом Пуансо [3]. Следует отме-
тить, что в [16] исследовано большинство решений на основании теоремы Пуансо
и уравнений [13]. Развитие метода Пуансо получено в статье [17], в которой пред-
ложен модифицированный метод Пуансо. Согласно подходу [17] движение тела
представляется качением без скольжения подвижного аксоида вектора, коллине-
арного вектору угловой скорости тела, по неподвижному аксоиду этого вектора.
Применение модифицированного метода Пуансо [17] позволило во многих реше-
ниях уравнений Эйлера-Пуассона установить более наглядное представление о
свойствах движения твердого тела, имеющего неподвижную точку (см., напри-
мер, статью [18]). Кинематическая формула [17], которая связывает угол пре-
цессии тела и полярный угол неподвижного годографа в уравнениях П.В. Хар-
ламова [13], позволила разработать комплексный подход [19] в истолковании
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движения тела, имеющего неподвижную точку. Суть этого подхода состоит в
том, что наиболее полные свойства движения тела можно получить, используя
углы Эйлера, параметры Родрига-Гамильтона, прямую теорему Пуансо и моди-
фицированный метод Пуансо.

В данной статье комплексный подход применен к исследованию решения
Ж. Лагранжа; приведен не только краткий анализ полученных ранее результа-
тов, но и установлены новые свойства движения симметричного гироскопа. В
частности, для изоконических движений динамически симметричного гироста-
та, рассмотрено интегрирование уравнений класса Эйлера-Пуассона с учетом
переменности гиростатического момента.

1. Две модели гиростата. Рассмотрим уравнения движения гиростата,
имеющего неподвижную точку под действием силы тяжести [11](

Aω + λ(t)
)•

=
(
Aω + λ(t)

)× ω + s× υ, (1)

υ̇ = υ × ω, (2)

где введены обозначения: ω = (ω1, ω2, ω3) – вектор угловой скорости; υ = (υ1, υ2,
υ3) – единичный вектор, сонаправленный с силой тяжести; s = (s1, s2, s3) , s =
mg

∣∣OC∣∣ (m – масса тела, g – ускорение свободного падения, O – неподвиж-
ная точка, C – центр масс гиростата); A = diag(A1, A2, A3) – тензор инерции
гиростата; λ(t) = (λ1(t), λ2(t), λ3(t)) – гиростатический момент; точка над пере-
менными ω(t), υ(t), λ(t) обозначает дифференцирование по времени.

Уравнения (1), (2) имеют два первых интеграла
υ · υ = 1,

(
Aω + λ(t)

) · υ = k. (3)

Здесь k – произвольная постоянная.
Запишем уравнения (1), (2) и интегралы (3) в скалярной форме, полагая

λ1 (t) = 0, λ2 (t) = 0, A2 = A1,

A1ω̇1 = ω2 [(A1 −A3)ω3 − λ3(t)] + s2υ3 − s3υ2,

A1ω̇2 = −ω1 [(A1 −A3)ω3 − λ3(t)] + s3υ1 − s1υ3,

A3ω̇3 = −λ̇3(t) + s1υ2 − s2υ1,

(4)

υ̇1 = ω3υ2 − ω2υ3, υ̇2 = ω1υ3 − ω3υ1, υ̇3 = ω2υ1 − ω1υ2, (5)

υ21 + υ22 + υ23 = 1, A1 (ω1υ1 + ω2υ2) + (A3ω3 + λ3(t)) υ3 = k. (6)

Систему (4)-(6) будем относить к первой модели гиростата.
Вторую модель гиростата опишем уравнениями, которые следуют из (4)-(6)

при условии λ3 (t) = BΩ0, где B и Ω0 – постоянные, характеризующие соот-
ветственно момент инерции ротора относительно оси вращения и его посто-
янную угловую скорость. Обозначая λ3 (t) = λ, из системы (4), (5) в случае
s2 = 0, s1 = 0, получим

6
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A1ω̇1 = [ω0 (A1 −A3)− λ]ω2 − s3υ2,

A1ω̇2 = − [ω0 (A1 −A3)− λ]ω1 + s3υ1, ω̇3 = 0 (ω3 = ω0),
(7)

υ̇1 = ω0υ2 − ω2υ3, υ̇2 = ω1υ3 − ω0υ1, υ̇3 = ω2υ1 − ω1υ2. (8)

В рассматриваемом случае интеграл моментов из (6) примет вид

A1 (ω1υ1 + ω2υ2) + (A3ω0 + λ) υ3 = k, (9)

а уравнения (7), (8) допускают и интеграл энергии

A1

(
ω2
1 + ω2

2

)
+A3ω

2
0 = 2 (E + s3υ3) , (10)

где E – произвольная постоянная. В динамике гиростата с симметричным рас-
пределением масс иногда полагают λ = 0, так как значение параметра λ не
отражается на свойствах существования аналога интеграла Лагранжа и инте-
гралов υ21 + υ22 + υ23 = 1 и (9), (10), и при λ �= 0 интегрирование уравнений
Эйлера-Пуассона осуществляется в квадратурах по Якоби. В данной статье бу-
дем рассматривать оба варианта λ = 0 и λ �= 0, поскольку, например, для изо-
конических движений гиростата условие λ �= 0 является существенным.

2. Случай λ=0. Как сказано во введении, решение Лагранжа рассмотрено
во многочисленных публикациях. Положим в уравнениях (7), интегралах (9),
(10) λ = 0. В плоскости z = ω0 подвижной системы координат Oxyz с единич-
ными векторами i1, i2, i3 введем полярные координаты ρ, u:

ω1 = ρ (t) cosu (t) , ω2 = ρ (t) sinu (t) . (11)

Тогда, в силу уравнений (7), (8) и соотношений υ21 + υ22 + υ23 = 1, (9)-(11)
решение Лагранжа запишем в виде

ω3 = ω0, ω1 = ρcosu, ω2 = ρsinu, ρ2 =
2s3υ3 + μ1

A1
, (12)

u̇ = −μ2
A1

+
s3 (k −A3ω0υ3)

A1 (2s3υ3 + μ1)
, (13)

υ1 =
1

A1ρ

[
(k −A3ω0υ3) cosu−A1sinu ·

√
F (υ3)

]
,

υ2 =
1

A1ρ

[
(k −A3ω0υ3) sinu+A1cosu ·

√
F (υ3)

]
, (14)

υ̇3 =
√
F (υ3),

√
F (υ3) =

1

A2
1

[
A1

(
1− υ23

)
(2s3υ3 + μ1)− (k −A3ω0υ3)

2
]
, (15)

где μ1 = 2E −A3ω
2
0, μ2 = (A1 −A3)ω0.

7
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Варианты сведения задачи интегрирования уравнения из (15) изучать не
будем, так как представление решения Ж. Лагранжа через элементарные или
эллиптические функции времени рассмотрено во многих публикациях (см., на-
пример, [7-12]). Для применения комплексного подхода в истолковании движе-
ния гироскопа Лагранжа запишем на основании (12), (14) векторные уравнения
годографов ω (t) , υ(t) в системе Oxyz:

ωп (t) = ρ (t) cosu (t) ι1 + ρ (t) sinu (t) ι2 + ω0ι3, (16)

υп (t) = υ1 (t) ι1 + υ2 (t) i2 + υ3 (t) ι3. (17)

Используя результаты статьи [15], уравнения неподвижного годографа предста-
вим следующим образом

ωн (t) = ωξ (t) э1 + ωη (t) э2 + ωζ (t) э3, (18)

где
ωξ (t) = ωρ (t) cosα (t) , ωη = ωρ (t) sinα (t) , (19)

ωζ =
k

A1
+
μ2
A1
υ3 (t) ,

ω2
ρ = − μ22

A2
1

υ23 (t) +
2

A2
1

(s3A1 − kμ2) υ3 (t) +
μ1
A1

− k2

A2
1

+ ω2
0 ,

(20)

dα

dt
=

1

A2
1ω

2
?

{− s3μ2υ
2
3 (t) + [s3k − μ1 μ2 − μ2ω0 (A1ω0 + μ2)]υ3 (t)+

+ω0 (kμ2 − s3A1)} .
(21)

В общем случае ( не учитывающем случаи вырождения из (15)) имеем

υ3 (t) = υ
(2)
3 −

(
υ
(2)
3 − υ

(3)
3

)
sn2 (k∗, ε0(t− t0)) , (22)

где

ε0 =

√√√√ s3

(
υ
(2)
3 − υ

(3)
3

)
A1

, k2∗ =
ν
(2)
3 −ν(1)3

ν
(2)
3 −ν(3)3

<1, (23)

а υ(i)3 связаны со свойством функции F (υ3) из (15), которое характеризуется
равенством

F (υ3) =
2s3
A1

(
υ
(2)
3 − υ3

)(
υ3 − υ

(1)
3

)(
υ3 − υ

(3)
3

)
. (24)

В силу (24) функция υ3(t) изменяется на отрезке

8



О движении гиростата Лагранжа и динамически симметричного гиростата

υ
(1)
3 ≤ υ3 ≤ υ

(2)
3 . (25)

Отметим, что υ(3)3 < −1.

Основные свойства годографов (16), (18) таковы: подвижный годограф (18)
– плоская кривая, неподвижный годограф принадлежит сфере Дарбу [4]

ω2
ρ + (ωζ − l)2 = R2, (26)

где l =
s3
μ2
, R2 =

μ1
A1

− 2

μ1
lk + ω2

0 + l2.

В силу (22), (24) в равенствах (25), (26) сферический случай A1 = A3 исключаем.
На основании равенства μ2 = (A1 −A3)ω0 и формулы для ωζ из (20) при A1 =
A3 устанавливаем, что неподвижный годограф – плоская кривая (этот вариант
будет изучен ниже).

Обозначим через θ, φ, ψ – углы Эйлера. Тогда на основании результатов ста-
тьи [19] находим:

φ (υ3) = arctg
υ1(υ3)

υ2(υ3)
, θ (υ3) = arccosυ3, (27)

dψ

dt
=

(k −A3ω0υ3(t))

A1

(
1− υ23(t)

) , (28)

tg (α− ψ) =
ω2
0 (A1 −A3)υ

2
3 + kυ3 −A1ω0√

F (υ3)
, (29)

где функция υ3(t) указана в формуле (22).
3. Модифицированный метод Пуансо в решении Лагранжа. По-

скольку подвижный и неподвижный годографы вектора угловой скорости изу-
чены в достаточно полном объеме, то остановимся на применении модифициро-
ванного метода Пуансо [17].

3.1. Сфероконические сечения. Рассмотрим вначале аналог подхода Э. Ра-
усса [8]. Положим, что вектор b (t) = b(t)ω (t) выбран так, чтобы выполнялось
условие

b21 + b22 + b23 = R2
0, (30)

где R0 – постоянная, bi (i = 1, 3) – компоненты вектора b. В силу bi = b(t)ωi и
равенств (12), из (30) найдем

b (t)
(
ρ2 (t) + ω2

0

)
= R2

0, (31)

то есть с учетом (10), (12) функция b (t) такова

b (t) =
R0

√
A1√

2s3υ3 (t) + 2E + (A1 −A3)ω2
0

. (32)

9
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Подвижный годограф вектора b (t) на основании равенств (12) представим в
виде

bп (t) =
R0√

ρ2 (t) + ω2
0

(ρ (t) cosu (t) ι1 + ρ (t) sinu (t) ι2 + ω0ι3) . (33)

Так как υ3(t) изменяется на отрезке (25), а подвижный годограф вектора угло-
вой скорости из (13) расположен в кольце, то из (33) следует, что сферическая
кривая (33) расположена на сфере между двумя параллелями. Неподвижный
годограф вектора b (t) можно записать, используя соотношения (18), (19), (31)

bн (t) =
R0√

ρ2 (t) + ω2
0

(ωρ (t) cosα (t) э1 +ωρ (t) sinα (t) э2 + ωζ (t) э3) . (34)

Движение гироскопа Лагранжа можно получить качением без скольжения
кривой (33) по кривой (34). Данное представление движения тела целесообразно
применять в том случае, когда необходимо определить свойства движения сфе-
ры, связанной с гироскопом, либо свойства некоторых ее характерных прямых
(например, главных осей инерции). Следует иметь ввиду применение и других
методов, таких как, например, метод сферической тригонометрии, который ис-
пользовал Э. Раусс [8] в исследовании решений Эйлера.

3.2. Элипсоидоконические сечения. Предположим, что конец вектора
b (t) = b(t)ω (t) в подвижном пространстве лежит на эллипсоиде инерции тела,
то есть выполняется равенство

A1

(
b21 + b22

)
+A3b

2
3 = σ20, (35)

где σ0 – постоянная. Тогда, в силу равенств bi = b (t)ωi (i = 1, 3) и формул (12),
имеем

b (t) =
σ0√

2 (E + s3υ3 (t))
. (36)

В силу (12), (18), (19), (36) запишем равенства

bп (t) =
σ0√

2 (E + s3υ3 (t))

(
ρ (t) cosu (t) ι1 + ρ (t) sinu (t) i2 + ω0ι3

)
, (37)

bн (t) =
σ0√

2 (E + s3υ3 (t))
(ωρ (t) cosα (t) э1 +ωρ (t) sinα (t) 2 + ωζ (t) э3) . (38)

Исследование свойств кривых (37), (38) должно быть основано на форму-
лах (12), (13), (15), (20), (21). Движение гироскопа Лагранжа может быть осу-
ществлено с помощью качения без скольжения аксоида с направляющей линией
(37) по аксоиду с направляющей линией (38) с угловой скоростью ω (t) = b(t)

b(t) .

10
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Очевидно, что неподвижный годограф b (t) не будет лежать на сфере Дарбу.
Данное представление в некотором смысле носит дополнительный интерес в ис-
следовании свойств движения тела, но, тем не менее, имеет определенный ана-
лог кинематического истолкования Пуансо решения Эйлера, так как оно дает
информацию о движении эллипсоида инерции гироскопа.

4. Изоконические движения гироскопа Лагранжа.
4.1. Случай λ=0. Изоконическими движениями называются движения,

при которых подвижный и неподвижный годографы угловой скорости симмет-
ричны друг другу относительно касательной плоскости, проходящей через непо-
движную точку [20]. В данной монографии отмечено, что первый результат в
теории изоконических движений получил Р. Фабри при исследовании решения
В.А. Стеклова. Свойство изоконичности в решении В.А. Стеклова изучали и
Г.В. Мозалевская и Е.И. Харламова; они использовали уравнения П.В. Харла-
мова [13].

Запишем инвариантное соотношение, которое характеризует изоконические
движения тела [20]

ω · (υ − c) = 0, (39)

где вектор c неизменно связан с телом, а ω и υ – переменные, которые введе-
ны ранее. Изучим изоконические движения в решении Лагранжа (см. формулы
(12)-(15)). Запишем первый интеграл (9) при λ= 0 и соотношение (39) в скаляр-
ной форме (полагаем c = (0, 0, 1))

A1 (ω1υ1 + ω2υ2) +A3ω0υ3 = k, ω1υ1 + ω2υ2 = ω0 (1− υ3) . (40)

Очевидными условиями зависимости соотношений (40) являются равенства

A1 = A3, k = A1ω0, (41)

то есть эллипсоид инерции – сфера (в этом случае используется термин сфериче-
ский гироскоп Лагранжа [10]). Рассмотрим формулы (12)-(15) при выполнении
равенств (41)

ω3 = ω0, ω1 = ρcosu, ω2 = ρsinu, ρ2 =
2s3υ3 + 2E −A1ω

2
0

A1
, (42)

u̇ =
s3ω0 (1− υ3)

2s3υ3 + 2E −A1ω2
0

, υ̇3 = −
√
(1− υ3)

(
a2υ23 + a1υ3 + a0

)
, (43)

υ1 =

√
1− υ3
ρ

(
ω0

√
1− υ3cosu− sinu ·

√
a2υ

2
3 + a1υ3 + a0

)
,

υ2 =

√
1− υ3
ρ

(
ω0

√
1− υ3sinu+ cosu ·

√
a2υ23 + a1υ3 + a0

)
.

(44)

где a2 = 2s3
A1
, a1 =

2(s3+E)
A1

, a0 =
2(E−A1ω2

0)
A1

.

11
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Запишем уравнения (15) для переменной υ3

υ̇3 =

√
2s3
A1

(1− υ3)
(
υ3 − υ

(1)
3

)(
υ3 − υ

(3)
3

)
, (45)

где

υ
(1)
3 =

1

2a2

(
−a1 +

√
D
)
, υ

(3)
3 =

1

2a2

(
−a1 −

√
D
)
,D = a21 − 4a0a2. (46)

Тогда из уравнения (45) следует

υ3 (t) = 1−
(
1− υ

(3)
3

)
sn2 (k∗, ε0(t− t0) . (47)

Здесь параметр ε0 имеет значение из (23), а параметр k∗ удовлетворяет условию

k2∗ =
1− υ

(1)
3

1− υ
(3)
3

. Переменная υ3 (t) изменяется на отрезке

υ
(1)
3 ≤ υ3 ≤ 1. (48)

Условием существования решения (47) является неравенство 2(s3υ3 + E)−
−A1ω

2
0 > 0. Представление решения Лагранжа в виде (42)-(44), (47) обусловлено

тем, что в случае изоконических движений можно указать явные значения υ(1)3 ,

υ
(3)
3 посредством соотношений (46).
Из условия ω3 = ω0 и формулы для ρ(υ3) из системы (42) следует, что по-

движный годограф в решении Лагранжа для случая изоконического движения
находится в плоскости z = ω0 и в силу (48) расположен в кольце с радиусами
ρ
(
υ
(1)
3

)
, ρ(1). При этом, так как u̇ > 0, полярный угол u возрастает с течением

времени, и в силу соотношений (42), (43) подвижный годограф вектора угло-
вой скорости касается окружности ρ

(
υ
(1)
3

)
, но к окружности ρ(1) подходит под

прямым углом.
Для нахождения углов φ(υ3), θ(υ3) необходимо обратиться к формулам (27),

(44). Угол прецессии определим из (28) с учетом условий (41)

ψ (t) = ω0

∫
dt

1 + υ3(t)
. (49)

В силу свойства изоконичности гироскопа Лагранжа формулы (20), (21) при-
ведем к виду

ωζ = ω0, ω2
ρ (υ3) = ρ2 (υ3) ,

dα

dt
= −u̇,

из которых следует также свойство, что и полученные ранее для подвижно-
го годографа вектора угловой скорости. Определенный интерес имеет только
подробное представление формулы (49) и формулы (29). После очевидных вы-
числений, основанных на применении зависимости (47) для υ3 (t), из (28), (29)
находим

12
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ψ (t) = ω0

∫ t

t0

dt

2−
(
1− υ

(3)
3

)
sn2 (k∗, ε0(t− t0))

, (50)

α (t) = α0 + ψ (t)− arctg
sn (k∗, ε0(t− t0))

2ε0cn (k∗, ε0(t− t0)) dn (k∗, ε0(t− t0))
, (51)

где sn (k∗, ε0(t− t0)) , cn (k∗, ε0(t− t0)) , dn (k∗,0 (t− t0)) – эллиптические функ-
ции Якоби с модулем, равным k∗. Формулы (50), (51) играют важную роль
в комплексном подходе [19] истолкования движения твердого тела, имеющего
неподвижную точку.

4.2. Случай λ �= 0. Рассмотрение этого случая является важным, так как
при изучении изоконических движений гиростата, с учетом первого интеграла
моментов, из (9) и условия изоконичности (второе соотношение из системы (40))
получим

k = A1ω0, λ = (A1 −A3)ω0. (52)

Из второго равенства системы (52) следует, что в общем случае A1 �= A3, то есть
распределение масс гиростата не обладает свойством сферичности, так как это
установили при λ= 0. Тем не менее при выполнении данного равенства, уравне-
ния (7) принимают вид

A1ω̇1 = −s3υ2, A1ω̇2 = s3υ1, ω3 = ω0,

а уравнения Пуассона не изменяются. Данные системы имеют место и в случае
изоконических движений сферического гироскопа. Отсюда следует, что свойства
изоконических движений сферического гироскопа и гиростата со значением ги-
ростатического момента из (52) совпадают. Но необходимо иметь ввиду, что при
λ �= 0 условие A3= A1 может не выполняться.

5. Об асимптотически-равномерных движениях гироскопа Лагран-
жа. В статье [21] рассмотрен класс движений гироскопа Лагранжа, который
характеризуется следующими условиями на параметры решения (12)-(15):

k = −A3ω0, A1ω
2
0 = 2 (E − s3) ,

ω2
0 <

4s3A1

A2
3

, s3 < E <
s3 (2A1 +A3)

A3
.

(53)

Запишем решение (12), (13) при наличии ограничений (53)

ρ2 (υ3) =
2s3 (1 + υ3)

A1
, u (t) = −ω0 (2A1 −A3)

2A1
t+ u0, (54)

υ̇3 =

√
2s3
A1

(1 + υ3)
√
æ0 − υ3, æ0 =

s3 (A1 +A3)−A3E

s3A1
. (55)
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Первое уравнение из (55) интегрируется в элементарных функциях времени

υ3 (t) = −1 +
μ20

ch2σ1t
, σ1 = −

√
s3 (1 + æ0)

2A1
, μ20 = 1 +æ0. (56)

Внесем значение υ3 (t) из (56) в первое соотношение из системы (54)

ρ (t) =

√
2s3
A1

μ0
chσ1t

. (57)

Из соотношений (54), (55) следует, что переменная υ3 (t) изменяется на отрезке:
−1 < υ3(t) < æ0. Так как ω3 = ω0, ω1 = ρcosu, ω2 = ρsinu, то, в силу (57),
можно сделать вывод, что при выборе в качестве начального значения υ3 вели-
чины æ0 подвижный годограф является плоской кривой (z = ω0), а при t→ ∞
стремится к точке (0, 0, ω0 ). То есть подвижный годограф вектора угловой
скорости является спиралевидной кривой, предельной точкой которого служит
точка (0, 0, ω0 ).

Для применения комплексного подхода [19] в истолковании движения гиро-
скопа Лагранжа запишем функции (27), (28)

φ = arctg
υ1
υ2
, θ = arcosυ3, (58)

ψ (t) = −b0t+ arctg
b21 + thσ0t

b1 (1− thσ0t)
, (59)

где

υ1 = −
√

1 + υ3
2s3A1

(
A3ω0cosu− sinu ·

√
2s3A1 (æ0 − υ3)

)
,

υ2 = −
√

1 + υ3
2s3A1

(
A3ω0sinu+ cosu ·

√
2s3A1 (æ0 − υ3)

)
,

υ3 = −1 +
μ20

ch2σ1t
, u = −ω0 (2A1 −A3)

2A1
t,

b0 =
2s3ω0A3

A2
3ω

2
0 + 2s3A1μ

2
0

, b1 =
ω0A3

μ0
√
2s3A1

.

(60)

Таким образом, если представлять движение гироскопа Лагранжа с помощью
углов Эйлера, то необходимо использовать соотношения (58)-(60).

Определим уравнения неподвижного годографа вектора угловой скорости.
При этом для нахождения α (t) будем использовать формулу (29) и равенство
(59). Тогда получим следующие уравнения

ωζ (t) = g0

(
μ20

ch2σ1t
− A1

A1 −A3

)
, (61)
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ωρ (t) = |μ0g0|
√

2s3
A1

1

chσ1t

√
(d0 + 1) ch2σ1t− μ20, (62)

α (t) = −b0t+ arctg
b21 + thσ1t

b1 (1− thσ1t)
+

+arctg
b1

A3thσ1t

[
c∗0 − μ20 (A1 −A3) th

2σ1t
]
,

(63)

где c∗0 = μ20 (A1 −A3) +A3 − 2A1, g0 =
ω0(A1−A3)

A1
, d0 =

2s3A1+ω2
0(A2

1−A2
3)

ω2
0(A1−A3)

2 .

Из соотношений (61)-(63) можно сделать заключение о том, что при t → ∞
ωζ (t) → −ω0, ωρ (t) → 0, α (t) → ∞ (полагаем s3 > 0, ω0 > 0). То есть, непо-
движный годограф вектора угловой скорости имеет вид “спирали”, но в отличие
от подвижного годографа он не является плоской кривой, а находится на сфере
Дарбу.

Остановимся на исследовании эллипсоидоконических сечений в случае, ко-
гда движение гироскопа Лагранжа является асимптотически-равномерным (см.
формулы (56), (57)). Пусть конец вектора b (t) = b(t)ω (t) принадлежит эллипсо-
иду инерции (35). Обозначим через b1, b2, b3 компоненты вектора b (t) в подвиж-
ной системе координат, а через bξ, bη, bζ – в неподвижной системе координат.
Тогда в силу формул (37), (38) имеем

b1 (t) =
σ0ρ (t) cosu(t)√
2 (E + s3υ3 (t))

, b2 (t) =
σ0ρ (t) sinu(t)√
2 (E + s3υ3 (t))

,

b3 (t) =
σ0ρ0√

2 (E + s3υ3 (t))
,

(64)

bξ (t) =
0σρ (t) cosα(t)√
2 (E + s3υ3 (t))

, bη (t) =
σ0ωρ (t) sinα(t)√
2 (E + s3υ3 (t))

,

bζ (t) =
σ0ωζ(t)√

2 (E + s3υ3 (t))
,

(65)

где функции ρ (t) , u (t) , υ3 (t) указаны в формулах (54), (56), (57), а функции
ωρ (t) , ωζ (t) , α(t) – в (61)-(63). На основании соотношений (64), (65) можно
сделать заключение о том, что подвижный годограф вектора b (t) лежит на
эллипсоиде инерции, а неподвижный годограф этого вектора лежит на алгебра-
ической поверхности F (bρ, bζ , β) = 0, которая имеет вид

(
b2ρ + b2ζ

)2 (
m1 +m2sin

2β
)
+

(
b2ρ + b2ζ

) (
m3 +m4sin

2β
)
+m5 = 0,
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где функция bρ(t) определена равенствами bξ (t) = bη(t)cosα(t), bη (t) = bρ(t)·
·sinα(t); β (t) = arctg

bρ
bζ
; mi (i = 1, 5) – постоянные параметры. Таким обра-

зом, применение модифицированного метода в данном случае нецелесообраз-
но. Но, как отмечено в п. 3.2, данный подход дает возможность исследовать
движение эллипсоида инерции тела в неподвижном пространстве для случая
асимптотически-равномерных движений гироскопа Лагранжа.

6. О движении динамически симметричного гиростата. Рассмотрим
уравнения (4), (5) на инвариантном соотношении

λ (t) + (A3 −A1)ω3 (t) = 0. (66)

Используя векторную форму записи, из уравнений (4), (5) при условии (66)
получим

A1ω̇ = s× υ, υ̇ = υ × ω. (67)

Уравнения (67) имеют первые интегралы
υ · υ = 1, ω · υ = k0, A1ω

2 − 2 (s · υ) = 2E, (68)

где k0 = k
A1
. В первом уравнении системы (67) полагаем, что вектор s не колли-

неарен вектору i3 подвижной системы координат (то есть s �= si3 ). При данном
предположении и условии A2 = A1 тело-носитель по распределению масс не
является гироскопом Лагранжа. В частном случае (например, при s3 = 0) тело-
носитель обладает распределением масс, которое можно охарактеризовать либо
обобщенными условиями С.В. Ковалевской (A1 = A2 = 2A3), либо обобщенными
условиями Д.Н. Горячева-С.А. Чаплыгина (A1 = A2 = 4A3).

Рассмотрим класс прецессионных движений гиростата для уравнений (67).
Пусть a – единичный вектор, неизменно связанный с телом-носителем ( ȧ = 0).
Тогда для прецессий тела выполняются инвариантные соотношения [20]

a · υ=a0, ω=ϕ̇∗ a+ ψ̇∗υ, (69)

где ϕ̇∗(t), ψ̇∗(t) – углы Эйлера, a0 = cosθ0, θ0 = ∠( a, υ ).
Подставим значение угловой скорости из (69) во второе соотношение системы
(68) и в уравнение Пуассона из (67). Тогда получим

ψ̇∗=k0 − a0ϕ̇∗, φ̇ = ϕ̇∗ (υ × a) . (70)

В силу первого равенства (70) вектор угловой скорости из (69) примет вид

ω=ϕ̇∗ a+ (k0 − a0ϕ̇∗) υ. (71)

Запишем третий интеграл из (68) с учетом значения ω из (71)

A1

(
a
′2
0 φ̇

2
∗ + k20

)
= 2 (E + (s · υ)) , (72)

где a′
0 = sinθ0. Подставим значение ω из (69) в динамическое уравнение из (67) и

рассмотрим равенство, которое следует после операции скалярного умножения
левой и правой частей полученного уравнения на вектор υ × a
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A1a
′2
0 φ̇∗(k0 − a0φ̇∗)− (a · s) = a0 (s · υ) . (73)

Если в (73) a0 = 0 (θ0 = π
2 ), то из (70) следует ψ̇∗=k0, а из уравнения (71)

получим для ϕ̇∗ постоянное значение. То есть прецессия тела-носителя является
регулярной прецессией. При этом, в силу полученных результатов, из равенства
(72) можно сделать заключение о том, что вектор a коллинеарен вектору s.

Пусть в (73) a0 �= 0. Исключая из уравнений (72), (73) переменную s·υ, при-
ходим опять к выводу о том, что прецессия тела-носителя является регулярной
прецессией и вектор a коллинеарен вектору s.

Для получения окончательного результата обозначим n0 = ϕ̇∗, m0=k0−a0ϕ̇∗.
Тогда из (71) найдем

ω=n0 a+m0υ. (74)

Подставим ω из (74) в первое уравнение системы (67) и интегралы из (68). Тогда
получим условия

υ̇ = n0 (υ × a) , (75)

s3 = −A1n0m0, k0 = n0a0 +m0,

2E = A1

(
n20 +m2

0

)
+ 2a0 (n0m0A1 − s3) .

(76)

Для интегрирования уравнения (75) положим

a1 = sinμ0cosσ0, a2 = sinμ0sinσ0, a3= cosμ0, (77)

где μ0 ∈ (0,π) , σ0 ∈ [0, 2π] – постоянные параметры. Соотношения (77) име-
ют особенности при μ0= 0,π. Поэтому в этом случае можно считать, что a =
(0, 0, 1). Запишем общее решение уравнения (75) используя инвариантное соот-
ношение a · υ=a0 и равенство υ21 + υ22 + υ23 = 1. Тогда решение уравнения (75)
таково

υ1 = a0sinμ0cosσ0 − a
′
0(sinσ0cosn0t− cosσ0cosμ0 sinn0t),

υ2 = a0sinμ0sinσ0 + a
′
0(cosσ0cosn0t+ sinσ0cosμ0 sinn0t),

υ3 = a0cosμ0 − a
′
0sinμ0sinn0t.

(78)

Здесь a′
0 = sinθ0, а начальное значение t положено равным нулю. Компоненты

вектора ω из (74) имеют вид
ωi = n0a0 +m0υi

(
i = 1, 3

)
. (79)

Таким образом, условиями существования решения (78), (79) уравнений (67),
(68) являются равенства (76). Функцию λ(t) определим из равенства (66) на
основании (78), (79)
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λ (t) = (A1 −A3)
[
(n0 + a0m0) cosμ0 −m0a

′
0sinμ0sinn0t

]
. (80)

Заключение. В статье рассмотрен комплексный подход в исследовании дви-
жения гироскопа Лагранжа. Изучено движение динамически симметричного ги-
ростата при условии существования у уравнений движения одного инвариант-
ного соотношения на основные переменные задачи в случае прецессий гиростата
относительно вертикали.
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ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИНКИ
С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Дано решение задачи электромагнитоупругости для пьезопластинки с криволинейными отвер-
стиями, использующее комплексные потенциалы, аппроксимацию контуров отверстий дугами
эллипсов и берегами прямолинейных разрезов, конформные отображения, представления го-
ломорфных функций рядами Лорана и по полиномам Фабера и удовлетворение граничным
условиям на контурах обобщенным методом наименьших квадратов. Описаны результаты чис-
ленных исследований для пластинки с треугольным или квадратным отверстием. Изучено
влияние на значения и распределение основных характеристик электромагнитоупругого состо-
яния пьезосвойств материала пластинки, геометрических характеристик отверстий. Показано,
при каких острых углах заключающие их стороны многоугольников можно интерпретировать
берегами трещин.
Ключевые слова: пьезопластинка, криволинейные отверстия, комплексные потенциалы,
обобщенный метод наименьших квадратов.

Введение. Пластинки из пьезоматериалов находят широкое применение в
качестве элементов различных конструкций [1–6]. Зачастую эти элементы име-
ют технологические или эксплуатационные отверстия или трещины, вблизи ко-
торых при действии различных механических сил и электромагнитных полей
могут возникать высокие концентрации напряжений, что может приводить к
разрушению этих элементов и что нужно учитывать при проектировании и
эксплуатации конструкций. Поэтому необходимы достаточно надежные методы
определения электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) многосвязных пьезо-
пластин. Как показывают исследования, такими оказываются методы, исполь-
зующие обобщенные комплексные потенциалы плоской задачи электромагнито-
упругости [7]. При этом в случае канонических односвязных областей (конечной
эллиптической пластинки или бесконечной пластинки с эллиптическим отвер-
стием) удается получить точные аналитические решения ряда задач с исполь-
зованием метода рядов, а для многосвязных областей задачи решаются прибли-
женными методами, причем наиболее сложными являются решения задач для
пластинки с криволинейными отверстиями. И здесь достаточно надежные ре-
зультаты можно получать, аппроксимируя криволинейные контуры совокупно-
стями дуг эллипсов и берегов прямолинейных разрезов и применяя для удовле-
творения граничным условиям либо дискретный метод наименьших квадратов
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[7], либо обобщенный метод наименьших квадратов (ОМНК) [8]. Результаты же,
получаемые при решении аналогичных задач даже классической теории упруго-
сти (без учета пьезосвойств материалов) другими методами [9, 10], как показано
в работе [11], значительно отличаются от истинных значений.

В данной статье с использованием обобщенных комплексных потенциалов и
ОМНК решена задача электромагнитоупругости для пластины с криволинейны-
ми отверстиями. Описаны результаты численных исследований для пластинки
с треугольным или квадратным отверстием.

1. Постановка и метод решения задачи. Рассмотрим занимающую мно-
госвязную область S электромагнитоупругую пластинку с отверстиями произ-
вольной конфигурации. Для упрощения записей некоторых из приводимых ни-
же соотношений будем считать, что на контурах отверстий главные векторы
механических воздействий и суммарные потоки электрической и магнитной ин-
дукций равны нулю на каждом из них, во внутренних точках пластинки от-
сутствуют сосредоточенные воздействия. При решении задачи криволинейные

Рис. 1.

контуры пластинки будем аппроксимировать
дугами эллипсов и берегами прямолинейных
разрезов, которые будем рассматривать так-
же эллипсами, одна из полуосей которых рав-
на нулю. При таком подходе исходная зада-
ча сводится к решению задачи электромагни-
тоупругости для пластинки с конечным чис-
лом эллиптических отверстий. В связи с этим
рассмотрим отнесенную к прямоугольной де-
картовой системе координат электромагнито-
упругую пластинку, занимающую многосвяз-
ную область S (рис. 1), ограниченную внеш-
ним контуром L0 и контурами эллиптических отверстий Ll

(
l = 1, L) с полуося-

ми al, bl, причем в локальных системах координат Olxlyl с началами в центрах
эллипсов Ll и направлениями осей вдоль осей эллипсов их параметрические
уравнения будут такими:

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

а в основной системе координат Oxy имеют вид

x = x0l + xl cos ϕl − yl sin ϕl,

y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl,
(2)

где θ − угловая переменная параметрического задания эллипса, изменяющаяся
от 0 до 2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы координат Olxlyl
в основной системе координат Oxy; ϕl − угол между направлениями осей Ox
и Olxl, отсчитываемый от Ox против часовой стрелки. В случае удаленного от
отверстий контура L0 рассматривается бесконечная многосвязная область. В
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последнем случае будем считать, что на бесконечности заданы напряжения σ∞x ,
σ∞y , τ∞xy ; компоненты векторов напряженностей электромагнитного поля E∞

x ,
E∞

y , H∞
x , H∞

y (или индукций D∞
x , D∞

y , B∞
x , B∞

y ); угол поворота всей пластинки
как целой ω∞

3 = 0.
Если для определения ЭМУС пластинки использовать комплексные потен-

циалы электромагнитоупругости, то решение рассматриваемой задачи сводит-
ся к нахождению из граничных условий на контурах области функций Φk(zk)
(k = 1, 4) обобщенных комплексных переменных [7]

zk = x+ μky, (3)

где μk – корни характеристического уравнения 8-го порядка∣∣∣∣∣∣
l4s(μ) l3g(μ) l3p(μ)
l3g(μ) l2β(μ) l2ν(μ)
l3p(μ) l2ν(μ) l2χ(μ)

∣∣∣∣∣∣ = 0; (4)

lij(μ) – полиномы вида

l4s (μ) = s11μ
4 − 2s16μ

3 + (2s12 + s66)μ
2 − 2s26μ+ s22,

l3g (μ) = g11μ
3 − (g21 + g16)μ

2 + (g12 + g26)μ− g22,

l3p (μ) = p11μ
3 − (p21 + p16)μ

2 + (p12 + p26)μ− p22,

l2β (μ) = −β11μ2 + 2β12μ− β22,

l2ν (μ) = −ν11μ2 + 2ν12μ− ν22,

l2χ (μ) = −χ11μ
2 + 2χ12μ− χ22;

(5)

sij – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных ин-
дукциях электрического и магнитного полей; gij и pij – пьезоэлектрические
и пьезомагнитные коэффициенты деформаций и напряженностей, измеренные
при постоянных напряжениях и индукциях; βij , νij , χij – коэффициенты ди-
электрической, магнитной и электромагнитной восприимчивостей, измеренные
при постоянных напряжениях. При этом граничные условия (механические и
электромагнитные) для определения комплексных потенциалов имеют вид

2Re
4∑

k=1

gikΦk (tk) = fi(t)
(
i = 1, 4

)
, (6)

где в случае механических граничных условий (при i=1, 2)

(g1k, g2k) = (1, −μk) ,
(f1(t), f2(t)) = ∓

∫ s

0
(Yn, Xn) ds+ (c1, c2) ,

(7)

если на границе заданы усилия, и
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(g1k, g2k) = (pk, qk) ,

(f1(t), f2(t)) = (u∗ + ω3y − u0, u
∗ − ω3x− v0) ,

(8)

когда на границе заданы перемещения u∗, u∗; в случае электромагнитных гра-
ничных условий (при i=3, 4)

(g3k, g4k) = (−νk, −ρk) ,
(f3(t), f4(t)) = ∓

∫ s

0
(Dn, Bn) ds + (c3, c4) ,

(9)

если на границе заданы индукции поля,

(g3k, g4k) = (rk, hk) ,

(f3(t), f4(t)) = (ϕ∗(t)− ϕ0 + c3, ψ
∗(t)− ψ0 + c4) ,

(10)

когда на границе заданы потенциалы поля ϕ∗(t), ψ∗(t);

pk = s11μ
2
k − s16μk + s12 + (g11μk − g21) νk + (p11μk − p21) ρk,

qk = s12μk − s26 +
s22
μk

+

(
g12 − g22

μk

)
νk +

(
p12 − p22

μk

)
ρk,

rk = g11μ
2
k − g16μk + g12 − (β11μk − β12) νk − (ν11μk − ν12) ρk,

hk = p11μ
2
k − p16μk + p12 − (ν11μk − ν12) νk − (χ11μk − χ12) ρk;

νk =
Δ1k

Δ0k
, ρk =

Δ2k

Δ0k
, Δ0k =

∣∣∣∣ l2β (μk) l2 ν (μk)
l2 ν (μk) l2χ (μk)

∣∣∣∣ ,
Δ1k =

∣∣∣∣ −l3 g (μk) l2 ν (μk)
−l3 p (μk) l2χ (μk)

∣∣∣∣ , Δ2k =

∣∣∣∣ l2β (μk) −l3 g (μk)
l2 ν (μk) −l3 p (μk)

∣∣∣∣ ;

(11)

ci – постоянные, произвольные на одном из контуров; u0, v0 – жесткие перемеще-
ния; ϕ0, ψ0 – постоянные потенциалы; ω3 – угол поворота пластинки как целой.
Верхние знаки перед интегралами выбираются для внешнего контура области
L0, нижние знаки – для контуров отверстий.

Комплексные потенциалы Φk (zk) определены в многосвязных областях Sk,
ограниченных контурами Lkl, соответствующими контурам Ll области S при
аффинных преобразованиях (3), и в рассматриваемом случае отсутствия сосре-
доточенных воздействий и равенства на каждом контуре нулю главных векторов
внешних механических и индукционных воздействий и задании на бесконечно-
сти векторов напряженностей электромагнитного поля имеют вид [7]

Φk (zk) = gΓkzk +
L∑
l=g

Φkl (zk) , (12)
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где g = 0 в случае конечной области S; g = 1, если область S бесконечна; Γk –
постоянные, которые находятся из решения системы уравнений

2Re

4∑
k=1

(
1, μk, μ

2
k, qk − μkpk, rk, μkrk, hk, μkhk

)
Γk =

=
(
σ∞y , −τ∞xy , σ∞x , 2ω∞

3 , −E∞
x , −E∞

y , −H∞
x , −H∞

y

)
;

(13)

Φk0 (zk) – функции, голоморфные внутри контуров Lk0 областей Sk; Φkl (zk)(
l = 1, L) – функции, голоморфные вне контуров Lkl областей Sk. Для нахож-
дения этих функций используем конформные отображения.

Отобразим конформно внешность единичной окружности |ζkl| ≥ 1 на внеш-
ности контура Lkl по формулам [12]

zk = z0kl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
, (14)

в которых

z0kl = x0l + μky0l,

Rkl =
al (cosϕl + μk sinϕl) + ibl (sinϕl − μk cosϕl)

2
,

mkl =
al (cosϕl + μk sinϕl)− ibl (sinϕl − μk cosϕl)

2Rkl
.

(15)

Тогда функции Φk0 (zk), голоморфные внутри контуров Lk0, могут быть
представлены рядами по полиномам Фабера или после преобразований – сте-
пенными рядами, а функции Φkl (zk)

(
l = 1, L), голоморфные вне контуров Lkl

и исчезающие на бесконечности, в областях переменных ζkl будут голоморфны-
ми вне окружностей |ζkl| ≥ 1 и могут быть представлены рядами Лорана по
отрицательным степеням ζkl, т. е.

Φk0 (zk) =

∞∑
n=0

ak0nz
n
k ,Φkl (zk) =

∞∑
n=1

akln
ζnkl

.

Окончательно для комплексных потенциалов (12) имеем

Φk (zk) = gΓkzk + (1− g)ak00 +

L∑
l=g

∞∑
n=1

ϕklnakln, (16)

где
ϕk0n = znk , ϕkln =

1

ζnkl

(
l = 1, L) ;

akln– произвольные постоянные, которые будем определять из граничных усло-
вий на контурах отверстий.
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Заметим, что конформные отображения (14) можно построить и по коор-
динатам концов осей эллипсов Ll (xAl

, yAl
), (xBl

, yBl
), (xCl

, yCl
), (xDl

, yDl
). В

этом случае в формулах (15) нужно принять

al =
1

2

√
(xAl

− xCl
)2 + (yAl

− yCl
)2,

bl =
1

2

√
(xBl

− xDl
)2 + (yBl

− yDl
)2,

x0l =
xAl

+ xCl

2
, y0l =

yAl
+ yCl

2
, ϕl = arctg

(
yAl

− yCl

xAl
− xCl

)
.

(17)

Если контур отверстия имеет участки с угловыми точками, то при реше-
нии задач возникает необходимость аппроксимации сторон угла в окрестности

Рис. 2. Аппроксимация сторон угла много-
угольника вблизи вершины дугой вписан-

ной окружности

его вершины Al (xAl
, yAl

) дугой окруж-
ности L′

l, вписанной в этот угол, с цен-
тром на биссектрисе угла (рис. 2). Ес-
ли обозначить углы между положитель-
ным направлением оси Ox и сторонами
угла Al через ϕl и ϕl+1, то угол Al бу-
дет равен ϕl+1 − ϕl. Поэтому угол на-
клона указанной биссектрисы к оси Ox
ϕ′
l = (ϕl + ϕl+1) /2. Выбрав на сторо-
нах угла отрезки AlBl и AlCl одинаковой
длины δl от вершины, для радиуса впи-
санной окружности и координат ее цен-
тра будем иметь

a′l = δl tg ((ϕl+1 − ϕl) /2) ,
∣∣O′

lAl

∣∣ = √
δ2l + a2l ,

x′0l = xAl
− ∣∣O′

lAl

∣∣ sin ((ϕl + ϕl+1) /2) ,

y′0l = yAl
− ∣∣O′

lAl

∣∣ cos ((ϕl + ϕl+1) /2) .

Зная координаты x′0l , y
′
0l
центра O′

l вписанной окружности L′
l, ее радиус a

′
l и

угол ϕ′
l между осью Ox и биссектрисой угла Al, и принимая, что b′l = a′l, по

формулам (14) найдем функцию, отображающую внешность единичного круга
на внешность окружности L′

l, вписанной в угол Al.
Для определения неизвестных постоянных akln используем граничные усло-

вия на контурах пластинки. В случае многосвязной области этим условиям удоб-
нее удовлетворять в дифференциальной форме, получаемой из условий (16) их
дифференцированием по дуге контура. Последние условия не содержать имею-
щихся в обычных граничных условиях аддитивных постоянных и имеют вид

2Re
4∑

k=1

gikp δkpsΦ
′
k (tk) =

dfip(t)

ds
, (18)
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в котором

Φ′
k (zk) = gΓk +

L∑
l=g

∞∑
n=1

aklnϕ
′
kln (zk) ;

δkps =
dtk
ds

=
x′ + μky

′√
x′2 + y′2

,

ϕ′
k0 n (zk) = nzn−1

k , ϕ′
k l n (zk) = − n

ζn−1
k l Rk l

(
ζ2k l −mk l

)
(
l = 1, L) ;

(19)

x′, y′ – производные по переменной θ параметрического уравнения эллипсов (1).
Граничным условиям (18) будем удовлетворять обобщенным методом наи-

меньших квадратов [8, 13, 14]. Для этого выберем на каждом из контуров Lp

(p = 0, L) систему точек Mpm (xpm, ypm), в которых удовлетворим заданным
граничным условиям. Подставив функции (19) в граничные условия (18), полу-
чим переопределенную систему линейных алгебраических уравнений

2Re

4∑
k=1

L∑
l=g

∞∑
n=1

gikpδkpsϕ
′
kln (tkpm) akln = −2Re

4∑
k=1

gikpδkpsΓk+

+
dfip(tpm)

ds

(
i = 1, 4, p = g, L, m = 1, Mp

)
.

(20)

После нахождения псевдорешения системы (20) методом сингулярного раз-
ложения [15, 16] постоянные akln , а, следовательно, и комплексные потенциалы
(16), будут известны и можно найти основные характеристики ЭМУС (напряже-
ния, индукции, напряженности, перемещения и потенциалы электромагнитного
поля) по формулам [7]

(σx, σy, τxy) = 2Re
4∑

k=1

(
μ2k, 1, −μk

)
Φ′
k (zk) ; (21)

(Dx, Dy, Ex, Ey) = 2Re
4∑

k=1

(νkμk, −νk, rk, μkrk)Φ′
k (zk) ; (22)

(Bx, By, Hx, Hy) = 2Re

4∑
k=1

(ρkμk, −ρk, hk, μkhk) Φ′
k (zk) ; (23)

(u, v, ϕ, ψ) = 2Re
4∑

k=1

(pk, qk, rk, hk) Φk (zk)+

+ (−ω3y + u0, ω3x+ v0, ϕ0, ψ0) .

(24)
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При этом, если некоторый эллипс Ll переходит в прямолинейный разрез (трещи-
ну или жесткое линейное включение), то в его концах производные комплексных
потенциалов (19), а следовательно, и напряжения, индукции и напряженности
будут иметь сингулярность, и можно определить и коэффициенты интенсивно-
сти напряжений, индукций и напряженностей (КИНИН), используя известные
формулы [17].

В случае бесконечной пластинки с одним эллиптическим отверстием или
трещиной L1 можно найти и точное решение задачи. В этом случае выражения
для комплексных потенциалов (16) принимают вид

Φk(zk) = Γkzk +
∞∑
n=1

ak1n
ζnk1

, (25)

в котором Γk – постоянные, определяемые из системы уравнений (13); ζk1 – пере-
менные, определяемые из конформных отображений (14) при l = 1. Учитывая,
что на контуре отверстия ζk1 = eiθ = σ и удовлетворяя граничным условиям на
контуре отверстия методом рядов, находим, что ak1n = 0 при n ≥ 2, а постоян-
ные ak11 определяются из системы 4 линейных алгебраических уравнений

4∑
k=1

(1, −μk,−νk, −ρk) ak11 = −
4∑

k=1

[(1, −μk,−νk, −ρk)Rk1mk1Γk+

+ (1, −μk,−νk, −ρk)Rk1Γk

]
,

(26)

т. е. комплексные потенциалы и их производные имеют вид

Φk(zk) = Γkzk +
ak11
ζk1

,

Φ′
k(zk) = Γk − ak11

Rk1

(
ζ2k1 −mk1

) . (27)

Если эллипс переходит в прямолинейный разрез-трещину при b1 = 0, то

2Rk1 = a1 (cosϕl + μk sinϕl) , mk1 = 1,

Φ′
k(zk) = Γk − ak11

R1

(
ζ2k1 − 1

) ,
откуда следует, что в концах разреза, где ζk1 = ±1, функции Φ′

k(zk), а сле-
довательно, и все основные характеристики ЭМУС имеют особенность, и для
концов трещины можно вычислить КИНИН. В частности, для коэффициентов
интенсивности напряжений (КИН) получаем

k±1 = ∓ 2Re
2∑

k=1

ak11
2R1

, k±2 = 0, (28)

где знаки + и − относятся к правому и левому концам трещины.
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Как частные случаи из приведенного выше решения следуют решения задач
электроупругости, магнитоупругости и теории упругости анизотропного тела.
Эти решения следуют из приведенного, если в нем соответствующие постоянные
в основных уравнениях полагать равными нулю. Эти решения можно получать
и решением общей задачи электромагнитоупругости для модельного материа-
ла с постоянными g′ij , β

′
ij , p

′
ij, χ

′
ij , ν

′
ij, связанными с постоянными истинного

материала соотношениями

g′ij = λggij , β′ij = βij/λg, p′ij = λppij ,

χ′
ij = χij/λp, ν ′ij = λgpνij ,

где λg, λp, λgp – параметры, характеризующие отклонение электромагнитных
постоянных модельного материала от истинных постоянных. Тогда случай λg =
= λp = λgp = 1 соответствует задаче электромагнитоупругости (ЭМУ); λg = 1,
λp = λgp = 0 – задаче электроупругости (ЭУ); λp = 1, λg = λgp = 0 – задаче
магнитоупругости (МУ); λg = λp = λgp = 0 – задаче теории упругости (ТУ).
Таким подходом можно пользоваться и при проведении численных расчетов по
программе, реализующей общее решение задачи электромагнитоупругости. Но
в программе реализации общего решения любой из указанных параметров не
может принимать нулевое значение. В то же время, как показывают расчеты,
значения основных характеристик для указанных задач практически не отли-
чаются от получаемых по общей программе, если вместо нулевой величины па-
раметра придавать ему значение не более 10−3. Из этого следует, что нужно
принять:

- для задачи ЭМУ λg = λp = λgp = 1;
- для задачи ЭУ λg = 1, λp = λgp ≤ 10−3;
- для задачи МУ λp = 1, λg = λgp ≤ 10−3;
- для задачи ТУ λp = λg = λgp ≤ 10−3.
Также заметим, что по общей программе можно получать результаты и для

случая изотропной пластинки. В последнем случае один из коэффициентов де-
формации sij нужно брать несколько отличным от реального, например s11 и s22
брать отличающимися друг от друга в третьей значащей цифре. В этом случае
корни характеристического уравнения (4) будут близки к мнимой единице i, но
несколько (в третьей значащей цифре) отличаться друг от друга (слабая анизо-
тропия) и общая программа позволит получать значения основных характери-
стик, практически совпадающие с данными, получаемыми при решении задачи
теории упругости изотропного тела с использованием комплексных потенциалов
Колосова-Мусхелишвили [18].

И, наконец, по общей программе можно получать результаты и для ре-
шения задачи электромагнитостатики, когда пластинка абсолютно мягкая. В
этом случае нужно рассматривать модельный упругий материал с постоянны-
ми s′ij = λssij и для задачи элетромагнитостатики брать λs ≤ 10−3.

28



Электромагнитоупругое состояние пластинки с криволинейными отверстиями

2. Решение некоторых частных задач. Приведенный подход был исполь-
зован для решения задач об ЭМУС пластин с отверстиями различной конфигу-
рации при действии различных механических сил и электромагнитных полей.
Исследования проводились для пластин из следующих материалов: композит на
основе титаната бария-феррита (II) кобальта BaTiO3−CoFe2O4 (материал М1)
[19]; композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные кото-
рого соответствуют селениду кадмия CdSe, а пьезомагнитные и магнитные –
BaTiO3 [20] (М2); композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические по-
стоянные которого соответствуют PZT − 4, а пьезомагнитные и магнитные –
CoFe2O4 [20] (М3). Постоянные для этих материалов приведены в таблице 1.

Таблица 1. Постоянные материалов
Величина Материалы

М1 М2 М3
s11/s0 = s33/s0 7,165 22,260 10,745

s22/s0 6,797 14,984 7,398
s44/s0 = s66/s0 19,912 47,481 7,637

s55/s0 19,802 69,204 32,680
s12/s0 = s23/s0 -2,337 -6,437 -2,542

s13/s0 -2,736 -11,942 -5,595
g16/g0 = g34/g0 2,028 109,22 2,054
g21/g0 = g23/g0 -0,496 -4,333 -1,159

g22/g0 1,157 8,016 2,458
p16/p0 = p34/p0 1,850 268,318 98,843
p11/p0 = p23/p0 0,576 17,778 12,102

p22/p0 1,186 31,206 22,268
β11/β0 = β33/β0 0,156 19,612 0,106

β22/β0 0,137 10,612 0,090
ν11/ν0 = ν33/ν0 -0,190 213,404 -14,931

ν22/ν0 -0,185 -5,534 -3,740
χ11/χ0 = χ33/χ0 0,336 0,590 0,805

χ22/χ0 0,119 0,575 0,704

В которой
s0 = 10−6МПа−1, g0 = 10−2МКл−1м2,

p0 = 10−5МТл−1, β0 = 103МН · м2 ·МКл−2,

ν0 = 10−1МКл · м ·МА−1, χ0 = 10−1МПа ·МТл−2.

При проведении исследований количество членов в рядах (19) для каждого от-
верстия Lp и «коллокационных точек» Mp на каждом из контуров Lp, для ко-
торых составлялись уравнения (20), увеличивалось до тех пор, пока граничные
условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точ-
ности (пока значения напряжений и индукций на площадках, касательных к
контурам, не были менее 10−3). В описываемых ниже случаях для такого удовле-
творения граничным условиям необходимо было в указанных рядах оставлять
от 20 до 50 членов, и на каждом из контуров брать от 100 до 300 «коллокаци-
онных точек». Ниже описаны некоторые из полученных результатов пластинки
с треугольным или квадратным отверстием.
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При проведении исследований для пластинки с треугольным отверстием по-
следнее представлялось равнобедренным треугольником ABC (рис. 3) с боковы-
ми сторонами AB и AC, углом между ними α и основанием BC. Считалось, что

Рис. 3.

длины боковых сторон треугольника равны 2a1
(AB = AC = 2a1). Тогда длина основания BC =
4a1 sin (α/2), а его высота h = OA = 2a1 cos (α/2).
Так, что в прямоугольной системе координат Oxy
с началом в центре основания и осью Ox вдоль
высоты треугольника OA вершины треугольни-
ка находятся в точках A ( h, 0), B (0, h tg(α/2)),
C (0, −h tg(α/2)). При этом стороны треугольника
AB, BC и CA представлялись внешними берега-
ми эллиптических разрезов L1, L2 и L3 со следу-
ющими полуосями, координатами центров локаль-

ных систем координат и углами между осью Oxосновной системы координат и
осями Olxl локальных систем координат:

L1 : a1, b1 = 10−4a1, x01 = h/2, y01 = a1/2, ϕ 1 = −α/2;

L2 : a2, b2 = 10−4a2, x02 = y02 = 0, ϕ2 = π/2;

L3 : a1, b1 = 10−4a1, x03 = h/2, y03 = −a1/2, ϕ1 = π + α/2.

Для внешнего берега каждого разреза считалось, что параметр θ параметриче-
ского задания эллипса (1) изменяется от 0 до π.

Для растяжения пластинки с треугольным отверстием усилиями σ∞y = p
(при σ∞x = τ∞xy = E∞

x = E∞
y = H∞

x = H∞
y = ω∞

3 = 0) в таблице 2 с точно-
стью до множителя p приведены значения напряжений σy в некоторых точках
отрезка на продолжении высоты треугольника OA в зависимости от значения
угла α при вершине треугольника с абсциссой xA. Данные для α = 0 относят-
ся к пластинке с прямолинейной трещиной длины 2a1 вдоль оси Ox. Значения
напряжений приведены для задач ЭМУ (с учетом всех электромагнитоупругих
свойств пластинки) и ТУ (когда учитывались только механические свойства без
электромагнитных, т. е. не учитывался пьезоэффект). Для некоторых значений
угла α в пластинке из M1 на рисунке 4 изображены графики распределения
вдоль стороны AB нормальных напряжений σs на площадках, перпендикуляр-
ных этой стороне.

Из данных таблицы 2 и рисунка 4 видно, что при уменьшении угла α при
вершине A треугольника значения напряжений вблизи этой вершины растут,
претерпевая незначительные изменения вблизи других частей контура отвер-
стия, включая боковые стороны треугольника, кроме небольшой зоны вблизи
вершины угла треугольника. При малых углах α (α < π/18) значения напря-
жений близи вершины треугольника получаются такими же, как в пластинке
с одной прямолинейной трещиной. Но при этом даже для весьма малых углов
α значения напряжений вблизи конца B стороны AB значительно отличаются
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Таблица 2. Значения напряжений σy/p
в точках отрезка на продолжении высоты треугольника OA в зависимости от угла α

Мате-
риал

α, рад.
(x− xA)/a1

0,0001 0,001 0,01 0,1 0,2 1 2 0,0001 0,01 0,1
ЭМУ ТУ

М1 175π/180 1,19 1,15 1,10 1,05 1,04 1,01 1,00 1,18 1,11 1,05
5π/6 2,38 2,06 1,87 1,71 1,51 1,11 1,02 2,03 1,14 1,65
2π/3 16,42 12,88 5,41 2,25 1,74 1,10 1,03 16,02 5,40 2,24
π/2 24,57 18,96 6,94 2,46 1,83 1,13 1,04 24,29 6,93 2,43
π/3 28,03 21,57 7,36 2,47 1,85 1,16 1,06 27,17 7,21 2,44
π/6 31,63 22,46 7,14 2,34 1,75 1,13 1,05 28,03 7,26 2,46
π/18 32,41 22,96 7,31 2,45 1,84 1,16 1,06 31,12 7,29 2,47
π/36 42,75 26,40 7,31 2,42 1,82 1,16 1,06 42,50 7,31 2,51
π/180 64,59 34,05 7,50 2,42 1,81 1,15 1,06 63,10 7,34 2,56
0 64,80 34,20 7,37 2,31 1,79 1,15 1,06 63,90 7,35 2,55

М2 175π/180 1,25 1,20 1,13 1,06 1,04 1,00 1,00 1,19 1,11 1,05
5π/6 5,12 4,19 2,99 1,91 1,54 1,03 1,01 4,78 2,55 1,77
2π/3 21,78 16,74 6,05 2,03 1,51 1,05 1,02 17,77 5,63 2,24
π/2 25,72 19,57 6,36 1,94 1,45 1,06 1,03 25,18 6,28 2,42
π/3 27,30 19,34 5,97 1,80 1,36 1,06 1,03 26,36 7,35 2,46
π/6 34,46 23,22 7,06 2,37 1,79 1,15 1,05 29,28 7,39 2,45
π/18 40,99 26,29 7,59 2,52 1,88 1,17 1,07 38,24 7,54 2,81
π/36 54,89 30,99 7,62 2,48 1,86 1,16 1,06 47,38 7,55 2,82
π/180 81,06 39,87 7,69 2,42 1,82 1,15 1,06 81,51 7,56 2,80
0 81,91 39,97 7,12 2,40 1,81 1,15 1.06 81,71 7,12 2,35

М3 175π/180 1,12 1,10 1,09 1,05 1,03 1,01 1,00 1,15 1,09 1,05
π/2 21,83 17,98 6,95 2,44 1,83 1,13 1,04 26,18 7,26 2,49
π/18 30,16 22,08 7,24 2,44 1,83 1,16 1,06 37,05 7,30 2,43
π/180 70,30 22,22 7,12 2,41 1,81 1,15 1,06 70,11 22,08 7,21
0 70,72 22,38 7,12 2,40 1,81 1,15 1,06 70,52 22,28 7,12

Рис. 4.
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от их значений для случая трещины. Это связано с тем, что при стремлении
основания BC треугольника к нулю все равно не получается фигура, соответ-
ствующая трещине, и углы при основании стремится не к нулю, а к π/2. Это
подтверждает и тот факт, что трещину нельзя представлять прямоугольником
даже при весьма малой ширине последнего. Как показывают исследования, при
действии на пластинку магнитного поля около отверстия за счет пьезоэффекта
возникают значительные напряжения.

В случае пластинки с квадратным отверстием последнее представлялось

Рис. 5. Пластинка с
квадратным отверстием

квадратом ABCD (рис. 5) с центром в начале координат
и сторонами длины 2a1 каждая: AB = BC = CD = DA =
2a1. В этом случае вершины квадрата находятся в точках
A ( a1, a1), B (−a1, a1), C (−a1, −a1), D (a1, −a1). Сто-
роны квадрата DA, AB, BC, CD рассматривались внеш-
ними берегами эллиптических разрезов L1, L2, L3, L4 со
следующими полуосями, координатами центров локаль-
ных систем координат и углами между осью Ox основ-
ной системы координат и осями Olxl локальных систем

координат:

L1 : a1, b1 = 10−4a1, x01 = a1, y01 = 0, ϕ1 = −π/2;

L2 : a2 = a1, b2 = 10−4a2, x02 = 0, y02 = a1, ϕ2 = 0;

L3 : a3 = a1, b3 = 10−4a3, x03 = −a1, y03 = 0, ϕ3 = π/2;

L4 : a4 = a1, b4 = 10−4a4, x04 = 0, y04 = −a1, ϕ4 = π.

Для внешнего берега каждого разреза считалось, что угловая переменная θ в
параметрическом задании эллипса изменяется от 0 до π.

Для случая растяжения пластинки из слабо анизотропного материала М1 с
квадратным отверстием усилиями p вдоль оси Ox (при σ∞x = p, σ∞y = τ∞xy =
E∞

x = E∞
y = H∞

x = H∞
y = w∞

3 = 0) на рис. 6 изображены графики распреде-
ления нормальных напряжений σs вблизи сторон квадрата (σy вблизи DA и σx
вблизи AB), причем сплошные линии относятся к задаче ЭМУ, штриховые к
задаче ТУ. Видно, что при приближении к вершинам квадрата значения напря-
жений σs стремятся к бесконечности; при подходе к середине горизонтальной
стороны они стремятся к 2; при подходе к середине вертикальной стороны к
−1; при подходе к вершине вдоль вертикальной стороны напряжения растут
быстрее, чем при подходе по горизонтальной стороне. Для заданного загруже-
ния пластинки и ориентации квадратного отверстия влияние электромагнитных
свойств на значения напряжений невелико.

На рисунке 7 для всестороннего растяжения пластинки из материала М1 с
квадратным отверстием усилиями σ∞x = σ∞y = p изображены графики распре-
деления напряжений σs вблизи сторон квадрата. Видно, что, как и в случае
одностороннего растяжения, при приближении к вершинам квадрата значения
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напряжений σs стремятся к бесконечности, причем рост напряжений при под-
ходе к вершинам почти одинаковый (в силу слабой анизотропии материала).

Рис. 6. Рис. 7.

Выводы. Таким образом, с использованием комплексных потенциалов в ста-
тье решена задача электромагнитоупругости для многосвязной пьезопластинки
с произвольными количеством и взаиморасположением отверстий. Описаны ре-
зультаты численных исследований для пластинки из различных материалов с
треугольным или квадратным отверстием. Изучено влияние геометрических ха-
рактеристик отверстий и свойств материалов на значения возникающих в них
напряжений.
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A solution is given to the problem of electromagnetoelasticity for a piezoelectric plate with curvilinear
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of straight cuts, conformal mappings, representations of holomorphic functions by Laurent series
and by Faber polynomials and satisfying the boundary conditions by the boundary method least
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Keywords: piezoplate, curved holes, complex potentials, generalized least squares method.

ГОУ ВПО “Донецкий национальный университет”, Донецк

Donetsk National University, Donetsk

kaloerov@mail.ru
max_polyny@mail.ru

Получено 17.11.2021

34



ISSN 0136-4545 Журнал теоретической и прикладной механики. №4 (77) / 2021.

УДК 539.3:534.1

c©2021. В.Е. Болнокин, А.В. Глущенко, Л.В. Дубяго, В.И. Сторожев

ИЗГИБНЫЕ ВОЛНЫ В ОКРУЖНОМ НАПРАВЛЕНИИ
КОЛЬЦЕВОЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ
С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ КРАЯМИ

Исследуется проблема получения и анализа дисперсионного уравнения для бегущих гармо-
нических упругих волн изгибного деформирования, распространяющихся вдоль окружного
углового направления в тонкой трансверсально-изотропной концентрической кольцевой пла-
стине при условиях жесткого закрепления внутренней и внешней боковых цилиндрических
контурных поверхностей. Динамическое деформирование пластины описывается уточненной
теорией С.А. Амбарцумяна. В получаемом в аналитической форме дисперсионном соотноше-
нии, представляющем собой равенство нулю функционального определителя шестого порядка,
искомый действительный либо мнимый параметр волнового числа содержится в индексных
выражениях разнотипных цилиндрических функций, и исследуемое уравнение решается чис-
ленным методом. Представлены результаты расчета низших действительных и мнимых ветвей
анализируемого дисперсионного спектра и формы изгибных перемещений для отдельных волн
из рассчитанных мод бегущих волн применительно к кольцевой пластине из бериллия.
Ключевые слова: тонкие трансверсально-изотропные пластины, концентрическая кольце-
вая форма, закрепленные боковые поверхности, уточненная модель С.А. Амбарцумяна, изгиб-
ные упругие волны, окружное направление распространения, трансцендентное дисперсионное
уравнение, численное исследование, пластина их бериллия, ветви волнового спектра, формы
бегущих волн.

Введение и цели исследования. Теоретические исследования закономер-
ностей распространения волн деформаций вдоль криволинейных траекторий в
упругих телах и элементах конструкций сохраняют свою актуальность как класс
важных в теоретическом и прикладном аспектах и при этом достаточно малоис-
следованных задач механики деформируемого твердого тела [1–4]. Их результа-
ты имеют достаточно обширный круг практических применений в предпроект-
ном моделировании компонентов и устройств ультразвуковой дефектоскопии и
акустоэлектроники, машин и строительных сооружений [5, 6].

К числу задач данного типа, как отмечено в работах [7, 8], относятся исследо-
вания спектров и свойств продольно-сдвиговых и изгибных волн вдоль окруж-
ного (углового) направления в конструкциях в виде однородных и составных
кусочно-однородных тонких пластин концентрической кольцевой формы. В ис-
следованиях задач данного типа подлежат последовательному учету различные
факторы постановки проблемы, такие как виды задаваемых граничных условий
на краях и границах контакта составных элементов кусочно-однородных пла-
стин, их физико-механические свойства, в частности поперечная либо радиаль-
ная непрерывная неоднородность и анизотропия физико-механических свойств
конструкционных материалов, факторы контакта пластин с упругими основа-
ниями, а также типы моделей деформирования тонкостенных конструкций, ис-
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пользуемые для исследования.
В контексте проблемы получения данных о свойствах изгибных волн вдоль

окружного направления в тонких однородных пластинах концентрической коль-
цевой формы при учете свойств анизотропии на основе уточненных моделей
волнового изгибного деформирования тонких пластин, целью данной работы
является получение и анализ дисперсионного уравнения, описывающего спектр
бегущих и краевых стоячих волн чистого изгиба вдоль углового окружного
направления в тонкой трансверсально-изотропной концентрической кольцевой
пластине с жестко закрепленными внутренним и внешним краями на основе при-
менения одного из вариантов уточненной теории динамического изгиба тонких
анизотропных пластин, разработанного А.С. Амбарцумяном [9].

1. Постановка задачи и основные соотношения рассматриваемой
модели. Соотношения предложенной С.А. Амбарцумяном [9] уточненной мо-
дели поперечных гармонических колебаний трансверсально-изотропных тонких
пластин с перпендикулярной плоским граням осью изотропии, включая запи-
сываемые во веденной в срединной плоскости пластины полярной системе коор-
динат Orθ разрешающие уравнения и представления для характеристик дина-
мического изгибного напряженно-деформированного состояния, имеют вид

ΔΔw + (γh/gD)(1 − kΔ)(∂2w/∂t2) = 0,

ΔΦ− δ2Φ = 0;
(1)

Mr = −D[∂2w/∂r2 + ν(r−1(∂w/∂r) + r−2(∂2/∂θ2)]+

+(2D/δ2)(r−1(∂/∂r) + r−2(∂2/∂θ2))Δw + (2/δ2)(∂/∂r)(r−1(∂Φ/∂θ))−
−k(γh/g)[(2/δ2)(r−1(∂3w/∂r∂t2) + r−2(∂4w/∂θ2∂t2))− (∂2w/∂t2)];

(2)

Mθ = −D[ν(∂2w/∂r2) + r−1(∂w/∂r) + r−2(∂2/∂θ2]+

+(2D/δ2)(∂2/∂r2)Δw − (2/δ2)(∂/∂r)(r−1(∂Φ/∂θ))−
−k(γh/g)[(2/k2)(∂4w/∂θ2∂t2)− (∂2w/∂t2)];

(3)

H = −D(1− ν)[(∂/∂r)(r−1(∂w/∂θ)]−
−(2D/δ2)(∂/∂r)(r−1(∂/∂θ))Δw +Φ− (2/δ2)(∂2Φ/∂r2)(r−1(∂Φ/∂θ))+

+k(γh/g)[(2k/δ2)(∂/∂r)(r−1(∂3w/∂θ∂t2))];

(4)

Nr = −D(∂/∂r)Δw + r−1(∂Φ/∂θ) + k(γh/g)(∂3w/∂r∂t2); (5)

Nθ = −Dr−1(∂/∂θ)Δw − ∂Φ/∂r + k(γh/g)r−1(∂3w/∂θ∂t2), (6)
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где

Δ = r−1[(∂/∂r)(r(∂/∂r)) + (∂/∂θ)(r−1(∂/∂θ))],

D = Eh3/(12(1 − ν2)),

k = (2(G/G1)− ν1(E/E1))h
2/(10(1 − ν2)),

δ2 = −(10G1/(h
2G)).

(7)

В соотношениях (1) – (7) введены обозначения: h – параметр толщины пла-
стины; γ – удельный вес материала пластины; g – параметр ускорения свобод-
ного падения; E, G – модуль Юнга и модуль сдвига в плоскостях изотропии
материала пластины; E1, G1 – модуль Юнга и модуль сдвига в плоскостях,
перпендикулярных плоскостям изотропии материала пластины; ν – коэффи-
циент Пуассона, характеризующий укорочение по направлениям в плоскостях
изотропии материала пластины при растяжении в этих плоскостях; ν1 – коэффи-
циент Пуассона, характеризующий укорочение по направлениям в плоскостях
изотропии материала пластины при растяжении в плоскостях, перпендикуляр-
ных плоскостям изотропии. На внутреннем и внешнем граничных контурах (бо-
ковых цилиндрических граничных поверхностях) рассматриваемой пластины,
занимающей во введенных цилиндрических координатах координатах область
V = {R1 ≤ r ≤ R2, 0 < θ ≤ 2π, −h/2 ≤ z ≤ h/2}, задаются краевые условия
жесткого закрепления, заключающиеся для рассматриваемой модели в равен-
стве нулю поперечных перемещений на граничных цилиндрических поверхно-
стях, а также в равенстве нулю тангенциальных перемещений в точках окруж-
ностей r = Ri, z = ±z0 на боковых цилиндрических поверхностях пластины.
Данные условия, согласно [9], имеют вид

(w(r, θ, t))r=Rj = 0,

(−(∂/∂r)w(r, θ, t) + (2G1)
−1((h2/4) − (z20/3))τ(r, θ, t))r=Rj = 0,

(−r−1(∂/∂θ)w(r, θ, t) + (2G1)
−1((h2/4)− (z20/3))φ(r, θ, t))r=Rj = 0,

(8)

где

τ(r, θ, t) = (12/h3)[−D(∂/∂r)Δw + r−1(∂Φ/∂θ) + k(γh/g)(∂3w/∂r∂t2)],

φ(r, θ, t) = (12/h3)[−Dr−1(∂/∂θ)Δw − (∂Φ/∂r) + k(γh/g)r−1(∂3w/∂θ∂t2)].
(9)

2. Получение основного дисперсионного уравнения. На первом шаге
алгоритма получения дисперсионного уравнения для упругих волн исследуемого
типа с циклической частотой ω и волновым числом η вводятся представления

w(r, θ, t) = χ(r) · exp(−i(ωt− ηθ)),

Φ(r, θ, t) = ϕ(r) · exp(−i(ωt− ηθ)),
(10)

при подстановке которых в (1) соответствующие уравнения могут быть преоб-
разованы к виду
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Δχ1(r)− λ21χ1(r) = 0, Δχ2(r)− λ22χ2(r) = 0,

Δϕ(r)− δ2ϕ(r) = 0,
(11)

где

w = w1 + w2, wj(r, θ, t) = χj(r) · exp(−i(ωt− ηθ)),

λj = λj(ω) = [(kΩ2/2)− (−1)j((k2Ω4/4) + Ω2)1/2)]1/2 (j = 1, 2),

Ω2 = γhω2/(gD).

(12)

Решения уравнений (10) представляются в виде [10]

χj(r) = AjJη(λjr) +BjYη(λjr),

ϕ(r) = A3Jη(δ r) +B3Yη(δ r),
(13)

где Aj , Bj (j = 1, 3) – произвольные постоянные коэффициенты.
Соответственно, из краевых условий (8), с учетом полученных представле-

ний для w(r, θ, t), Φ(r, θ, t), следуют соотношения, представляющие собой систе-
му однородных алгебраических уравнений относительно постоянных коэффи-
циентов Aj , Bj (j = 1, 3)

A1Jη(λ1R1) +B1Yη(λ1R1) +A2Jη(λ2R1) +B2Yη(λ2R1) = 0,

A1Jη(λ1R2) +B1Yη(λ1R2) +A2Jη(λ2R2) +B2Yη(λ2R2) = 0,

[A1(λ1/2)(Jη−1(λ1R1)− Jη+1(λ1R1))+

+B1(λ1/2)(Yη−1(λ1R1)− Yη+1(λ1R1))] · (α1 − 1)+

+[A2(λ2/2)(Jη−1(λ2R1)− Jη+1(λ2R1))+

+B2(λ2/2)(Jη−1(λ2R1)− Jη+1(λ2R1))] · (α2 − 1)+

+(iηR−1
1 )[A3Jη(δ R1) +B3Yη(δ R1)] = 0,

[A1(λ1/2)(Jη−1(λ1R2)− Jη+1(λ1R2))+

+B1(λ1/2)(Yη−1(λ1R2)− Yη+1(λ1R2))] · (α1 − 1)+

+[A2(λ2/2)(Jη−1(λ2R2)− Jη+1(λ2R2))+

+B2(λ2/2)(Jη−1(λ2R2)− Jη+1(λ2R2))] · (α2 − 1)+

+(iηR−1
2 )[A3Jη(δ R2) +B3Yη(δ R2)] = 0,

(iηR−1
1 )([A1Jη(λ1R1) +B1Yη(λ1R1)] · (α1 + 1)+

+[A2Jη(λ2R1) +B2Yη(λ2R1)] · (α2 + 1))+

+[A3(δ/2)(Jη−1(δR1)− Jη+1(δR1))+

+B3(δ/2)(Yη−1(δR1)− Yη+1(δR1))] = 0,

(14)
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(iηR−1
2 )([A1Jη(λ1R2) +B1Yη(λ1R2)] · (α1 + 1)+

+[A2Jη(λ2R2) +B2Yη(λ2R2)] · (α2 + 1))+

+[A3(δ/2)(Jη−1(δR2)− Jη+1(δR2))+

+B3(δ/2)(Yη−1(δR2)− Yη+1(δR2))] = 0,

где
αj = (6(G1h

3)−1((h2/4) − (z20/3))[kω
2γh/g +Dλ2j ] (j = 1, 2). (15)

Равенство нулю функционального определителя алгебраической системы (14)
и является искомым дисперсионным уравнением, которое может быть записано
в форме

F (ω, η) = 0. (16)

При задаваемых значениях физико-механических и геометрических пара-
метров пластины и фиксируемых значениях частотного параметра ω из уравне-
ния (16) с применением численных методов определяются значения параметра
волнового числа η, как величины, входящей в представление F (ω, η) в качестве
алгебраических множителей и фигурирующей в выражениях для индексных по-
казателей специальных цилиндрических функций.

Заданием реализуемых исследований является также описание форм изгиб-
ных волновых перемещений в анализируемых волнах. Расчеты нормированных
форм реализуются с использованием представления w(r, θ, t) в форме (10), (12),
(13) для найденных значений волнового числа. При этом с точностью до посто-
янного множителя для пар (ω, η), удовлетворяющих уравнению (16) находится
нетривиальное решение алгебраической системы (14), в котором Aj , Bj (j = 1, 3)
соответственно представляются алгебраическими дополнениями к элементам
первой строки функциональной матрицы системы (14).

3. Результаты вычислительных экспериментов. Пример реализации
представленной методики получения и исследования дисперсионных соотноше-
ний, описывающих спектры рассматриваемых изгибных волн, дается для тонкой
кольцевой закрепленной по краям пластины из бериллия, физико-механические
постоянные которой имеют значения [11, 12]

c11 = 22.94∗, c12 = 2.76∗, c13 = 1.10∗, c33 = 34.22∗, c44 = 16.62∗,

c∗ = 1010[Па]; γ/g = 3.02 · 103[кг/м3];

геометрические параметры имеют величины

R1 = 0.1 · l∗, R2 = 0.4 · l∗, h = 0.01 · l∗, z0 = h/2, l∗ = 1[м]

Пересчет технических параметров упругости реализуется на основе последо-
вательного использования соотношений [9, 12]

s11 = (1/2)(c33/c+ (c11 − c12)
−1), s12 = (1/2)(c33/c− (c11 − c12)

−1),

s13 = −c13/c, s33 = (c11 + c12)/c,
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s44 = 1/c44, c = (c11 + c12)c33 − 2c213;

E = 1/s11, E1 = 1/s33, ν = −s12E, ν1 = −s13E1, G1 = 1/s44.

Результаты расчетов двух низших ветвей действительных и мнимых ветвей
дисперсионного спектра окружных изгибных волн для рассматриваемой пла-
стины реализованы в диапазоне циклических частот

ω ∈ [0.0, 8.0] · ω∗, ω∗ = 107/2[рад/с]

и значений волнового числа

η ∈ [0.0, 10.0] · η∗, η∗ = 1 · [рад/м]

На рисунке 1 представлен фрагмент диаграммы дисперсионных кривых с
отрезками действительных ветвей спектра, отвечающих бегущим волнам ана-
лизируемого типа, а также отрезками мнимых ветвей спектра, описывающих
краевые стоячие волны для случая жесткого закрепления внутреннего и внеш-
него контуров пластины. Рисунок характеризует случай ненулевого значения
частоты запирания низшей моды бегущих волн и дает представление о тополо-
гии действительных и мнимых ветвей для данного фрагмента спектра.

Рис. 1. Диаграмма дисперсионных кривых для изгибных волн в окружном направлении
кольцевой пластины с закреплением внутреннего и внешнего граничных контуров

Результаты расчета форм колебательных перемещений в волнах рассчитан-
ных мод представлены на рисунках 2 и 3. Так, на первом из них представлена
радиальная форма w(r)/ max

r∈[R1, R2]
|(r)| бегущей волны из первой моды диспер-

сионного спектра с циклической частотой ω = 9.48 · 103[рад/с] и нормирован-
ным волновым числом η/η∗ = 3.35, а на рисунке 3 – радиальная форма бе-
гущей волны из второй моды дисперсионного спектра с циклической частотой
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ω = 22.12 · 103[рад/с] и нормированным волновым числом η/η∗ = 3.55. В целом
же, анализ результатов расчетов подтверждает сделанное ранее применительно
к изотропным пластинам [8] заключение о существенных изменениях в фор-
мах радиальных распределений по мере уменьшения относительной длины рас-
сматриваемых волн, появлении узла для форм перемещений в высокочастотных
волнах второй моды.

Рис. 2. Форма волновых изгибных перемещений в бегущей волне первой моды для кольцевой
пластины с жестким закреплением внутреннего и закреплением внешнего граничных

контуров при η = 1.55, ω = 0.51.

Рис. 3. Форма волновых изгибных перемещений в низшей бегущей волне второй моды для
кольцевой пластины с жестким закреплением внутреннего и закреплением внешнего

граничных контуров при η = 1.55, ω = 0.51.

Выводы. В результате представленных в работе исследований на основе
использования уточненной теории изгибного динамического деформирования
тонких анизотропных пластин реализовано получение аналитической формы
трансцендентного дисперсионного уравнения, описывающего спектр бегущих и
краевых стоячих волн чистого изгиба вдоль углового окружного координатного
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направления в тонкой трансверсально-изотропной кольцевой пластине с жестко
закрепленными краями. Полученное уравнение имеют форму равенства нулю
функционального определителя шестого порядка из элементов в виде комби-
наций разнотипных цилиндрических функций с индексными параметрами, вы-
ражаемыми через искомые волновые числа. Реализованы отдельные числовые
исследования полученного дисперсионного уравнения для тонкой пластины из
бериллия. Рассчитаны две низшие действительные и мнимые ветви дисперсион-
ного спектра спектров, а также формы колебательных перемещений в бегущих
волнах с задаваемыми сочетаниями частотного параметра и параметра волно-
вого числа. Охарактеризованы некоторые свойства форм исследуемых волн.
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V.E. Bolnokin, A.V. Glushchenko, L.V. Dubyago, V.I. Storozhev
Flexural waves in the circumferential direction of an annular transversely isotropic
plate with fixed edges.

The problem of obtaining and analyzing the dispersion equation for traveling harmonic elastic
waves of bending deformation propagating along the circumferential angular direction in a thin
transversely isotropic concentric annular plate under conditions of rigid fixation of the inner and
outer lateral cylindrical contour surfaces is investigated. The dynamic deformation of the plate
is described by the refined theory of S.A. Ambartsumyan. In the dispersion relation obtained in
analytical form, which is the equality to zero of the sixth-order functional determinant, the desired
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real or imaginary parameter of the wave number is contained in the index expressions of various
cylindrical functions, and the equation under study is solved by a numerical method. The results
of calculating the lowest real and imaginary branches of the analyzed dispersion spectrum and the
shape of bending displacements for individual waves from the calculated traveling wave modes as
applied to an annular beryllium plate are presented.

Keywords: thin transversely isotropic plates, concentric annular shape, fixed side surfaces, refined
model of placecountry-region S.A. Ambartsumyan, flexural elastic waves, circumferential direction
of propagation, transcendental dispersion equation, numerical study, beryllium plate, branches of the
wave spectrum, forms of displacement in traveling waves.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В АНИЗОТРОПНОЙ
СПЛОШНОЙ СРЕДЕ: ПРИМЕНЕНИЕ К УГОЛЬНЫМ ПЛАСТАМ

Рассматривается процесс движения жидкости в угольном пласте, представляющем собой
трещиновато-пористую среду. Математическая модель формируется с учётом выраженной
анизотропии среды, что обуславливает явление неравномерного распространения жидкого
агента. Для исследования параметров течения предлагается алгоритм численного решения
поставленной краевой задачи.
Ключевые слова: анизотропная среда, угольные пласты, модель движения жидкости, на-
порная фильтрация, анализ параметров распространения, численный анализ модели.

Введение и постановка задачи. В комплексе средств предотвращения
негативных проявлений в свойствах угольных пластов при подземной угледо-
быче обязательным мероприятием является предварительное нагнетание жид-
кости в разрабатываемую зону. Трудами многих исследователей созданы ос-
новы теории и технологий процесса гидравлической обработки угольных пла-
стов, однако многие проблемы в этой области требуют дальнейшего решения. В
частности, углубленного исследования требует явление, связанное с наличием в
угольном пласте трещин и пустот, содержащих находящийся под давлением газ,
что обуславливает эффекты неравномерного распространения фильтрующейся
жидкости. Как показано в работах ряда авторов [1–3], эффективным методом
исследования динамики распространения жидкости в анизотропном угольном
пласте для установления закономерностей движения и взаимодействия потоков
при нагнетании жидкости является математическое моделирование эффектов
гидравлического воздействия. Поэтому вопросы дальнейшего развития методов
математического моделирования применительно к процессам движения нагне-
таемой жидкости в угольных пластах с учётом анизотропии их фильтрационных
свойств являются актуальными в фундаментальном и прикладном аспектах за-
даниями теории математического моделирования.

В данном контексте, целью настоящей работы является разработка матема-
тической модели фильтрации жидкости в угольном пласте с учетом выраженной
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анизотропии среды и обоснование алгоритма численного решения поставленной
задачи.

1. Описание и метод анализа усовершенствованной модели. К насто-
ящему времени сформированы системы уравнений, позволяющие эффективно
решать задачи подобного рода, однако нерешённые вопросы пока остаются. В
соответствии с физической сущностью и спецификой процесса движения жидко-
сти в угольном массиве, формулируемые уравнения фильтрации в прикладной
расчетной модели должны удовлетворять следующим условиям:

- обеспечивать неявное вычисление координат фронта движущегося потока
жидкости;

- обеспечивать возможность исследования жесткого, упругого и нелинейно-
упругого режимов фильтрации;

- допускать эффективное численное решение.
В случае n -мерной постановки, уравнение упругой фильтрации жидкости в

анизотропном пласте может быть записано в виде:

∂P

∂t
= div [λ (P ) gradP ] ; (1)

λ(P ) =

{
ξP, xi ≥ li −Δxi,
χ, xi < li −Δxi;

(2)

где i – номер иΔxi – некоторое малое приращение координаты; χ – коэффициент
пьезопроводности, определяемый согласно [1, 2].

При необходимости исследовать нелинейно-упругий режим фильтрации,
коэффициент χ в выражении (2) заменяется, согласно [2, 4], на произведение
χ(1 + αP ).

Уравнение (1) решается численно с использованием метода конечных разно-
стей. Применение разностных схем к решению краевых задач для нелинейных
уравнений параболического типа при n ≥ 2 подробно описано в работах [1, 4].
При использовании этого метода для решения уравнений (1)-(2) величина Δxi
принимается равной шагу сеточной области.

Присоединяя к уравнению (1) начальные и граничные условия, соответству-
ющие различным технологическим схемам и режимам воздействия, можно полу-
чить математическую модель гидравлического воздействия на угольный пласт
в режиме фильтрации. При этом, полагая P = P − P0, начальное условие рас-
сматриваемой задачи можно записать в виде

P (x, y, z, 0) = 0. (3)

Уравнение (1) с соответствующими конкретной области краевыми условиями
представляет собой математическую модель напорной фильтрации жидкости в
угольном пласте. Для решения краевой задачи на основе уравнения (1) может
быть применен конечно-разностный метод, основы которого для нелинейных
параболических уравнений с разрывными коэффициентами разработаны акад.
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А.А.Самарским [3, 5], со схемой продольно-поперечных направлений (схемой
Дугласа) [1, 3]. При этом рассматриваемое уравнение представляется в виде

∂p

∂t
=

∂

∂x

[
k(p)

∂p

∂x

]
+

∂

∂y

[
k(p)

∂p

∂y

]
. (4)

Область определения функции p(x, y, t) покрывается сеткой:

xi = i ·Δx, i = 0, 1, 2, ..., n;

yj = j ·Δy, j = 0, 1, 2, ...,m;

tk = k ·Δt, k = 0, 1, 2, ...

Каждый шаг по времени реализуется в два приема:

1.

pk+0,5
i,j − pki,j
0, 5 ·Δt =

=
1

Δx2

(
kk+0,5
i+0,5,jp

k+0,5
i+1,j −

(
kk+0,5
i+0,5,j + kk+0,5

i−0,5,j

)
pk+0,5
i,j + kk+0,5

i−0,5,jp
k+0,5
i−1,j

)
+

+
1

Δy2

(
kki,j+0,5p

k
i,j+1 −

(
kki,j+0,5 + kki,j−0,5

)
pki,j + kki,j−0,5p

k
i,j−1

)
.

(5)

2.

pk+0,5
i,j − pki,j
0, 5 ·Δt =

=
1

Δx2

(
kk+0,5
i+0,5,jp

k+0,5
i+1,j −

(
kk+0,5
i+0,5,j + kk+0,5

i−0,5,j

)
pk+0,5
i,j + kk+0,5

i−0,5,jp
k+0,5
i−1,j

)
+

+
1

Δy2

(
kk+1
i,j+0,5p

k+1
i,j+1 −

(
kk+1
i,j+0,5 + kk+1

i,j−0,5

)
pk+1
i,j + kk+1

i,j−0,5p
k+1
i,j−1

)
.

(6)

Исследование схем удобно производить с масштабированными (нормированны-
ми) переменными.

Проницаемость пласта отличается не только вдоль различных осей. Струк-
тура пласта весьма сложна, и картины фильтрации, полученные ранее, дают
идеализированное представление о характере процесса. При описанной форме
области воздействия, распространение влаги должно происходить равномерно,
чего на самом деле не наблюдается. Следовательно, параметры модели необхо-
димо подобрать так, чтобы получать более реальную картину процесса. Один из
путей подбора таких параметров – задание анизотропии пласта по всей области
фильтрации независимо от направления осей; при этом, естественно, необхо-
димо учесть, что коэффициент проницаемости вдоль оси Oz в любом случае в
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несколько раз меньше проницаемости по простиранию (вдоль оси Ox). Посколь-
ку пласт состоит из блоков с разной проницаемостью, пересечен трещинами раз-
личного происхождения, то в нем можно выделить некоторые области с различ-
ной величиной коэффициента фильтрации, и соответствующим образом задать
набор коэффициентов проницаемости. Ввиду того, что выделить на практике
такие области, не проникнув в пласт, невозможно, в первом приближении мож-
но задать набор коэффициентов проницаемости хаотично, используя таблицу
случайных чисел. Благодаря этому приему становится возможным исследовать
процесс фильтрации в условиях, более близких к реальным по сравнению со
случаем, когда проницаемость усредняется по трем (двум) направлениям.

Величинами, оказывающими влияние на характеристики фильтрационного
потока, согласно уравнению (1) являются: давление жидкости и его градиент, ко-
эффициент проницаемости и пористость пласта, вязкость жидкости, расстояние
и время движения. Равномерность распределения жидкости по пласту предпо-
лагает равенство скоростей движения ее фронта в каждой точке в один и тот
же момент времени.

Очевидно, что для достижения этого равенства в условиях анизотропного
пласта при неизменном режиме работы скважин необходимо добиться умень-
шения объемной скорости в направлении высокой проницаемости и соответ-
ственно ее увеличения в слабопроницаемых областях. Другими словами, при
каскадной обработке количество жидкости, движущееся в направлении высо-
кой проницаемости, должно быть существенно ниже, а в направлении низкой
проницаемости – выше, чем при нагнетании через одиночную скважину. Уста-
новление этого факта будет свидетельствовать о принципиальной возможности
повышения равномерности обработки при применении каскадного способа. Ко-
личественные оценки указанных изменений дадут возможность предварительно
судить о степени повышения эффективности воздействия.

2. Результаты численных исследований. При исследовании возмож-
ности преодоления фильтрационной анизотропии, пористость пласта, вязкость
жидкости и ее давление на скважинах предполагались постоянными; варьирова-
лись площадь, коэффициент проницаемости и расположение слабопроницаемых
областей.

На рисунках 1 и 2 показаны линии равного давления жидкости (в долях
давления на скважинах) для плоскопараллельного и радиального потоков при
нагнетании через одиночную скважину и каскад в момент, соответствующий на-
чалу взаимодействия потоков при каскадной обработке. Пунктиром на рисунке
отмечены границы слабопроницаемой области.

Результаты расчетов показывают, что давление жидкости в плоскопарал-
лельном потоке вблизи границ слабопроницаемой области при групповом на-
гнетании в 2-3 раза выше и приближается по величине к давлению на скважи-
нах; это соответствует предполагаемой физической картине движения и взаи-
модействия потоков при групповой обработке. Для радиального потока разница
давлений не так существенна (рис. 2).
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Рис. 1. Распределение относительного давления жидкости в плоскопараллельном потоке в
окрестности слабопроницаемой области а) одиночная скважина; б) группа скважин.

Рис. 2. Распределение относительного давления жидкости в радиальном потоке в окрестности
слабопроницаемой области а) одиночная скважина; б) группа скважин.
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Это объясняется тем, что при плоскопараллельном движении жидкости, во-
первых, больше площадь взаимодействия потоков, во-вторых, потоки движутся
навстречу друг другу, а не под углом, что обуславливает их более эффективное
взаимодействие.

Расчет скоростей движения фронта фильтрующейся жидкости в различных
точках показал изменение направлений их векторов в сторону слабопроницае-
мой области и увеличение модулей этих векторов, что способствует более быст-
рому насыщению участков с низкой проницаемостью.

Равномерность обработки достаточно полно определяется наличием необра-
ботанных участков и степенью разброса значений прироста влажности в проект-
ной зоне воздействия. В связи с этим, для оценки качества обработки выбраны
коэффициент относительной величины необработанных участков

ν =
SH
SP

· 100, % (7)

где SH - площадь необработанных участков, S - площадь проектной зоны воз-
действия, а также коэффициент вариации относительного прироста влажности,
определяемого по давлению жидкости в каждой точке, описываемый выраже-
нием,

VR =

√
1

N−1

∑N
i=1

(
ΔWi −ΔW̄

)2
ΔW̄

· 100, % (8)

в котором ΔWi и ΔW̄ – значения прироста влажности соответственно в i-й точке
и среднее по обрабатываемой зоне;

ΔWi = ΔWрасчi/ΔWmax, (9)

где ΔWрасчi – прирост влажности в i -и точке, ΔWmax- максимальный прирост
влажности.

Для оценки эффективности каскадного воздействия используются величи-
ны, определяющие относительное уменьшение необработанной площади

ЭS =
SH.O − SH.K

SH.O
· 100, % (10)

где SH.O и SH.K – площади необработанных участков при нагнетании соответ-
ственно через одиночную скважину и группу, а также уменьшение коэффици-
ента вариации прироста влажности

Эv =
V 0
R

V k
R

, (11)

где V 0
R, V

k
R – коэффициенты вариаций соответственно для одиночной скважины

и каскада.
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Для обоснования физического механизма возможности преодоления филь-
трационной анизотропии при нагнетании через пару соседних скважин проведе-
но моделирование с определением векторов скорости нагнетания жидкости. На
рисунке 3 показаны контуры потока жидкости в окрестности слабопроницаемой
области и векторы скоростей в различных точках. Скорость фильтрации по на-
правлению высокой проницаемости в окрестности слабопроницаемой области
практически равна нулю (рис. 3б).

Рис. 3. Векторы скоростей потока жидкости в окрестности слабопроницаемой области а) оди-
ночная скважина; б) пара скважин.

Наблюдаемые изменения позволяют сделать вывод о том, что возникающее
при взаимодействии потоков жидкости от соседних скважин гидравлическое
противодействие способствует принудительному насыщению областей с низкой
проницаемостью за счет хорошо проницаемых участков, лежащих вне зоны об-
работки. Следствием этого является повышение равномерности распределения
жидкости по пласту при нагнетании через группу скважин. Следовательно,
можно считать установленным, что взаимодействие потоков жидкости, движу-
щихся от соседних одновременно работающих скважин, приводит к преодоле-
нию фильтрационной анизотропии угольного массива. Повышение равномерно-
сти обработки при таком нагнетании происходит только за счет уменьшения
количества жидкости, уходящей за пределы проектной зоны.

Выводы. Показано, что взаимодействие потоков от двух одновременно ра-
ботающих скважин приводит к значительному повышению давления жидко-
сти на границах слабопроницаемых областей, достигающему значений, близких
к давлению нагнетания, а также к изменению направлений векторов скорости
фильтрации в сторону низкой проницаемости и увеличению их относительных
значений в 2 раза. Следствием этого является уменьшение времени насыщения
слабопроницаемых областей в 1.5–2 раза по сравнению с нагнетанием через оди-
ночную скважину. Полученные результаты позволяют сделать вывод о принци-
пиальной возможности преодоления фильтрационной анизотропии и повышении
равномерности обработки массива при групповом нагнетании.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНВЕКТИВНОГО
ПРОЦЕССА В МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЕ

Рассматривается детерминированная математическая модель процесса перемешивания много-
компонентного материала в ограниченном рабочем пространстве аппарата, содержащего узлы
конвективного типа. Основу модели составляет краевая задача для уравнений математической
физики. Компьютерная реализации модели осуществляется с применением метода конечных
разностей.
Ключевые слова: двухфазные многокомпонентные среды, математическая модель переме-
шивания, однолопастные аппараты конвективного типа, метод конечных разностей, пара-
метры концентрации твердой фазы.

Введение и цели исследования. Ha ряде промышленных предприятий в
составе технологического оборудования эксплуатируются машины и аппараты,
содержащие узлы конвективного типа, в том числе устройства, осуществляю-
щие перемешивание многокомпонентных материалов, состоящих из жидкой и
твердой фазы (технологические линии химических производств, предприятия
строительных материалов, технологические процессы обогащения полезных ис-
копаемых и т. п.). При этом уровень качества конечного продукта во многом
зависит от повышения эффективности работы конвективных узлов. Кардиналь-
ным направлением решения этой проблемы на стадии проектирования является
применение методов математического моделирования с использованием компью-
терных технологий. Поэтому задачи математического моделирования конвек-
тивных процессов, определяющих качество конструкторских и технологических
расчетов для обширного ряда научно-технических отраслей, относятся к акту-
альным проблемам современных научных исследований.

Современные детерминированные математические модели в рассматривае-
мой области ввиду сложности интерпретируемых процессов описываются крае-
выми задачами для нелинейных уравнений в частных производных, решение ко-
торых в доминирующем числе случаев возможно только численными методами.
В этой связи, целью данной работы является анализ и обоснование алгоритмов
численного решения краевых задач, лежащих в основе математических моделей
процессов конвективного перемешивания неоднородных материалов.

1. Детерминированная модель конвективного перемешивания мно-
гокомпонентных смесей. Для технологических процессов принудительной
обработки материалов могут быть построены различные по полноте и сложно-
сти описания математические модели. Как правило, сложное технологическое
оборудование, реализующее процессы конвективного перемешивания многоком-
понентных смесей, включает ряд узлов, предназначенных для воздействия на
исходные материалы, а конечной целью процесса является гомогенная масса,
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равномерно распределённая в рабочем объёме. При проектировании использу-
емых к настоящему времени аппаратов такого типа применяются традицион-
ные методы, включающие вывод эмпирических зависимостей для расчёта па-
раметров с последующими многочисленными лабораторными экспериментами
и опытно-промышленными испытаниями. К сожалению, подобные методы уже
исчерпали свои возможности, и применяемые аппараты не позволяют стабиль-
но получать гомогенные смеси с хорошо воспроизводимыми свойствами без их
реконструкции, т.к. в рабочем объёме машины не достигается необходимая сте-
пень однородности компонентов в осадке, происходит залегание твердой фазы
на днище, наблюдается налипание осадков на стенках. Реконструкция аппарата
требует соответствующего обоснования, что вызывает необходимость теоретиче-
ских и экспериментальных исследований [1, 2]. Наиболее эффективным методом
решения рассматриваемых задач является метод математического моделирова-
ния, позволяющий получить достаточно широкий набор данных о реконстру-
ируемом объекте 6ез проведения долговременных и дорогостоящих натурных
исследований [3-5].

Для математического моделирования сложных технологических процессов
наиболее универсальным и удобным в инженерном отношении является ме-
тод построения математических моделей, базирующийся на физических зако-
нах (учете факторов тепломассопереноса, гидродинамики, конвекции и т.д.), что
позволяет более адекватно описывать характер и параметры процесса.

Применительно к технологическому оборудованию, реализующему процессы
конвективного воздействия на многокомпонентные смеси, первоочередной инте-
рес представляет базовая модель аппарата, содержащего один монолопастный
конвективный элемент. Для формулировки ее определяющих уравнений стро-
ится формализованная геометрическая модель.

Область существования решения представляет собой внутреннее простран-
ство G рассматриваемого аппарата (рис. 1), и в этой области требуется опре-
делить концентрацию твердой фазы, учитывая при этом вихревые течения рас-
твора, продольную и поперечную диффузию, форму внутреннего пространства
и угловую скорость вращения лопасти.

Основные физические уравнения, используемые для построения моделеи,
представляют собой частный случай системы Навье– Стокса [5]:

ρ

(
u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y

)
= −dP

dx
+ μ · ∂

2u

∂y2
, (1)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (2)

где ρ – плотность текущего вещества, кг·с2/м4; μ – коэффициент вязкости,
кг·с/м2; Р – давление, кг/(м·с2); и=и(х,у), v=v(х,у) – компоненты вектора ско-
рости; �w =�iu+�jv.
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Рис. 1. Схема построения математической модели аппарата: а) 1 – корпус, 2 – входные трубо-
проводы, 3 – верхний перелив (выходной трубопровод), 4 – мешалка; б) к выбору координат

и построению математических моделей.

Вводятся параметры характерного размера (например, длины камеры) l[м]
и характерной скорости V [м/с], после чего осуществляется переход к безразмер-
ным величинам

x′ =
x

l
, y′ =

y

l
, u′ =

u

V
, v′ =

v

V
.

В этом случае система (1) – (2) принимает вид

ρ

(
V 2

l
u′
∂u′

∂x′
+
V 2

l
v′
∂u′

∂y′

)
= −1

l

dP

x′
+
V

l2
μ
∂2u′

∂y′2
,

∂u′

∂x′
+
∂v′

∂y′
= 0.

Далее уравнение (1) преобразуется к виду

u′ · ∂u
′

∂x′
+ v′ · ∂u

′

∂y′
= − 1

ρV 2
· dP
dx′

+
μ

ρV l
· ∂

2u′

∂y′2
,

где ρV l/μ – безразмерный параметр в виде числа Рейнольдса, ρ = const, V =
const. С учетом соотношения

1

ρV 2
· dP
dx

=
d

dx
·
(

P

ρV 2

)
,

в котором величина P/(ρ·V 2) является безразмерным давлением P ′ = P/(ρ·V 2),
система (1)–(2) может быть записана в форме

u′ · ∂u
′

∂x′
+ v′ · ∂u

′

∂y′
= −dP

′

dx′
+

1

Re
· ∂

2u′

∂y′2
, (3)
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∂u′

∂x′
+
∂v′

∂y′
= 0. (4)

Дальнейшее преобразование системы (3)–(4) направлено на исключение чис-
ла Рейнольдса с введением переменных

v′′ = v′
√
Re, y′′ = y′

√
Re,

в результате чего ее можно привести к виду⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u′ · ∂u
′

∂x′
+

v′′√
Re

·
√
Re · ∂u

′

∂y′′
= −dP

′

dx′
+
Re

Re
· ∂

2u′

∂y′′2
,

∂u′

∂x′
+
∂v′′

∂y′′
= 0,

и далее, переобозначая переменные (опустив штрихи), получить ее окончатель-
ную форму

u · ∂u
∂x

+ v · ∂u
∂y

= −dP
dx

+
∂2u

∂y2
, (5)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (6)

B полученной системе все величины являются безразмерными, а физический
смысл условия (6) состоит в том, что внутри области определения источники и
стоки отсутствуют

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= div �w = 0.

Массовые силы в виде сил тяжести в системе (5)–(6) также отсутствуют, т.к.
при движении однородной жидкости (ρ = const) они исключаются из (5).

Для однолопастного конвективного аппарата математическая модель про-
цесса перемешивания многокомпонентной смеси строится на базе уравнений,
отражающих физический процесс конвекции массы, которая происходит за счет
перемешивания смеси лопастью с угловой скоростью вращения ω. Для записи
уравнений, положенных в основу математической модели, строится формализо-
ванная геометрическая модель.

Область существования решения представляет собой внутреннее простран-
ство G рассматриваемого аппарата, и в этой области требуется определить кон-
центрацию твердой фазы, учитывая при этом вихревые течения раствора, про-
дольную и поперечную диффузию, форму внутреннего пространства и угловую
скорость вращения лопасти.

Рассматриваемая математическая модель описывается системой уравнений в
частных производных с ответствующими краевыми условиями относительно че-
тырех неизвестных функций: концентрации твердой компоненты, концентрации
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жидкой фазы, функции тока и профиля поверхности кристаллизации. В конеч-
ном счёте, необходимо установить условия и параметры, при которых обеспечи-
вается равномерное распределение твёрдой фазы, следовательно, концентрацию
жидкой фазы можно считать постоянной, хотя и неизвестной величиной, опре-
деляемой автоматически в процессе моделирования.

Рассматриваемые задачи являются нелинейными и не имеют аналитических
решений, что предопределяет применение численных методов.

Кроме того, предпринятые ранее попытки решения подобных задач основы-
вались на том, что поле скоростей частиц раствора в аппарате известно, одна-
ко физически такие данные получить невозможно, вследствие чего приходится
использовать те или иные способы приближений, что снижает степень адекват-
ности получаемых решений. В данной же работе получена математическая мо-
дель, позволяющая рассчитывать поле скоростей частиц перемешиваемой массы
в процессе решения краевой задачи, в чем и состоит ее существенное отличие
от рассмотренных ранее.

Базовый компьютерный алгоритм разработан применительно к задаче чис-
ленного моделирования гидродинамических процессов при работе однолопаст-
ных машин конвективного типа.

Рассматриваемая краевая задача формулируется для уравнения в безраз-
мерных величинах

1

T
· ∂C
∂t

=
1

l · h · ∂ψ
∂y

· ∂C
∂y

− 1

l · h · ∂ψ
∂y

· ∂C
∂x

+
L

l2
· ∂

2C

∂x2
+

H

h2
· ∂

2C

∂y2
+ f1+ f2+ f3, (7)

0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t < 1,

с начальным условием
C(x, y, 0) = C0 (8)

и граничными условиями при отсутствии обмена с внешней средой

Cx(0, y, t) = Cx(1, y, t) = 0,

Cy(x, 0, t) = Cy(x, 1, t) = 0.
(9)

Функции fj в выражении (7) имеют вид:

f1 =

⎧⎨
⎩

0 , x �= x1 , y �= y1;

Q1 · (C1 + C2 + C3 + C4)

V 1
, x = x1, y = y1;

(10)

f2 =

⎧⎨
⎩

0, x �= x2, y �= y2;

Q2 · C5

V 1
, x = x2, y = y2;

(11)

f3 =

⎧⎨
⎩

0, x �= x3, y �= y3;

−Q · C
V 1

, x = x3, y = y3.
(12)
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Функция тока ψ(x,y) определяется из задачи

1

l2
· ∂

2ψ

∂x2
+

1

h2
· ∂

2ψ

∂y2
= μ(x, y),

0 < x < 1, 0 < y < 1;

(13)

μ(x, y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

W

V 1
, x = x0, y = y0;

W

V 1 · FN · (l2(x− x0)
2 + h2 · (y − y0)2)

, x �= x0, y �= y0;
(14)

с краевыми условиями

ψ(x, 0) = ψ(x, 1) = ψ(0, y) = ψ(1, y) = 0. (15)

Переменные, указанные в уравнениях, имеют следующий смысл: х, у – безраз-
мерные пространственные координаты; t – время, с.; C – концентрация твердой
фазы в рабочем объеме цилиндра, содержащего суспензию, г/см3 ; l – макси-
мальный размер по оси X (радиус цилиндра), см.; H – максимальный размер по
оси Y (высота цилиндра), см.; Vl – площадь поперечного сечения цилиндра, см.;
ДL, ДH – коэффициенты продольной и поперечной диффузии, безразмерные
величины; f1, f2 – функции, отражающие точечные источники твердой фазы,
если они есть, г/(с·см); f3 – функция, отражающая отток суспензии, г/(с·см); C0

– начальное распределение концентрации твердой фазы, г/см3; (x1,y1)(x2,y2) –
координаты точечных источников; (х3,у3) - координаты точечного оттока; Q1,
Q2 – интенсивность источников, см3/с; С1,С2,С3,С4,С5 – характеристики источ-
ников (концентрация), г/см3; Q – интенсивность оттока (Q=Ql+Q2) см3/с; C –
характеристика оттока, г/см; T – время исследования процесса, с; W - угловая
скорость вращения лопасти, если в рабочем объеме устанавливается устойчиво
конвективного перемешивания (при его отсутствии W=0 ), об/c; х0, у0 – коор-
динаты источника вращения; FN – вязкость суспензии, безразмерна.

2. Численное решение краевых задач с использованием метода ко-
нечных разностей. Для решения нелинейных уравнений математической фи-
зики, на которых основаны математические модели процессов работы одноло-
пастного конвективного аппарата, необходимо применять численные методы [6].

Соотношения численной реализации для двумерных моделей имеют вид

1

T
· C

k+0,5
ij − Ck

ij

0, 5HT
= −Vx

l
· C

k+0,5
i+1,j − Ck+0,5

ij

h ·Hx
− Vy

h
· C

k
i,j+1 − Ck

ij

Hy
+

+
DL

l2
· C

k+0,5
i+1,j − 2Ck+0,5

ij + Ck+0,5
i−1,j

H2
x

+
DH

h2
· C

k
i,j+1 − 2Ck

ij + Ck
i,j−1

H2
y

+ f ;
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DL

l2 ·H2
x

· Ck+0,5
i−1,j −

(
1

0, 5 · T ·HT
− Vx
l ·Hx

+
2 ·DL

l2 ·H2
x

)
· Ck+0,5

ij +

+

(
DL

l2 ·H2
x

− Vx
l ·Hx

)
· Ck+0,5

i+1,j =

(
Vy

h ·Hy
− DH

h2 ·H2
y

)
· Ck
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+

(
2 ·DH

h2 ·H2
y

− 1

0, 5 · T ·HT
− Vy
h ·Hy

)
· Ck

ij −
DH

h2 ·H2
y

· Ck
i,j−1 − f ;

DH

h2 ·H2
y

· Ck+1
i,j−1 −

(
1

0, 5 · T ·HT
− Vy
h ·Hy

+
2 ·DH

h2 ·H2
y

)
· Ck+1

ij +

+

(
DH

h2 ·H2
y

− Vy
h ·Hy

)
· Ck+1

i,j+1 =

(
Vx
l ·Hx

− DL

l2 ·H2
x

)
· Ck+0,5

i+1,j +

+

(
2 ·DL

l2 ·H2
x

− 1

0, 5 · T ·HT
− Vx
l ·Hx

)
· Ck+0,5

ij +
DL

l2 ·H2
x

· Ck+0,5
i−1,j + f.

Соотношения метода конечных разностей для системы (7)–(15)

Ci+1,j = Cij

(
1− T ·HT ·Q

V
− 2DR · T ·HT

R2 ·H2
R

)
+

+Ci,j+1

(
DR · T ·HT

2 · r · R ·HR
+
DR · T ·HT

R2 ·H2
R

− VR · T ·HT

2 · R ·HR

)
+

+Ci,j−1

(
VR · T ·HT

2 ·R ·HR
− DR · T ·HT

2 · r ·R2 ·HR
+
DR · T ·HT

R2 ·H2
R

)
+

+
Q1(C1 + C2 +C3 + C4) +Q2C5

V
· T ·HT ;

Ci0 = CiN ; C0j = C0M = C0;

1

H2
· ψj,k+1 − 2ψjk + ψj,k−1

Δ2zk
+

1

R2
· ψj+1,k − 2ψjk + ψj−1,k

H2
R

−

− 1

R2 · rj · ψj+1,k − ψj−1,k

2 ·HR
= μ(rj , zk);

ψ0k = ψNk = ψj0 = ψiM = 0,

где
ψ(rj , zk) = ψjk; j = 0, 1, ..., N ; k = 0, 1, ..., P.

Полученная система уравнений позволяет численно исследовать поставлен-
ную краевую задачу.

58



Математическое моделирование конвективного процесса

Ha рисунке 2 приведены результаты моделирования для трех вариантов раз-
мещения источников. Как видно из рисунка, наиболее равномерное распределе-
ние достигается, когда оба источника находятся в одной точке.

Рис. 2. Результаты моделирования распределения значений концентрации твердой фазы для
различных положений источников: а) случайное расположение; б) симметричные координаты;

в) расположение в общей точке.

Выводы. В результате выполненных исследований решена задача построе-
ния детерминированных математических моделей, описывающих процесс функ-
ционирования однолопастных аппаратов конвективного типа. На основе метода
конечных разностей разработаны алгоритмы и программные приложения для
компьютерного исследования и обоснования направлений совершенствования
оборудования.

Выполненные численные эксперименты позволили сформировать рекомен-
дации по совершенствованию конструкций аппарата и улучшению основных па-
раметров.

Установлено, что основное влияние на процесс конвективного перемешива-
ния многокомпонентных материалов оказывают геометрические параметры (ко-
ординаты установки элемента вращения, координаты расположения входных
трубопроводов для поступающих компонентов) и технологические параметры
(скорость вращения конвективного элемента).

Разработанные программные приложения могут быть применены к исследо-
ванию процессов подобного типа при проектировании аппаратов, работающих
по принципу перемешивания реагирующих веществ.
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ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬ ПОДГОТОВИТЕЛЬНОГО ПЕРИОДА
ВЫБРОСОВ УГЛЯ И ГАЗА

В настоящей статье проанализирован большой объем литературных данных и представле-
ны собственные результаты сейсмоакустических исследований продолжительности подгото-
вительного периода выбросов угля и газа, спровоцированных сотрясательным взрыванием.
Установлены статистические параметры распределения длительности подготовительного пе-
риода выбросов угля и газа.
Ключевые слова: выбросы угля и газа, сотрясательное взрывание, провоцирование выбросов
угля, длительность подготовительного периода выбросов угля.

Введение и задачи работы. При описании выбросов угля и газа, в том
числе и провоцируемых сотрясательным взрыванием, уже в первый годы его
применения обращалось внимание на то обстоятельство, что одни выбросы про-
исходят непосредственно за взрывом, а другие с некоторым запаздыванием [1].
Однако, эти сведения основывались на данных субъективного характера и не
содержат информацию о длительности подготовительного периода выбросов. В
свете этих соображений, целью представляемых в настоящей работе исследо-
ваний является анализ и систематизация данных об эффектах запаздывания
выбросов угля и газа, провоцируемых сотрясательным взрыванием, включая
определение статистических параметров распределения длительностей подгото-
вительного периода.

1. Методологические аспекты и анализ результатов профильных
исследований. Экспериментальные исследования выбросов с использованием
специальных датчиков и осциллографической записи их показании были про-
ведены МакНИИ [2, 3] в откаточном штреке пласта k3 Дерезовка на шахте
«Красный Профинтерн» и в забое вспомогательного уклона пласта g2 Ната-
лия на шахте «Коммунист». Исследования проводились при помощи сейсмогра-
фов СЭД-IV, прикреплённых к деревянным экранам, которые устанавливались
в штреке пласта k3 на расстоянии 5 и 10 м от забоя и в уклоне пласта g2 на
расстоянии 21 м от забоя. На пленке осциллографа одновременно фиксирова-
лись начало взрывания и моменты прихода к экранам воздушных толчков и
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угля при взрывах и провоцируемых ими выбросах угля и газа. Сопоставление
этих данных позволило авторам определить скорость движения газоугольной
смеси и продолжительность подготовительного периода выбросов. Проанализи-
ровав осциллограммы одиннадцати выбросов угля и газа на шахте «Красный
Профинтерн» и одного выброса на шахте «Коммунист» [2, 3], авторы пришли
к выводу, что в пяти случаях длительность пауз между взрыванием шпуро-
вых зарядов и началом развязывания выбросов изменялась от 7 с до 45,7 с, а в
остальных – выбросы происходили непосредственно за взрывом, без каких-либо
пауз.

Не отрицая возможности мгновенного развязывания выбросов при сотряса-
тельном взывании, следует отметить, что «мгновенность» является достаточ-
но условным понятием и определяется точностью хронологических измерений.
Исходя из методики выполнения исследований [2, 4], основным критерием, по
которому выбросы относились к категории происходящих непосредственно за
взрыванием, служило отсутствие на осциллограммах пауз между сигналами,
поступающими с экрана при попадании на него отбитого взрывом угля, и воз-
мущениями, вызванными выбросом угля и газа. Если принять во внимание,
что скорость движения взорванной горной массы составляет 20...60 м/с [4, 5],
продолжительность регистрации сейсмографом упругих колебаний, вызванных
взрывом – около 0,8 с [2, 3], а скорость распространения воздушной ударной
волны при выбросах не менее 300 м/с, то осциллограммы будут непрерывными
для всех выбросов, происходящих в интервале времени от 0 до 0,9...1,0 с (при
установке экрана в пяти метрах от забоя) и от 0 до 1,0...1,3 с (при установке
экрана в десяти метрах от забоя). Этот недостаток применительно к анализи-
руемым работам [2, 3] может быть устранен за счет имеющейся информации о
смещениях угольного массива и изменении давления газа вблизи забоя выра-
ботки. Совершенно очевидно, что выброс не может произойти раньше, чем в
призабойной зоне пласта будет зарегистрировано смещение угольного массива
или изменение давления газа. Поэтому длительность подготовительного периода
выбросов, которые авторами относились к «мгновенным», может быть уточнена
исходя из показании соответствующих датчиков, расположенных в непосред-
ственной близости от забоя.

Полученные при анализе результатов исследовании МакНИИ [2, 3] значения
длительности подготовительного периода выбросов с учетом указанных уточне-
ний представлены в таблице 1. В эту таблицу вошли также данные, опубликован-
ные В.И. Зениным по результатам аналогичных исследований на пласте Дере-
зовка шахты «Красный Профинтерн» [6] и результаты более поздних исследова-
ний МакНИИ [7], выполненных и откаточном штреке пласта h7 Смоляниновский
на шахте «Кировская». В последней работе длительность подготовительного пе-
риода выбросов определялась по осциллограммам сигналов, которые поступали
с сейсмографов СЗД-З, установленных в угольных шпурах, пробуренных в борт
выработки на расстоянии 2-3 м от забоя.

Большой объем информации о длительности задержек выбросов при сотря-
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Продолжительность подготовительного периода выбросов угля и газа

Таблица 1. Длительность подготовительных периодов выбросов угля и газа
по результатам исследований МакНИИ [1-3, 6]

Место регистрации
выброса угля и газа

Дата
регистрации
выброса

Интенсивность
выброса

Длительность
подготовительного
периода выброса, с

1. Шахта «Красный
Профинтерн», откаточ-
ный штрек, пласт k3
(m = 1, 5 м, α = 63◦)

29.06.57 − 1.0

2. Там же 26.09.57 50 0.20*
3. -“- 10.10.57 37 10.00*
4. -“- 23.10.57 22 0-1,30
5. -“- 05.11.57 35 23.30*
6. -“- 23.11.57 28 1.00
7. -“- 26.11.57 27 0-0,90
8. -“- 24.01.58 - 0.80
9. -“- 06.02.58 - 0.40
10. -“- 26.02.58 - 2.00
11. -“- 04.06.61 360 45.70
12. -“- 05.12.61 85 0.10**
13. -“- 16.02.62 82 0.70
14. -“- 16.03.62 37 0.16*
15. -“- 15.04.62 1000 8.82

16. Шахта «Комму-
нист» вспомогатель-
ный уклон, пласт g2
(m = 1, 2 м, α = 5◦)

09.08.60 500 7.00

17. Шахта «Кировская»
откаточный штрек,
пласт h7 (m = 1, 2 м,
α = 10◦)

01.04.71 52 1.93

18. Там же 07.05.71 35 2,48
* – длительность подготовительного периода выброса уточнялась по показаниям
датчиков смещения;
** – то же по показаниям датчиков давления газа

сательном взрывании представлен в работе А. Рейнара [8], содержащей результа-
ты сейсмических наблюдений на шахте «Рикар» (Франция), разрабатывающей
пологие антрацитовые пласты (1-й и 3-й) мощностью 4 м. При проведении этих
исследовании регистрация взрываний осуществлялась сейсмометрами, установ-
ленными в почве 1-го пласта, залегающего на 30-40 м выше 3-го. Всего в период
исследований было зарегистрировано 3552 взрывания, в том числе 48 взрыва-
ний, сопровождавшихся выбросами угля и газа, для 42 из них были получены
сейсмограммы. Проанализировав эти сейсмограммы, А. Рейнар классифициро-
вал выбросы с разграничением на мгновенные, следующие сразу за взрыванием
шпуров; квазимгновенные, следующие через короткие промежутки времени (до
5 с), и замедленные, происходящие через 6-20 с после взрывания.

О количественном соотношении различных типов выбросов можно судить по
данным в таблице 2, которые были получены по сейсмограммам, представлен-
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ным на рисунках 5 и 6 в указанной выше работе [8].

Таблица 2.
Характеристика выбросов угля и газа, зарегистрированных на шахте «Рикар»

№ Порядковый номер
выброса

Интенсивность
выброса, т

Длительность
подготовительного
периода выброса, с

Выбросы на 1-м пласте: 6, 5
1 171 247 6,5
2 174 59 1,1
3 175 418 1,9
4 177 78 4,8
5 179 147 6,0
6 183 60 22,0
7 186 44 2,1
б 187 151 20,0
9 193 25 20,0
10 195 126 12,0
11 197 54 2,0
12 202 92 2,4
13 204 71 6,5
14 211 143 0,9
15 215 192 1,6
16 218 192 1,3
17 220 - 12,0

В среднем 131 7,2
18 173 180 1,1
19 176 169 0,0
20 178 33 38,0
21 180 126 0,0
22 184 151 0,0
23 188 67 0,0
24 183 504 5,0
25 194 98 40,0
26 196 73 0,0
27 198 85 0,0
28 193 156 15,0
29 201 143 0,0
30 203 140 0,0
31 205 110 0,0
32 206 43 2,0
33 207 520 0,0
34 208 160 6,0
35 203 85 6,5
36 210 50 1,2
37 212 103 1,7
38 213 75 0,0
39 214 50 1,2
40 216 45 2,6
41 217 106 5,0
42 213 - 3,0

В среднем 137 5,1
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При анализе представленных в таблице данных обращает внимание тот факт,
что на 1-м пласте полностью отсутствуют выбросы, происходящие сразу за взры-
ванием шпуров, а квазимгновенные и замедленные выбросы составляют соот-
ветственно 53 % и 47 %. В то же время из 25 изученных выбросов, зарегистри-
рованных на 3-м пласте, к типу мгновенных относятся 11 выбросов (44 %), к
квазимгновенным – 9 (36 %) и к замедленным 5 (20 %). В связи с этим и сред-
няя длительность подготовительных периодов выбросов, произошедших на 3-м
пласте, в 1,4 раза меньше, чем на 1-м. Поскольку на 1-м пласте выбросы при
сотрясательном взрывании, по данным А. Рейнара [8], происходила в 0,9 % слу-
чаев, а на 3-м – в 2,2 % не исключена возможность, что различия в хронологии
развязывания выбросов на этих пластах обусловлены различной степенью их
выбросоопасности.

В заключение анализа результатов исследований А. Рейнара отметим, что
полученные им нулевые значения длительности подготовительного периода вы-
бросов, также следует понимать условно. В силу инерционности сейсмографов
длительность фиксируемых ими упругих колебаний массива при взрыве состав-
ляет 0,3-0,5 с (см. рис. 4-6 в [8]). Если выбросы, спровоцированные сотряса-
тельным взрыванием, будут происходить в указанном интервале времени, то
колебания, вызванные взрывом и выбросом, будут сливаться на сейсмограмме,
в один колебательный процесс.

2. Характеристика результатов экспериментального анализа. Учи-
тывая возможную зависимость длительности подготовительного периода выбро-
сов от горно-геологических условий, нами совместно с лабораторией сейсмоаку-
стического прогноза Горловского отделения ДонУГИ были проведены исследо-
вания сейсмоакустических сигналов, сопровождающих взрывную отбойку угля
и провоцируемые ею выбросы угля и газа на тонких пологих пластах. Исходным
материалом для исследования служили фонограммы этих сигналов, записанные
на магнитную ленту с помощью аппаратуры ЗУА-4 при выполнении сейсмоаку-
стического прогноза выбросоопасности угольных пластов на шахте «Переваль-
ская» и ХVII Партcъезда, а также фонограммы взрываний в подготовительных
выработках пласта h8 Прасковиевский на шахте им. 60-летия Советской Укра-
ины. При обработке этого материала использовался комплект измерительной
аппаратуры, основной частью которого является быстродействующий самопи-
шущий интегрирующий вольтметр, позволяющий получать графическое изоб-
ражение мгновенных эффективных значений процесса при различной скорости
протяжки ленты. В результате были получены сейсмограммы взрываний, со-
провождающихся выбросами угля и газа или внезапными выдавливаниями уг-
ля с повышенным газовыделением. Часть этих сейсмограмм в виде фрагментов,
включающих импульсы взрыва и начальной стадии развития выброса, показана
на рисунке 1.

Как видно из приведенного рисунка сейсмограммы представляют собой гра-
фики, у которых на оси ординат отложены величины амплитуд сейсмоакусти-
ческих импульсов, а на оси абсцисс – текущее время. Поскольку при построе-
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Рис. 1. Фрагменты сейсмограмм процессов, протекающих в массиве при взрываниях,
сопровождающихся выбросами угля и газа (номера сейсмограмм соответствуют позициям

табл. 3.)

нии сейсмограмм скорость протяжки ленты на самописце составляла 10 мм/с,
отрезок на оси абсцисс длиной 1 мм соответствует периоду времени в 0,1 с.
Длительность подготовительного периода выброса (Tn) определялась как длина
отрезка, соединяющего точки начала взрывного импульса (а) и начала разби-
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Таблица 3. Характеристика исследованных выбросов угля и газа

Место регистрации
выброса угля и газа

Дата
регистрации
выброса

Интенсивность
выброса, т

Длительность
подготовительного
периода выброса, с

1. Шахта «Переваль-
ская», ПО «Ворошилов-
градуголь», 2 зап. ла-
ва гор. 340 м, пласт kв

3,
(m = 0, 8 м, α = 10◦)

13.07.78 27 0, 17

2. Шахта «Переваль-
ская», 5 зап. лава гор.
340 м, пласт kв

3, в зоне
геол. наруш. (m = 0, 4−
0, 6 м, α = 12◦)

07.03.82 − 0, 70

3. Там же 09.03.82 - 0,55
4. -“- 14.03.82 - 0,70
5. -“- 17.03.82 - 0,55
6. -“- 22.03.82 - 1,10
7. -“- 27.03.82 - 0,75
8. -“- 30.03.82 - 0,30
9. -“- 01.04.82 30 0,60
10. -“- 07.04.82 - 0,80
11. -“- 13.04.82 25 0,40

12. Шахта ХVII Парт-
съезда ПО «Шахтер-
скантрацит», 14 вост.
лава гор. 470 м, пласт k2
(m = 0, 9 м, α = 17◦)

20 0, 92

13. Шахта им. 60-летия
Советской Украины ПО
«Донецкуголь», венти-
ляционный ходок зап.
укл. гор. 700 м, пласт
h8, (m = 0, 68 − 0, 78 м,
α = 16− 17◦)

10.10.79 − 1, 20

14. Там же 11.10.79 - 1,20
15. -“- 12.10.79 - 1,40
16. -“- 17.10.79 20 0,90

17. Шахта им. 60-летия
Советской Украины,
грузолюдской ходок
гор. 700 м, пласт h8,
(m = 0, 7 м, α = 16◦)

01.09.82 300 0, 60

18. Там же 16.09.82 210 0,70
19. -“- 20.05.82 - 0,85
В среднем 0,76

ения угля при выбросе (b). Точка (а) взята в качестве исходной на основании
тех соображений, что при взрывной отбойке угля в очистных забоях иницииро-
вание выброса равновероятно при взрывании любой серии зарядов, а в забоях
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подготовительных выработок более вероятно, что выброс будет спровоцирован
взрыванием первых серий зарядов, находящихся в угольном пласте. Начало раз-
рушения угля при выбросе (точка b) соответствует началу процесса массового
трещинообразования в угольном массиве. Результаты определения длительно-
сти подготовительного периода исследованных выбросов представлены в табли-
це 3.

Как видно из представленных в таблице данных, значения длительности под-
готовительного периода выбросов изменяются в относительно узком диапазоне
(0, 17 с ≤ Tn ≤ 1, 40 с) по сравнению с результатами, полученными МакНИИ
(0 с ≤ Tn ≤ 45, 7 с) и А. Рейнаром (0 с ≤ Tn ≤ 40 с). Такое различие, по наше-
му мнению, обусловлено тем, что на шахтах «Красный Профинтерн» и «Рикар»
часть выбросов была спровоцирована не взрывным импульсом, а происходивши-
ми через некоторое время после взрывания обрушениями угля из незакреплен-
ной части массива. Обрушениям угля на этих шахтах способствовала большая
мощность пластов и преобладание в их строении малопрочного тектонически
препарированного угля, а на шахте «Красный Профинтерн» – также и большой
угол падения пласта.

При детальном рассмотрении всей совокупности значений Tn установлена
следующая особенность их распределения, В диапазоне 0-3 с при величине ин-
тервала 0,5 с они образуют непрерывный вариационный ряд, в пределах кото-
рого находятся все значения Tn, полученные на тонких пологих пластах и 65
% значений, полученных в других условиях. В диапазоне 5-10 с наблюдается
следующий ряд значений Tn в объеме 17 % с величиной интервала 1 с и далее,
совершенно обособленно располагаются значения Tn длительностью более 20 с.
В эти последние две группы входят только значения Tn, полученные в усло-
виях, где инициированию выбросов угля могли способствовать обрушения или
высыпания. Учитывая это обстоятельство, к дальнейшему анализу были при-
няты только те случаи, в которых Tn ≤ 3 с. При величине интервала h = 0, 5
с значения 0 ≤ Tn ≤ 3 можно представить в виде непрерывного вариационного
ряда, приведенного в таблице 4.

Таблица 4. Сгруппированные значения длительности подготовительного
периода выбросов, спровоцированных сотрясательным взрыванием

Интервалы длительности
подготовительного
периода выбросов, с,

Xα −Xв

Значения середины
интервала, xi

Частота, mi

периода
периода

Частость, wi

периода
периода

0-0,5 0,25 19 0,328

0,5-1,0 0,75 18 0,310

1,0-1,5 1,25 9 0,155

1,5-2,0 1,75 7 0,121

2,0-2,5 2,25 3 0,052

2,5-3,0 2,75 2 0,034

Σ - 58 1,000

68



Продолжительность подготовительного периода выбросов угля и газа

3. Определение статистических параметров распределений длитель-
ности подготовительного периода. На рисунке 2 показана гистограмма (а)
распределения значений Tn, построенная по данным табл. 4, и гистограмма (б )
распределения их логарифмов. Сходство распределения значений lnTn с нор-
мальным распределением позволяет предположить, что значения длительности
подготовительного периода выбросов распределяются в соответствии с логнор-
мальным законом.

Рис. 2. Гистограммы распределения значений длительности подготовительного периода
выбросов угля и газа в нормальных (а) и логарифмических (б ) координатах (пунктиром
показана теоретическая кривая плотности вероятностей с параметрами μL = −0, 285 и

δ2L = 0, 426)

При логнормальном распределении случайной величины X = Tn матема-
тическое ожидание и дисперсия случайной величины L = lnX определяются
соотношениями [9].

μL = lnμX − 1

2
ln[(δ2X/μ

2
X) + 1], (1)
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δ2L = ln[(δ2X/μ
2
X) + 1], (2)

где μX и δ2X – соответственно математическое ожидание и дисперсия случайной
величины Х. Для интервального вариационного ряда

μX =

n∑
i=1

xiwi, (3)

δ2X =
n∑

i=1

(xi − μX)2wi. (4)

Подставив в эти формулы данные из таблицы 4, получим μx=0,931 с и δ2x =
= 0, 461. Отсюда μL = −0, 285 и δ2L = 0, 426.

Соответствие эмпирического распределения значений Tn логнормальному
распределению оценим по критерию согласия К. Пирсона:

x2 =
r∑

i=1

(mi −Npi)
2/Npi, (5)

где r – число интервалов в вариационном ряде; pi – теоретическая частость; N
– объем выборки.

Согласно этому критерию эмпирическое распределение соответствует теоре-
тическому при выполнении условия

x2 ≤ х2k,a, (6)

где х2k,a – табличное значение распределения с К=(r-С-1) степенями свободы
при уровне значимости α; С – число параметров распределения, рассчитанных
по выборке.

Значения теоретических частостей pi будем определять как вероятность по-
падания случайной величины L в интервал [La, Lb]. Для этого перейдем к норми-
рованной случайной величине T = (L−μL)/δL и воспользуемся соотношением [9]

p = P (t1 < T < t2) = 0, 5Ф(t2)− 0, 5Ф(t1), (7)

где Ф(t) – функция Лапласа; t – нормированное отклонение; t1=(La- μL)/δL,
t2=(Lb-μL)/δL. После определения pi для каждого интервала каждого распре-
деления и подстановки этих значений в (5) получим x2=5,085.

При уровне значимости α=0,05 и числе степеней свободы К=5-2-1=2 таблич-
ное значение х22;0,05=6,0. Так как x2 < 6, 0, условие (6) выполняется. Следова-
тельно, распределение значений длительности подготовительного периода вы-
бросов, спровоцированных сотрясательным взрыванием, соответствует логнор-
мальному распределению с параметрами μL=-0,285 и δ2L=0,426.

Зная характер распределения Tn, можно определить вероятность наступле-
ния события Tn > Tkp, где Tkp – некоторое критическое (граничное) значение
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длительности подготовительного периода выбросов. Решение такой задачи необ-
ходимо для оценки возможности локализации выбросов при известном времени
формирования породной перемычки.

В общем случае вероятность того, что случайная величина X примет значе-
ние, меньшее некоторого фиксированного действительного числа x, определя-
ется интегральной функцией F (x), то есть

P (X < x) = F (x). (8)

В данном случае X = Tn, а x = Tkp. Учитывая, что распределение случайной
величины Tn соответствует логнормальному закону, введем переменную L =
= lnTn, имеющую нормальнее распределение, и обозначим l = lnTkp. Перейдем
к нормированной случайной величине T = (L − μL)/δL. Неравенства Tn < Tkp;
L < l и (L− μL)/δL < (l − μL)/δL равносильны, поэтому их вероятности равны
между собой

P (Tn < Tкр) = P (L < l) = P (T < t), (9)

где
t = l − μL/δL. (10)

На основании этого, по аналогии с (8), можно записать

P (Tn < Tkp) = F (t), (11)

а для вероятности наступления противоположного события

P (Tn > Tkp) = 1− P (Tn < Tkp) = 1− F (t). (12)

Так как при нормальном распределении нормированной случайной величи-
ны интегральная функция распределения связана с функцией Лапласа соотно-
шением

F (t) = 0, 5 + 0, 5Ф(t), (13)

то
P (Tn > Tkp) = 0, 5− 0, 5Ф(t). (14)

В случае предотвращения выбросов угля и газа на тонких пологих пластах
насыпными породными перемычками выражение (14) позволяет при известных
значениях μL, δ2L и времени, необходимого для формирования породной пере-
мычки, определить вероятность ее формирования до начала развязывания вы-
броса угля и газа.

Выводы.
1. В результате экспериментальных исследований получены сейсмограммы

выбросов угля и газа, спровоцированных сотрясательным взрыванием, на осно-
вании которых определены значения длительности подготовительного периода
выбросов в условиях тонких пологих пластов.
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2. Установлены параметры логонормального распределения длительности
подготовительного периода выбросов угля и газа (μL = −0, 285 и δ2L = 0, 426),
которые позволяют при известной продолжительности формирования насыпной
породной перемычки оценить вероятность ее формирования до начала развязы-
вания выброса.
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Duration of the preparatory period of coal and gas emissions.

This article analyzes a large volume of literature data and presents its own results of seismoacoustic
studies of the duration of the preparatory period of coal and gas emissions triggered by concussive
explosion. Statistical parameters of distribution of duration of the preparatory period of coal and
gas emissions are determined.
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