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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕТОДИКА АНАЛИЗА
ДИФРАКЦИОННОГО РАССЕЯНИЯ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН
СДВИГА В ОРТОТРОПНОМ СЛОЕ С ВНУТРЕННЕЙ
ТУННЕЛЬНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ
ПРОИЗВОЛЬНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО СЕЧЕНИЯ

Представлен теоретический алгоритм исследования задачи о дифракционном рассеянии сим-
метричных нормальных волн сдвига на туннельной внутренней цилиндрической полости про-
извольного эллиптического сечения в прямолинейно ортотропном деформируемом слое со
свободными от механических напряжений плоскими гранями. Методика основывается на со-
вокупном применении приемов интегрирования обобщенных метагармонических уравнений
в афинно-преобразованных координатах с записью решений в специальных цилиндрических
функциях; получения в виде ортогональных рядов граничных представлений этих решений
на гладких криволинейных контурах с параметрическими описаниями, задаваемыми двух-
членными функциями конформного отображения их окрестностей на окрестность области с
круговой границей; использования метода изображений и теорем сложения цилиндрических
функций для записи специализированных представлений решений обобщенных метагармони-
ческих уравнений, удовлетворяющих однородным краевым условиям заданного типа на пря-
молинейных границах рассматриваемых областей. Представляемый вариант теоретического
алгоритма, в отличие от разработанного ранее, не базируется на исходном предположении о
наличии связи между соотношением полуосей эллиптического контура сечения полости и со-
отношением между модулями сдвига ортотропного материала слоя с коллинеарными полуосям
направлениями механической симметрии.
Ключевые слова: ортотропный упругий слой, внутренняя туннельная полость, эллипти-
ческое поперечное сечение, нормальные волны сдвига, дифракционное рассеяние, теоретиче-
ский численно-аналитический алгоритм, метод изображений, аффинные координатные пре-
образования, обобщенные метагармонические уравнения, базисные решения в цилиндрических
функциях.

Введение. Как отмечалось ранее [1 – 9], в актуальных в фундаменталь-
ном и прикладном отношении теоретических исследованиях двумерных полей
динамических упругих перемещений, формирующихся при дифракционном рас-
сеянии нормальных волн механических деформаций на включениях либо поло-
стях в твердых телах, при наличии весьма широкого круга посвященных этим
проблемам работ с обобщенными в публикациях [1 – 3, 6 – 9] результатами, со-
храняется целый ряд открытых для анализа актуальных проблем. К ним, в том
числе, относятся усложненные варианты задач о дифракции нормальных волн
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напряжений на расположенных внутри тела в виде упругого слоя протяженных
цилиндрических полостях и включениях туннельного типа при учета факторов
криволинейного сечения полостей и анизотропии материала слоя. Применитель-
но к этим типам задач в качестве варианта теоретического алгоритма решения
проблем рассеивания сдвиговых волн может быть применен метод зеркальных
изображений (метод многократных отражений), общая схема которого излага-
ется в работах [2 – 6]. Этим методом в работе [10] получено дисперсионное урав-
нение для сдвиговых волн в изотропном упругом слое, содержащем периодиче-
ский ряд параллельных плоским граням и ортогональных направлению распро-
странения волны внутренних круговых цилиндрических туннельных полостей
неограниченной протяженности. Методика анализа дифракционных полей в за-
крепленном по граням изотропном слое с уединенной цилиндричекой круговой
туннельной полостью либо туннельным включением кругового сечения описа-
на в работах [11 – 13]. Описание аналогичных исследований применительно к
случаю рассеяния нормальних симметричных волн сдвига на уединенной тун-
нельной полости и упругом ортотропном включении эллиптического сечения в
закрепленном по граням ортотропном слое с упругими постоянными, связан-
ными специальным соотношением пропорциональности с величинами полуосей
сечения, дано в публикациях [14 – 15].

В связи с вышеизложенным, целью данной работы является разработка тео-
ретического алгоритма исследования задачи о дифракционном рассеянии сим-
метричных нормальных волн сдвига на туннельной внутренней цилиндрической
полости произвольного эллиптического сечения в прямолинейно ортотропном
деформируемом слое со свободными от механических напряжений плоскими
гранями без каких либо предположений о наличии связи между соотношени-
ем полуосей эллиптического контура сечения полости и соотношением между
значениями сдвиговых упругих постоянных ортотропного материала слоя с кол-
линеарными полуосям сечения направлениями механической симметрии. Разра-
батываемый алгоритм базируется на аффинном преобразовании координат для
сведения дифференциального уравнения двумерных гармонических колебаний
антиплоской деформации в ортотропной деформируемой среде к классическому
метагармоническому уравнению, на представлении амплитудной функции вол-
новых перемещений в дифракционном поле суперпозицией рядов по системам
базисных решений метагармонических уравнений во вспомогательных локаль-
ных аффинно-преобразованных координатных системах с зеркально размещае-
мыми относительно плоских границ слоя полюсами.
1. Постановка задачи. Рассматривается прямолинейно ортотропный упру-

гий слой толщины 2h, отнесенный к прямоугольным координатам Oξ1ξ2ξ3, и
внутри слоя имеется закрепленная по границе туннельная цилиндрическая по-
лость эллиптического поперечного сечения V2 = {ξ21/a2 + ξ22/b

2 ≤ 1} с полу-
осями (a,b) и контуром, имеющим параметрическое представление Γ = {ξ1 =
a cosϕ, ξ2 = b sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π]}. Слой с полость соответственно занимает во
введенных координатах область
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V1 = {|ξ1| < h, −∞ < ξ2 <∞, −∞ < ξ3 <∞, }/{V2 × [−h, h]}. (1)

Полагается, что упруго-эквивалентные направления материала слоя колли-
неарны координатным осям, а его физико-механические свойства при динами-
ческой антиплоской деформации, связанной с распространением волн сдвига
вдоль направлений в плоскости Oξ1ξ2, характеризуются упругими постоянны-
ми c44, c55 и параметром плотности ρ. Плоские грани слоя Γ± : ξ2 = ±h согласно
предположению свободны от механических напряжений.

Рассматривается случай, когда в слое вдоль положительного координатного
направления Oξ1 распространяется характеризующаяся функцией упругих пе-
ремещений Uпад

3 (ξ1, ξ2,t) нормальная симметричная по поперечной толщинной
координате ξ2 и поляризованная вдоль Oξ3 упругая волна продольного сдвига
c круговой частотой ω, принадлежащая произвольной моде соответствующего
дисперсионного спектра. В этом случае, комплексные амплитудные функции
для волновых перемещений Uотр

3 (ξ1, ξ2,t) в отраженных и огибающих полость
волнах подлежат определению из краевой задачи для уравнения стационарных
сдвиговых упругих колебаний антиплоской деформации для материала слоя.
При отнесении всех характеристик задачи с размерностью расстояний к норми-
рующему параметру h это уравнение может быть записано в виде

(c55∂
2
1 + c44∂

2
2 − ρh2∂2t )U

(1)
3 = 0, (2)

где

∂j = ∂/∂ξj (j = 1, 2), ∂t = ∂/∂t,

U
(1)
3 = Uпад

3 + Uотр
3 ,

(3)

а граничные условия задачи на свободных плоских гранях слоя Γ± и на закреп-
ленной границе внутренней полости имеют форму

(∂2U
(1)
3 )ξ2=±h = 0, (4)

(U
(1)
3 )Γ = 0. (5)

2. Описание алгоритма численно-аналитического решения. Для па-
дающей нормальной упругой SH-волны с круговой частотой ω из моды n дис-
персионного спектра бегущих симметричных SH-волн в свободном по граням
слое задается удовлетворяющее краевым условиям (4) исходное представление
вида

Uпад
3 (ξ1, ξ2, t) = U30 cos(α̃nξ2) · exp(−i(ωt− knξ1)), (6)

где
α̃n = nπ/h, kn =

(
Ω2
1 − α̃2

n

)1/2
,

Ω2
1 = ρω2h2/c∗,

5
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c∗ – нормирующий параметр для величин с размерностями механических на-
пряжений.

На первом этапе получения аналитического описания для поля рассеиваемых
волн выполняется процедура перехода от координат Oξ1ξ2 к координатам Ox1x2
на основе аффинного преобразования

x1 = ξ1, x2 = μξ2, μ = (c44/c55)
1/2, (7)

а в координатной плоскости Ox1x2 вводится полярная координатная система
Orθ на основе соотношений

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ,

θ ∈ [0, 2π].
(8)

В процессе преобразований (8) эллиптический контур Γ сечения туннельной
полости становится эллипсом Γ̃ с полуосями (a,μb) и параметрическим представ-
лением

(x1)Γ̃ = a cosφ, (x2)Γ̃ = μb sinφ,

φ ∈ [0, 2π],
(9)

а уравнение (2) и краевые условия (3), (4) на свободных гранях слоя Γ̃± : x2 =
±h̃, h̃ = μh и на трансформированном контуре полости Γ̃ соответственно при-
нимают вид

(∂21 + ∂22 − ρh2c−1
∗ ∂2t )U

(1)
3 = 0, (10)

(∂U
(1)
3 /∂x2)x2=±h̃ = 0, (11)

(U
(1)
3 )Γ̃ = 0. (12)

Далее, в рамках концепции метода изображений [2 – 6] для записи амплитудной
составляющей поля рассеиваемых полостью и удовлетворяющих краевому усло-
вию на свободных гранях слоя Γ̃± волн вводится счетное множество локальных
вспомогательных прямоугольных и полярных координатных систем с имеющи-
ми в Ox1x2 координаты x1,k = 0, x2,k = 2kh̃ (k = ±1, ±2, . . .) полюсами Ok.
После этого вводится удовлетворяющее краевым условиям (3) на Γ̃± представ-
ление с неизвестными подлежащими определению коэффициентами An:

U
(отр)
3 =

∞∑
n=0

AnH
(1)
n (Ω1r0) cos(nθ0)+

+
∞∑
k=1

∞∑
n=0

An(H
(1)
n (Ω1rk) cos(nθk) +H(1)

n (Ω1r−k) cos(nθ−k)).

(13)
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На основе использования модифицированных соотношений сложения цилиндри-
ческих функций [2, 3] представление (13) записывается при r0 < h̃ в координат-
ной системе (r0, θ0) в виде

U
(отр)
3 =

∞∑
n=0

[AnH
(1)
n (Ω1r0)+

+δ0n

∞∑
p=0

Ap(i
p−n + i−p+n)Jn(Ω1r0)×

×
∞∑
k=1

[H
(1)
p−n(2Ω1h̃k) +H

(1)
n+p(2Ω1h̃k)]] cos(nθ0),

(14)

и после введения обозначения Sp,n =
∞∑
k=1

H
(1)
p−n(2Ω1h̃k) принимает форму

U
(отр)
3 =

∞∑
n=0

[AnH
(1)
n (Ω1r0)+

+δ0n

∞∑
p=0

Ap(i
p−n + i−p+n)Jn(Ω1r0)(Sp,n + Sp,−n] cos(nθ0).

(15)

Далее представление (15) с применением полученных в работе [6] соотношений

(Jn(Ω1r0)e
inθ0)Γ̃ =

∞∑
p=−∞

Q(1)
n,pe

ipφ, (16)

(H(1)
n (Ω1r0)e

inθ0)Γ̃ =
∞∑

p=−∞
Q(2)

n,pe
ipφ, (17)

где

Q(1)
n,p = δnpJ(n+p)/2(Ω1 |η1|)η̃(n+p)/2

1 J(n−p)/2(Ω1 |η2|)η̃(n−p)/2
2 ,

Q(2)
n,p = δnpH

(1)
(n+p)/2(Ω1 |η1|)η̃(n+p)/2

1 J(n−p)/2(Ω1 |η2|)η̃(n−p)/2
2 ,

η1 = R(a0 + εb0), η2 = R(εa0 + b0),

η̃j = ηj/ |ηj| (j = 1, 2);

a0 = (μ+ 1)/(2μ), b0 = (μ− 1)/(2μ),

7
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R = (a+ μb)/2, ε = (a− μb)/(a+ μb),

δnp =

{
1, n+ p = 2s

0, n+ p �= 2s
(s = 0,±1,±2, ....),

после приведения (15), (16) к виду

(Jn(Ω1r0) cosnθ0)Γ̃ =
1

2

∞∑
p=−∞

(Q(1)
n,p + (−1)nQ

(1)
−n,p)e

ipφ, (18)

(H(1)
n (Ω1r0) cosnθ0)Γ̃ =

1

2

∞∑
p=−∞

(Q(2)
n,p + (−1)nQ

(2)
−n,p)e

ipφ, (19)

преобразуется в следующее ортогональное контурное разложение для (U
(отр)
3 )Γ̃:

(U
(отр)
3 )Γ̃ =

1

2

∞∑
p=−∞

∞∑
n=0

[An(Q
(2)
n,p + (−1)nQ

(2)
−n,p)+

+δ0n

∞∑
q=0

Aq(i
q−n + i−q+n)(Sp,n + Sp,−n)(Q

(1)
n,p + (−1)nQ

(1)
−n,p)]e

ipφ.

(20)

В свою очередь, для комплексной амплитудной составляющей функции пе-
ремещений в падающей волне контурное представление на Γ̃ с применением
формулы обобщенного разложения Якоби [6]

(exp(ν1x1 + ν2x2))Γ̃ =

∞∑
p=−∞

Q(ε)
p (ν1, ν2)e

ipφ,

Q(ε)
p (ν1, ν2) =

∞∑
s=−∞

[Js(−iεRν12)Jp−s(−iRν12)ei(p−s)δ1eisδ2 ,

(ν1x1 + ν2x2)Γ̃ = Rν12(sin(φ+ δ1) + ε sin(φ+ δ2)),

R = (a+ μb)/2,

ε = (a− μb)/(a+ μb),

ν12 = (ν21 + ν22)
1/2,

eiδ1 = (ν2 + iν1)/ν12,

eiδ2 = (ν2 − iν1)/ν12,

(21)
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также может быть получено в форме ортогонального ряда на основе последова-
тельных преобразований вида

Ũ
(пад)
3 = U30 cos(α̃nξ2) · exp(iknξ1) =

= U30 cos(αnx2) · exp(iknx1),
αn = α̃n/μ;

(22)

(Ũ
(пад)
3 )Γ̃ =

= (U30/2)(exp(iknx1 + iαnx2) + exp(iknx1 − iαnx2)) =

= (U30/2)

∞∑
p=−∞

(Q(ε)
p (ikn, iαn) +Q(ε)

p (ikn,−iαn))e
ipφ.

(23)

Таким образом, из функционального уравнения, порождаемого граничным
условием (4) на основе его алгебраизации с применением метода ортогональных
рядов, для неизвестных коэффициентов An в представлении поля U (отр)

3 рассе-
иваемых полостью волн следует бесконечная система линейных алгебраических
уравнений, имеющая вид

∞∑
n=0

[An(Q
(2)
n,p + (−1)nQ

(2)
−n,p)+

+δ0n

∞∑
q=0

Aq(i
q−n + i−q+n)(Sp,n + Sp,−n)(Q

(1)
n,p + (−1)nQ

(1)
−n,p) =

= −U30(Q
(ε)
p (ikn, iαn) +Q(ε)

p (ikn,−iαn))

(p = −∞,∞).

(24)

После определения коэффициентов An кинематические характеристики ана-
лизируемого волнового поля в произвольной точке (ξ1, ξ2) области сечения слоя
рассчитываются с применением формул (6), (13), а для определения силовых
характеристик в полях падающих и рассеиваемых волн дополнительно приме-
няются вспомогательные соотношения

∂1(H
(1)
n (Ωr) · cos(nθ)) =

= (Ω/2)(H
(1)
n−1(Ωr) · cos((n − 1)θ)−H

(1)
n+1(Ωr) · cos((n + 1)θ)),

(25)

∂2(H
(1)
n (Ωr) · cos(nθ)) =

= −μ(Ω/2)(H(1)
n−1(Ωr) · sin((n− 1)θ) +H

(1)
n+1(Ωr) · sin((n+ 1)θ)),

(26)
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и расчетные соотношения принимают вид

σ
(пад)
13 (ξ1, ξ2, t) = c55(∂1U

(пад)
3 ) =

= iknc55U30 cos(α̃nξ2) exp(−i(ωt− iknξ1)),
(27)

σ
(пад)
23 (ξ1, ξ2, t) = c44(∂2U

(пад)
3 ) =

= −α̃nc44U30 sin(α̃nξ2) exp(−i(ωt− iknξ1)),
(28)

σ
(отр)
13 = c55(∂1U

(отр)
3 ) = c55(Ω1/2)×

×[

∞∑
n=0

An(H
(1)
n−1(Ω1r0) cos((n− 1)θ0)−H

(1)
n+1(Ω1r0) cos((n + 1)θ0))+

+
∞∑
k=1

∞∑
n=0

An(H
(1)
n−1(Ω1rk) cos((n − 1)θk)−H

(1)
n+1(Ω1rk) cos((n+ 1)θk)+

+H
(1)
n−1(Ω1r−k) cos((n − 1)θ−k)−

−H(1)
n+1(Ω1rk) cos((n+ 1)θk))],

(29)

σ
(отр)
23 = c44(∂2U

(отр)
3 ) = −μc44(Ω1/2)×

×[

∞∑
n=0

An(H
(1)
n−1(Ω1r0) sin((n− 1)θ0) +H

(1)
n+1(Ω1r0) sin((n + 1)θ0))+

+

∞∑
k=1

∞∑
n=0

An(H
(1)
n−1(Ω1rk) sin((n − 1)θk) +H

(1)
n+1(Ω1rk) sin((n + 1)θk)+

+H
(1)
n−1(Ω1r−k) sin((n − 1)θ−k)+

+H
(1)
n+1(Ω1rk) sin((n+ 1)θk))].

(30)

С учетом симметрии исследуемых полей относительно оси Oξ1 расчет их
характеристик может осуществляться для точек (ξ1, ξ2) с ξ2 ≥ 0, и при этом

r0 = (ξ21 + (μξ2)
2)1/2,

θ0 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

arctg(μξ2/ξ1), ξ1 > 0;

arctg(μξ2/ξ1) + π, ξ1 < 0;

π/2, ξ1 = 0;

10
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r±k = (ξ21 + (μ(ξ2 + 2kh))2)1/2,

θ±k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1), ξ1 > 0, ξ2 + 2kh ≥ 0;

arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1) + π, ξ1 < 0, ξ2 + 2kh ≥ 0;

arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1), ξ1 > 0, ξ2 + 2kh ≤ 0;

arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1) + π, ξ1 < 0, ξ2 + 2kh ≤ 0;

θ±k =

{
arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1), ξ1 = 0, ξ2 + 2kh > 0;

arctg(μ(ξ2 + 2kh)/ξ1), ξ1 = 0, ξ2 + 2kh < 0.

Применение полученных расчетных соотношений является заключительным эта-
пом реализации предлагаемого теоретического алгоритма.
Выводы. На основе использования метода изображений, приема аффинного

преобразования координат для получения из обобщенного метагармонического
волнового уравнения волнового уравнения в классической форме, а также ря-
да специальных соотношений для получения ортогональных контурных разло-
жений, предложен теоретический алгоритм численно-аналитического решения
двумерной краевой задачи о дифракционном рассеянии бегущих симметричных
нормальных волн продольного сдвига на туннельном цилиндрической полости
с эллиптическим поперечным сечением при произвольном соотношении полу-
осей сечения. С его применением решение рассматриваемой задачи сводится к
бесконечной системе линейных алгебраических уравнений относительно коэф-
фициентов представления поля рассеиваемых волн рядом по базисным частным
решениям в цилиндрических функциях для классических волновых уравнений,
получаемых из соответствующих уравнений динамической антиплоской дефор-
мации ортотропной среды путем аффинных преобразований. Получены расчет-
ные соотношения для кинематических и силовых характеристик исследуемых
волновых полей.
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D.S. Vukolov, M.N. Pacheva, V.I. Storozhev
Numerical-analytical methodic for analysis of diffractional scattering of normal shear
waves in the orthotropic layer with the inner tunnel cylindrical cavity of arbitrary
elliptic cross section.

A theoretical algorithm for studying the problem of diffraction scattering of symmetric normal
shear waves on a tunneling inner cylindrical cavity of an arbitrary elliptical section in a rectilinearly
orthotropic deformable layer with flat faces free from mechanical stresses is presented. The methodo-
logy is based on the combined application of integration techniques for generalized metaharmonic
equations in affine-transformed coordinates with solutions written in special cylindrical functions;
obtaining boundary representations of these solutions on smooth curvilinear contours in the form
of orthogonal series ; the use of the method of images and theorems of addition of cylindrical
functions to write specialized representations of solutions of generalized metaharmonic equations
that satisfy homogeneous boundary conditions of a given type on the rectilinear boundaries of the
regions under consideration. The presented version of the theoretical algorithm, in contrast to the
previously developed one, is not based on the initial assumption about the presence of a relationship
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between the ratio of the semi-axes of the elliptical contour of the cavity section and the ratio between
the shear moduli of the orthotropic material of the layer with the directions of mechanical symmetry
collinear to the semi-axes.

Keywords: orthotropic elastic layer, internal tunnel cavity, elliptical cross section, normal shear
waves, diffraction scattering, theoretical numerical-analytical algorithm, image method, affine coordi-
nate transformations, generalized metaharmonic equations, basic solutions in cylindrical functions.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ВБЛИЗИ
ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ВЫРАБОТКИ ВУСЛОВИЯХПОЛЗУЧЕСТИ
АНИЗОТРОПНЫХ ГОРНЫХ ПОРОД

С использованием методики преобразования интегральных уравнений состояния задач вязко-
упругости к уравнениям закона Гука с параметрическими зависимостями деформативных ха-
рактеристик материалов от времени в статье предложено решение задач ползучести в условиях
обобщенной плоской деформации анизотропного полупространства с протяженной выработ-
кой. Представлены численные исследования для свободной и жесткоподкрепленной выработки
эллиптического сечения.
Ключевые слова: ползучесть, релаксация, анизотропный горный массив, горизонтальная
выработка.

Введение. В работе [1] применительно к проблемам ползучести анизотроп-
ных горных массивов с горизонтальными выработками предложена методика
учета свойств геоматериалов деформироваться во времени, базирующаяся на
преобразовании интегральных уравнений состояния в задачах деформирования
вязкоупругих горных пород к уравнениям закона Гука с параметрическими за-
висимостями деформативных характеристик материалов от времени. Предло-
женный подход не требует построения аналитических представлений ядер пол-
зучести и релаксации в специальной форме.

С использованием предложенной методики в данной работе исследовано вяз-
коупругое напряженное состояние массива анизотропных горных пород с про-
тяженной выработкой эллиптического сечения.
1. Модель массива горных пород. Массив горных пород рассматривает-

ся как нижнее полупространство, отнесенное к декартовой системе координат
Ox1x2x3. Начало системы размещено на глубине H, ось Ox2 направлена вер-
тикально вверх, а плоскость Ox1x3 параллельна плоскости, ограничивающей
полупространство. Массив обладает анизотропией общего вида. Наиболее часто
массив горных пород является трансверсально-изотропной средой. Такая среда
может служить моделью слоистого массива осадочного происхождения с плоско-
стями изотропии, параллельными слоям. В предположении, что толщина слоя на
порядок меньше характерного поперечного размера горной выработки, модель
допускает ее использование при исследовании напряженно-деформированного
состояния вблизи горных выработок.

При испытании образцов горных пород на ползучесть их относят к системе
координат Oxyz, когда плоскость Oxy совпадает с плоскостью изотропии и она
горизонтальна, а ось Oz - нормальна к этой плоскости. В этой системе координат
уравнения закона Гука имеют вид
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Определение напряженного состояния вблизи горизонтальной выработки

ε1m = Cmkσ
1
k (m,k = 1, 6). (1)

Ниже приведены значения элементов матрицы Cmk, отличные от нуля:

C11 = C22 = 1/E1, C12 = C21 = −ν1/E1,

C33 = 1/E2, C44 = C55 = 1/G2,

C13 = C31 = C23 = C32 = −ν2/E2,

C66 = 1/G1 = 2(1 + ν1)/E1;

(2)

E1, E2 – модули Юнга для растяжения - сжатия в направлении плоскости изо-
тропии и нормальном к ней; ν1 – коэффициент Пуассона, характеризующий
поперечное сжатие в плоскости изотропии при растяжении в этой плоскости, а
ν2 – при растяжении в направлении, нормальном к плоскости изотропии; G1,
G2 – модули сдвига для плоскости изотропии и нормальной к ней.

Пусть на глубине H пройдена горизонтальная выработка эллиптического по-
перечного сечения. Полагается, что плоскость изотропии расположена под углом
ϕ к горизонту, а выработка направлена под углом ψ к плоскости изотропии.
Систему координат Ox1x2x3 удобнее связать с выработкой. Плоскость Ox1x2
совмещена с поперечным сечением выработки, ось Ox2 направлена вертикально
вверх, а Ox3 вдоль выработки. Переход от системы координат Oxyz к системе
Ox1x2x3 осуществляется путем поворота на угол ϕ вокруг оси Oy = Ox3, а затем
вокруг оси Oz = Ox2 на угол ψ. Упругие постоянные amk получаются из посто-
янных Cmk путем преобразований, возникающих при повороте координатных
осей на углы ϕ и ψ [2]. Если угол наклона плоскости изотропии отличен от нуля
(ϕ �= 0), то в зависимости от направления оси выработки к плоскости изотро-
пии (угол ψ - произволен) уравнения закона Гука в системе координат Ox1x2x3
будут иметь вид уравнений для материала, обладающего общей анизотропией.

При решении задач вязкоупругости уравнения закона Гука (1) необходимо
трансформировать в уравнения состояния следующего вида

e1m = Cmks
1
k (m,k = 1, 6). (3)

Упругие постоянные Cmk заменяются операторами вида Cmk = Cmk(1 +
p∗mk), а напряжения и деформации определяются соотношениями s1k(t = 0) = σ1k,
e1m(t = 0) = ε1m. Интегральный оператор p∗mk имеет вид

p∗mksk (t) =

t∫
0

dpmk (t− τ)

d (t− τ)
sk (τ) dτ. (4)

Значения функции pmk(t) находятся из эксперимента.
Рассмотрение задач установившейся ползучести осуществляется при нагруз-

ках, постоянных во времени. Если нагрузки постоянны, то напряжения sk(τ) в
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(4) можно принять зависимыми от верхнего предела и вынести из под знака
интеграла. Оператор (4) в этом случае будет таким:

p∗mk • 1 =

t∫
0

dpmk (t− τ)

d (t− τ)
• 1 dτ = pmk (t)− 1. (5)

Рассмотривается задача определения значений интегральных операторов p∗mk,
входящих в представления для величин Cmk. Матрица Cmk формируется с по-
мощью технических упругих постоянных (2), которые в процессе длительного
нагружения заменяются временными интегральными операторами. Из экспери-
ментов на ползучесть определяются операторы технических упругих постоян-
ных. В работе [3] приведены результаты экспериментов на ползучесть для образ-
цов различных изотропных горных пород. Экспериментам были подвергнуты об-
разцы наиболее распространенных видов донбасских горных пород: алевролит,
аргиллит, песчаник и известняк. В результате опытов установлено, что горные
породы под воздействием нагрузок, не превосходящих 70 % разрушающих, обна-
руживают свойства ползучести. Величины деформаций ползучести ко времени
ее стабилизации достигают 150-370 % упругих деформаций. Продолжительность
ползучести алевролита и аргиллита составляет до 600 час., песчаника – до 860,
а известняка – 50 час. Процесс ползучести горных пород подчиняется общему
закону линейного деформирования, определяемого уравнениями состояния тео-
рии наследственности Вольтерра. Из элементов Cmk матрицы (1) формируются
временные операторы Cmk в форме Cmk = Cmk[1+p

∗
mk(δmk)], где δmk - регуляр-

ная точка.
Предполагается, что из опыта получена кривая ползучести для величины

C11 = C22 =

= 1/E1 =
1

E1
[1 + p∗11 (δ11)] =

1

E1
pE1(t).

(6)

Здесь pE1 – таблично заданная кривая ползучести для величины 1/E1, получен-
ная из эксперимента.

Из соотношения (6) находится значение интегрального оператора

p∗11(δ11) = pE1(t)− 1. (7)

При решении граничных задач анизотропной теории вязкоупругости возни-
кают трудности, связанные с экспериментальным определением реологических
параметров материалов. Опытные данные, которые имеются в литературе, не со-
держат полной информации о величинах, необходимых для решения задач вяз-
коупругости. Поэтому используются различные допущения относительно реоло-
гических параметров. Например, если экспериментальные значения величины ν1
не известны, то они могут быть определены согласно предположению, что опе-
ратор объемного сжатия является постоянной величиной [4]. Это означает, что
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имеет место равенство (1− 2ν1)/E1 = (1− 2ν1)/E1 из которого находятся

C12 = C21 =

= − ν1

E1

= − ν1
E1

[
1 +

1

2ν1
(pE1(t)− 1)

]
.

(8)

Предполагая, что 1/E1 − 2ν2/E2 = 1/E1 − 2ν2/E2, можно определить

ν2

E2

=
ν2
E2

[
1 +

E2

2E1ν2
(pE1(t)− 1)

]
,

1

E2

=
1

E2

[
1 +

E2

E1
(pE1(t)− 1)

]
.

(9)

Значение оператора C66 определяется через известные операторы по форму-
ле

C66 = 2

(
1

E1

+
ν1

E1

)
. (10)

Для модуля сдвига G2 справедлива следующая формула [5]

1

G2
=

4

E45
− 1− 2ν2

E2
− 1

E1
,

где E45 – значение модуля Юнга при сжатии породного образца в направлении,
составляющем угол 45◦ к плоскости изотропии.

Если считать, что величина 1/E45 = pE45 (t) /E45 также известна из опыта,
то предполагая, что 1/E2 − 2ν2/E2 = 1/E2 − 2ν2/E2, получаются выражения
для операторов

C44 = C55 =

=
1

G2

=
4

E45
pE45 (t)− 1− 2ν2

E2
− 1

E1
pE1 (t) .

Таким образом, получены значения интегральных операторов для компонент
матрицы (3). Дальнейшее преобразование матрицы Cmk осуществляется при
переходе к другим системам координат, поворотом на угол ϕ, а затем на угол
ψ. В результате получается матрица операторных функций amk.

Как видно, в предложенной методике не ставится вопрос о выборе ядер пол-
зучести или релаксации для реальных материалов, обладающих ползучестью.
На основе свойств резольвентных операторов для интегральных уравнений с
ядрами произвольного вида, предложен метод получения решения задач вязко-
упругости путем использования непосредственно экспериментальных данных,
заданных таблично.

Сведения о полном комплекте упругих и реологических характеристик гор-
ных пород, как трансварсально-изотропного тела, весьма малочисленны. Ос-
новная причина – отсутствие опытных данных об операторном модуле G2. На
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отсутствие упругого модуля G2 обращали внимание А.С. Космодамианский [6]
и С.Г. Лехницкий [7]. М.И. Розовский и А.Н. Зорин [8], используя решение для
упругой задачи [9], определили перемещения точек контура эллиптической вы-
работки с учетом линейной ползучести материала. При этом авторы предполо-
жили, что влияние ползучести существенно проявляется лишь под углом 45◦

к плоскости залегания слоев. Это предположение основывалось на многочис-
ленные экспериментальные исследования реологических свойств анизотропных
стеклопластиков. Таким образом, принималось, что все упругие постоянные,
кроме E45, остаются без изменения. Подобное распространение свойств стекло-
пластиков на горные породы, по мнению авторов работы [10], требует обоснова-
ния. В связи с этим, предлагается следующая модель вязкоупругого анизотроп-
ного слоистого материала горных пород.

В работе [3] даны результаты экспериментов по ползучести образцов неко-
торых изотропных горных пород. Измерялась только продольная деформация.
Оператор 1/E1 аппроксимировался с помощью соотношения

1

E1

=
1

E1

[
1 +

δ

1− α
t1−α

]
. (11)

Значения упругих и реологических параметров для материала алевролит равны
E1 = 0.62E, E = 9.8 · 103 МПа, ν1 = 0.2, α = 0.726, δ = 0.0094 сек(α−1).

Операторный коэффициент Пуассона ν1 не определялся. Поэтому матрич-
ные элементы C12 = C21 следует определять из представления (8). Операторный
коэффициент C66 = 1/G1 определяется из соотношения (10). Поскольку для
изотропного материала имеют место равенства ν1 = ν2, E1 = E2, то матрица
уравнений состояния изотропного материала сформирована.

Горные породы по своей структуре анизотропны. Экспериментальные дан-
ные о параметрах ползучести пород малочисленны. В пределах точности изме-
рений для образцов транстропных пород не установлены различия параметров
ползучести по разным направлениям [11]. В данной работе при проведении рас-
четов для транстропных пород используются реологические постоянные, полу-
ченные для изотропных материалов. В качестве такой породы взят алевролит
транстропный (алевролит 2) со следующими упругими постоянными [12]:

e1 = 1.074, e2 = 0.523, g2 = 0.120,

ν1 = 0.413, ν2 = 0.198.

Значения величин E1, E2, G2 выражаются через безразмерные величины e1, e2,
g2 по формулам E1 = e1E, E2 = e2E, G2 = g2E.

Для определения операторных коэффициентов C44 и C55 использовались
опытные данные работы [8]. В этой работе для материала алевролит 2 коэффи-
циент 1/E45 представлен в виде

1

E45

=
1

E45
(1 + λЭ∗

α (−β)) ,
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где

E45 = 0.383E, λ = 6.0246 сут−(1+α),

β = 0.087 сут−(1+α), α = −0.7.

2. Численные исследования. Исследование напряженно-деформирован-
ного состояния проводились для выработки эллиптического сечения в любой
момент времени по методике, изложенной в работе [2]. Расчеты выполнены для
изотропного и транстропного горных пород алевролит и алевролит 2, упругие и
реологические постоянные которых приведены выше.

Незакрепленная выработка. В работе [13] представлены результаты для этих
пород в предположении, что G2 = G2. В работе [8] при исследовании эффектов
ползучести вблизи выработки для трансверсально-изотропного массива счита-
лось, что во времени изменяется только операторный модуль G2, а остальные
остаются константами. В этой же работе представлены результаты инструмен-
тальных наблюдений за смещением контура круговой выработки радиуса 1.85 м,
проведенной на глубине H = 770 м в горной породе алевролит 2. На 200-ые
сутки величины смещений кровли перпендикулярно напластованию (плоскости
изотропии) составили 13.5 см, а боков 5.5 см, причем смещения контура носят
явно затухающий характер.

Для сравнения были проведены исследования смещений контура для анало-
гичной выработки при различных случаях учета операторных коэффициентов
уравнений состояния:

А) без учета сдвиговой ползучести, когда G2 = G2;
Б) учет только сдвиговой ползучести G2, когда Ei = Ei, νi = νi;
В) учет всех параметров Ei, νi, G2.
В таблице 1 приведены значения нормальных контурных смещений в точках

кровли и почвы (θ = ±π/2) и в боках (θ = 0 = π).

Таблица 1
Учет операторных un |θ=0, см un |θ=π/2, см

коэффициентов t = 0 сут t = 200 сут t = 0 сут t = 200 сут

А) -0.45 -1.10 -1.80 -2.56

Б) -0.45 -3.03 -1.80 -7.42

В) -0.45 -6.20 -1.80 -11.02

Как видно, результаты, полученные при учете всех операторных парамет-
ров, в наибольшей степени соответствуют экспериментальным данным. Таким
образом, предложенная методика расчета позволяет по имеющимся испытаниям
образцов горных пород, вмещающих подземную выработку, предсказать вели-
чины смещения ее контура.

Учет различных вариантов существенно влияет также и на изменения напря-
женного состояния вблизи контура выработки. На рисунке 1 приведены эпюры
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Рис. 1.

напряжений sθ/ (γH) на контуре круговой выработки: сплошная линия соот-
ветствует упругому состоянию, штриховая – случаю А), штрих-пунктирная –
случаю Б). Максимальные сжимающие напряжения возникают в боковых точ-
ках контура выработки и к моменту времени t = 200 сут увеличиваются в 2.7
раза по отношению к упругому состоянию. Исследования для различных эл-
липтических форм выработок также показали рост максимальных напряжений
в 2.5 и более раз.

Представленные исследования были проведены для случая, когда плоскость
изотропии параллельна плоскости дневной поверхности (ϕ = 0, ψ = 0). Пред-
ставляют интерес случаи для наклонных пластов и угла поворота выработки
относительно плоскости изотропии. Эпюры напряжений sθ/ (γH) даны на ри-
сунках 2–3.

Рис. 2 Рис. 3
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Рисунок 2 соответствует случаю ϕ = π/4, ψ = 0. Здесь в начальный момент
времени максимальные значения sθ = −2.7137γH возникают в точках, соот-
ветствующих θ = 141◦ и θ = 321◦, а по истечению 200 суток максимальные
sθ = −7.1833γH получаются при θ = 137◦ и θ = 317◦.

На рисунке 3 – ϕ = π/4, ψ = π/4, max sθ (t = 0) = −2.3249γH при θ = 29◦ и
θ = 209◦, max sθ (t = 200 сут) = −5.6165γH в точках θ = 35◦ и θ = 215◦.

Жестко закрепленная выработка. Исследования для жестко подкрепленной
выработки показали, что

1) наибольшие напряжения sn/ (γH), возникающие в кровле и почве выра-
ботки, релаксируют для всех рассмотренных материалов и форм отверстий и
это уменьшение составило до 50% от начального упругого состояния;

2) напряжения sθ/ (γH) имеют тенденцию к росту своих значений в боковых
стенках выработок и могут увеличиться в 2 – 5 раз;

3) касательные напряжения snθ/ (γH) имеют слабое изменение во времени.
Для транстропного материала алевролит 2, где имеются экспериментальные

данные для операторного коэффициента 1/G2, исследования показали, что учет
этого коэффициента не существенно влияет на значения основных напряжений.

В качестве примера в таблице 2 приведены значения напряжений sn/ (γH),
sθ/ (γH) и snθ/ (γH) для изотропного материала алевролит и размеров выра-
ботки a = 1 м и b = 2 м.

Таблица 2
t, ч sn/(γH) sθ/(γH) snθ/(γH)

θ = 0◦ θ = 90◦ θ = 0◦ θ = 90◦ θ = 63◦

0 -0.4545 -2.0909 -0.1136 -0.5227 -0.8180

120 -0.3029 -1.4939 -0.5590 -0.5323 -0.5894

600 -0.2832 -1.3836 -0.6496 -0.5008 -0.5501

В работе [3] для этого случая напряжения

sn (t = 120 ч) |θ=0◦= −0.2815 γH,

sn (t = 120 ч) |θ=90◦= −1.5174 γH,

sn (t = 600 ч) |θ=0◦= −0.2477 γH,

sn (t = 600 ч) |θ=90◦= −1.3769 γH.

Как видно, результаты хорошо согласуются между собой.
Заключение. В данной статье при помощи модели слоистого массива гор-

ных пород осадочного происхождения с плоскостями изотропии, параллельными
слоям, расположенными под различными углами к дневной поверхности, пред-
ложена методика исследования вязкоупругого напряженно-деформированного
состояния, возникающего вблизи горизонтальных выработок эллиптического се-
чения. Для свободной и жестко подкрепленной выработок проведен анализ вли-
яния фактора времени на изменения напряженно-деформированного состояния.
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В результате исследований выявлено, что для случая свободной выработки необ-
ходимо учитывать фактор влияния анизотропии материала во времени, посколь-
ку он приводит к существенному изменению напряженного состояния вблизи
выработки, что противоречит гипотезе о том, что свойства ползучести в ани-
зотропных породах происходят также, как в изотропных, а следовательно, не
меняются во времени. Для жестко подкрепленной выработки фактор времени в
случае рассмотренных материалов является менее существенным.
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Finding the stress state near a horizontal working in conditions of creep of anisotropic
rocks.

Using the technique of transforming the integral equations of state of viscoelasticity problems to
the equations of Hooke’s law with parametric dependences of the deformative characteristics of
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materials on time, the article proposes a solution to creep problems under conditions of generalized
plane deformation of an anisotropic half-space with an extended working. Numerical studies are
presented for free and rigidly fixing excavation of an elliptical section.

Keywords: creep, relaxation, anisotropic rock mass, horizontal excavation.
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МЕТОДИКА ПОЛУЧЕНИЯ НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫХ
ОЦЕНОК ХАРАКТЕРИСТИК НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В
АНИЗОТРОПНЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ВОЛНОВОДАХ С
КОМБИНИРОВАННЫМИ СМЕШАННЫМИ УСЛОВИЯМИ
НА ГРАНИЧНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Для протяженного волновода призматической геометрии из анизотропного монокристалличе-
ского материала кубической системы, на одной из пар противоположных граней которого име-
ются тонкие абсолютно гибкие нерастяжимые покрытия, а на второй паре противоположных
граней заданы условия проскальзывающего закрепления, разработана нечетко-множественная
численно-аналитическая методика получения оценок влияния факторов неопределенности в
виде разбросов исходных физико-механических и геометрических параметров на частотные
распределения фазовых скоростей бегущих нормальных волн при варьировании показателей
изменяемости форм волновых упругих перемещений. Методика базируется на описании пара-
метров с разбросами в виде нечетко-интервальных величин и переходе к нечетко-множествен-
ным аргументам в аналитических представлениях для волновых чисел нормальных волн из
различных ветвей рассматриваемого дисперсионного спектра, реализуемом с применением
альфа-уровневой формы эвристического принципа обобщения. Приведены примеры нечетко-
множественного описания ряда характеристик частотных распределений фазовых скоростей
бегущих нормальных волн для волновода из монокристалла кремния с рассматриваемым ти-
пом граничных условий.
Ключевые слова: нормальные упругие волны, анизотропные призматические волноводы,
материалы кубической системы, прямоугольные сечения, смешанные граничные условия ком-
бинированного типа, проскальзывающие закрепления противоположных граней, гибкие нерас-
тяжимые покрытия противоположных граней, частотные зависимости фазовых скоростей,
влияние разбросов исходных параметров, нечетко-множественная методика, эвристический
принцип обобщения.

Введение и постановка задачи. Разработка усовершенствованных теоре-
тических методик учета разбросов экспериментальных значений физико-механи-
ческих постоянных конструкционных материалов машин, приборов и строитель-
ных сооружений в соответствующих расчетных математических моделях волно-
вой механики деформируемого твердого тела продолжает оставаться актуаль-
ным научным заданием [1 – 6]. Первоочередная причина этого заключается в
том, что информация об указанных разбросах зачастую не имеет корректного
статистического характера, открывающего соответствующие возможности при-
менения методов стохастического вероятностного анализа [7 – 9]. Зачастую по-
добная информация базируется на экспертных оценках и заключениях, либо яв-
ляется результатом статистической обработки маломощных частотных выборок.
В таких случаях одной из возможностей оценки влияния факторов неопределен-
ности экзогенных параметров рассматриваемых моделей является применение
подхода, базирующегося на методах теории нечетких множеств и открывающего
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возможности непосредственного оперирования с неопределенными параметрами
моделей без перехода к их усредненным интегральным характеристикам [10 –
21]. Опыт применения подобной методики к ряду моделей волновой механики
деформируемых сред представляется в публикациях [22 – 24 ].

В контексте представленных соображений, целью настоящей работы явля-
ется конструирование методики нечетко-множественного оценивания критиче-
ских частот и фазовых скоростей нормальных упругих волн, распространяю-
щихся вдоль протяженного пространственного призматического волновода пря-
моугольного сечения из анизотропного материала кубической системы с неопре-
деленными физико-механическими и геометрическими параметрами, на одной
из пар противоположных граней которого имеются тонкие абсолютно гибкие
нерастяжимые покрытия, а на второй паре противоположных граней заданы
условия проскальзывающего закрепления.

Базой исследования является использование прикладной α - уровневой схе-
мы эвристического принципа обобщения [10 – 21] при распространении обла-
стей определения классических функциональных отображений для эндогенных
параметров математических моделей на нечеткие подмножества универсально-
го множества, также гипотеза об описании неопределенных экспериментальных
значений модулей упругости и для материала волновода и его геометрических
параметров нормальными трапецеидальными нечеткими интервалами [18, 20].
1. Анализ рассматриваемой модели распространения нормальных

волн в детерминистической постановке. Рассматривается занимающий в
координатном пространстве Ox1x2x3 область

V = {|x1| ≤ a, |x3| ≤ b, −∞ < x2 <∞} (1)

призматический волновод прямоугольного сечения из прямолинейно-анизотроп-
ного материала кубической системы, имеющий неограниченную длину. Оси Oxj
по предположению ориентированы вдоль упруго-эквивалентных направлений
материала волновода.

Полагается, что на одной из пар противоположных граничных поверхностей
волновода {x1 = ±a, |x3| ≤ b, −∞ < x2 < ∞} имеются тонкие безинерционные
абсолютно гибкие нерастяжимые покрытия, а на второй паре противоположных
граней {|x1| ≤ a, x3 = ±b, −∞ < x2 < ∞} заданы условия проскальзывающего
закрепления.

Моды нормальных упругих волн с круговой частотой ω в рассматриваемом
волноводе описываются решениями краевой задачи относительно комплексных
амплитудных составляющих функций волновых упругих перемещений uj(x1,
x2, x3). Данная краевая задача включает систему уравнений стационарного вол-
нового деформирования

L11u1 + L12u2 + L13u3 = 0,

L11u1 + L12u2 + L13u3 = 0,

L11u1 + L12u2 + L13u3 = 0,

(2)
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L11 = c11∂
2
1 + c44∂

2
2 + c44∂

2
3 +Ω2,

L22 = c44∂
2
1 + c11∂

2
2 + c44∂

2
3 +Ω2,

L33 = c44∂
2
1 + c44∂

2
2 + c11∂

2
3 +Ω2,

L12 = L21 = (c12 + c44)∂1∂2,

L13 = L31 = (c12 + c44)∂1∂3,

L23 = L32 = (c12 + c44)∂2∂3,

а также граничные условия вида

(u2)x1=±a = (u3)x1=±a =

= (c11∂1u1 + c12∂2u2 + c12∂3u3)x1=±a = 0,

(∂1u3 + ∂3u1)x3=±b =

= (∂2u3 + ∂3u2)x3=±b = (u3)x3=±b = 0.

(3)

Удовлетворяющие граничным условиям рассматриваемой краевой задачи ком-
плексные амплитудные функции волновых перемещений могут быть представ-
лены в общем виде

uj(x1, x2, x3) = gj(x1, x3) exp(ikx2)

(j = 1, 3),
(4)

где k – волновое число, с четырьмя различными вариантами задания подмно-
жеств функций gj(x1, x3), отражающими разнотипную комбинированную сим-
метрию форм волновых колебаний относительно ортогональных срединных ли-
ний области прямоугольного сечения:

g
(1)
1mn(x1, x3) = u

(1)
1mn sinλm1x1 sin δn1x3,

g
(1)
2mn(x1, x3) = u

(1)
2mn cos λm1x sin δn1x3,

g
(1)
3mn(x1, x3) = u

(1)
3mn cos λm1x1 cos δn1x3;

(5)

g
(2)
1mn(x1, x3) = u

(2)
1mn sinλm2x1 cos δn2x3,

g
(2)
2mn(x1, x3) = u

(2)
2mn cos λm2x1 cos δn2x3,

g
(2)
3mn(x1, x3) = u

(2)
3mn cos λm2x1 sin δn2x3;

(6)

g
(3)
1mn(x1, x3) = u

(3)
1mn cos λm3x1 sin δn3x3,

g
(3)
2mn(x1, x3) = u

(3)
2mn sinλm3x1 sin δn3x3,

g
(3)
3mn(x1, x3) = u

(3)
3mn sinλm3x1 cos δn3x3;

(7)
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g
(4)
1mn(x1, x3) = u

(4)
1mn cos λm4x1 cos δn4x3,

g
(4)
2mn(x1, x3) = u

(4)
2mn sinλm4x1 cos δn4x3,

g
(4)
3mn(x1, x3) = u

(4)
3mn sinλm4x1 sin δn4x3.

(8)

Параметры λmq, δnq в выражениях (5) – (8) задаются в виде

λm1 = λm2 = (2m− 1)πR∗/(2a), λm3 = λm4 = mπR∗/a,

δn1 = δn3 = (2n − 1)πR∗/(2b), δn2 = δn4 = nπR∗/b

(m, n = 1,∞).

(9)

Для характеризуемых кортежами индексов (j,m, n) семейств исследуемых
нормальных волн уравнения мод в виде зависимостей приведенного волнового
числа k от параметра нормированной круговой частоты Ω следуют из равенств
нулю функциональных определителей

F (j)
mn(k,Ω) = det

∥∥∥Δ(j)
pqmn

∥∥∥ = 0, (10)

в которых

Δ
(j)
11mn = Ω2 − (c11λ

2
mj + c44k

2 + c44δ
2
nj),

Δ
(j)
22mn = Ω2 − (c44λ

2
mj + c11k

2 + c44δ
2
nj),

Δ
(j)
33mn = Ω2 − (c44λ

2
mj + c44k

2 + c11δ
2
nj),

Δ
(1)
12mn = −Δ

(1)
21mn = −ik(c12 + c44)λm1,

Δ
(2)
12mn = Δ

(2)
21mn = ik(c12 + c44)λm2,

Δ
(3)
12mn = −Δ

(3)
21mn = −ik(c12 + c44)λm3,

Δ
(4)
12mn = Δ

(4)
21mn = −ik(c12 + c44)λm4;

Δ
(1)
13mn = Δ

(1)
31mn = (c12 + c44)λm1δn1,

Δ
(2)
13mn = Δ

(2)
31mn = −(c12 + c44)λm2δn2,

Δ
(3)
13mn = Δ

(3)
31mn = −(c12 + c44)λm3δn3,

Δ
(4)
13mn = Δ

(4)
31mn = (c12 + c44)λm4δn4;

Δ
(1)
23mn = −Δ

(1)
32mn = −ik(c12 + c44)δn1,

Δ
(2)
23mn = −Δ

(2)
32mn = ik(c12 + c44)δn2,

Δ
(3)
23mn = −Δ

(3)
32mn = −ik(c12 + c44)δn3,

Δ
(4)
23mn = −Δ

(4)
21mn = ik(c12 + c44)δn4.

(11)
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Для подмножеств {Ω(q)
mnj} (q, j,m, n = 1, 3) критических частот исследуемых

нормальных волн имеют место представления

Ω
(1)
mnj = [c44(λ

2
mj + δ2nj)]

1/2,

Ω
(q)
mnj = [((−1)q(ϑ2mnj − 4ςmnj)

1/2 − ϑmnj)/2]
1/2 (q = 2, 3);

(12)

ϑmnj = −((c11 + c44)(λ
2
mj + δ2nj)),

ςmnj = c11c44(λ
4
mj + δ4nj) + (c211 − c212 − 2c12c44)λ

2
mjδ

2
nj .

(13)

Следующие из (12) параметрические зависимости

k = Φsj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n)

(s = 1, 3; j = 1, 4),
(14)

определяющие ветви дисперсионных спектров для нормальных волн с различ-
ными формами волновых перемещений в сечении волновода, описываются по-
ложительными ветвями решений бикубических уравнений

τ
(j)
1mnk

6 + τ
(j)
2mnk

4 + τ
(j)
3mnk

2 + τ
(j)
4mn = 0(j = 1, 4); (15)

где

τ
(j)
1mn = −c11c244,

τ
(j)
2mn = c11c44(η

(j)
11mn + η

(j)
33mn) + c244η

(j)
22mn + c44((η

(j)
12mn)

2 + (η
(j)
23mn)

2),

τ
(j)
3mn = −c44η(j)11mnη

(j)
22mn − c44η

(j)
22mnη

(j)
33mn − c11η

(j)
11mnη

(j)
33mn+

+2χ
(j)
12mnχ

(j)
13mnχ

(j)
23mn − (χ

(j)
23mn)

2η
(j)
11mn − (χ

(j)
12mn)

2η
(j)
33mn + c11(χ

(j)
13mn)

2,

τ
(j)
4mn = η

(j)
11mnη

(j)
22mnη

(j)
33mn − η

(j)
22mn(χ

(j)
13mn)

2;

(16)

η
(j)
11mn = Ω2 − (c11λ

2
m + c44δ

2
n),

η
(j)
22mn = Ω2 − (c44λ

2
m + c44δ

2
n),

η
(j)
33mn = Ω2 − (c44λ

2
m + c11δ

2
n),

χ
(1)
12mn = χ

(2)
12mn = −χ(3)

12mn = −χ(4)
12mn = −(c12 + c44)λm,

χ
(1)
13mn = −χ(2)

13mn = −χ(3)
13mn = χ

(4)
13mn = −(c12 + c44)λmδn,

χ
(1)
23mn = −χ(2)

23mn = χ
(3)
23mn = −χ(4)

23mn = −(c12 + c44)δn.

(17)
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Соответственно, представления для Φsj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) запи-
сываются в виде

Φ1j(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) =

= [ϕ1jmn − 21/3ϕ3jmn/(3ϕ2jmnτ
(j)
1mn) + ϕ2jmn/(3 · 21/3τ (j)1mn)]

1/2;
(18)

Φqj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) =

= [ϕ1jmn − (1 + (−1)q31/2i)ϕ3jmn/(3 · 22/3ϕ2jmnτ
(j)
1mn)−

−(1 + (−1)q31/2i)ϕ2jmn/(6 · 21/3τ (j)1mn)]
1/2 (q = 2, 3).

(19)

Здесь

ϕ1jmn = ϕ1jmn(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) = −τ (j)2mn/(3τ
(j)
1mn); (20)

ϕ2jmn = ϕ2jmn(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) =

= [−2(τ
(j)
2mn)

3 + 9τ
(j)
1mnτ

(j)
2mnτ

(j)
3mn − 27(τ

(j)
1mn)

2τ
(j)
4mn+

+(4((−(τ
(j)
2mn)

2 + 3τ
(j)
1mnτ

(j)
3mn)

3 + (−2(τ
(j)
23mn

)+

+9τ
(j)
1mnτ

(j)
2mnτ

(j)
3mn − 27(τ

(j)
1mn)

2(τ
(j)
4mn)

2)1/2]1/3;

(21)

ϕ3jmn = ϕ3jmn(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n) =

= −(τ
(j)
2mn)

2 + 3τ
(j)
1mnτ

(j)
3mn.

(22)

В итоге, частотные зависимости для фазовых скоростей бегущих нормаль-
ных волн с различными определяемыми параметрами (j, m, n) формами волно-
вых упругих перемещений в детерминистическом варианте исследуемой модели
описываются соотношениями

υ(j,m,n)
s (ω) = ω/Φsj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n)

(s = 1, 3).
(23)

2. Получение нечетко-множественных оценок для параметрических
частотных распределений фазовых скоростей нормальных волн. Полу-
чение нечетко-множественных оценок для частотных параметрических распре-
делений фазовых скоростей нормальных рассматриваемых волн базируется на
использовании представлений (23) и переходе в них к аргументами, представля-
ющим собой нечеткие величины. Согласно сформулированным ранее предполо-
жениям о существовании разбросов в значениях исходных физико-механических
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и геометрических параметров волновода рассматриваемого типа, вносится гипо-
теза о возможности эффективного описания неопределенных экзогенных пара-
метров рассматриваемой модели c11, c12, c44, ρ, a, b нечеткими нормальными
трапецеидальными интервалами c̃11, c̃12, c̃44, ρ̃, ã, b̃ [16, 18, 20, 21], задаваемы-
ми кортежами реперных точек

c̃11 = (c111, c112, c113, c114),

c̃12 = (c121, c122, c123, c124),

c̃44 = (c441, c442, c443, c444),

ρ̃ = (ρ1, ρ2, ρ3, ρ4),

ã = (a1, a2, a3, a4), b̃ = (b1, b2, b3, b4)

(24)

и представимых разложениями по множествам α − уровня

c̃11 =
⋃

α∈[0,1]
[c11α, c11α], c̃12 =

⋃
α∈[0,1]

[c12α, c12α],

c̃44 =
⋃

α∈[0,1]
[c44α, c44α], ρ̃ =

⋃
α∈[0,1]

[ρ
α
, ρα],

ã =
⋃

α∈[0,1]
[aα, aα], b̃ =

⋃
α∈[0,1]

[bα, bα],

(25)

в которых

c11α = (1− α)c111 + αc112, c11α = αc113 + (1− α)c114;

c12α = (1− α)c121 + αc122, c12α = αc123 + (1− α)c124;

c44α = (1− α)c441 + αc442, c44α = αc443 + (1− α)c444;

ρ
α
= (1− α)ρ1 + αρ2, ρα = αρ3 + (1− α)ρ4;

aα = (1− α)a1 + αa2, aα = αa3 + (1− α)a4;

bα = (1 − α)b1 + αb2, bα = αb3 + (1− α)b4.

(26)

С использованием представлений (25), (26) получение параметрических нечет-
ких оценок υ̃(j,m,n)

s (ω) (s = 1, 3) реализуется путем перехода в функциональных
зависимостях (23) к нечетко-интервальным аргументам с применением α−уро-
вневой формы эвристического принципа обобщения [10 – 21]. В результате для
нечетко-множественных характеристик υ̃(j,m,n)

s (ω) (s = 1, 3) записываются пред-
ставления вида

υ̃(j,m,n)
s (ω) =

⋃
α∈[0,1]

[υ(j,m,n)
sα (ω), υ(j,m,n)

sα (ω)], (27)
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где

υ(j,m,n)
sα (ω) = inf

c11∈[c11α , c11α]

c12∈[c12α , c12α]

c44∈[c44α , c44α]

a∈[aα, aα]

b∈[bα, bα]

ρ∈[ρ
α
, ρα]

{ω/Φsj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n)},

υ(j,m,n)
sα (ω) = sup

c11∈[c11α , c11α]

c12∈[c12α , c12α]

c44∈[c44α , c44α]

a∈[aα, aα]

b∈[bα, bα]

ρ∈[ρ
α
, ρα]

{ω/Φsj(Ω, c11, c12, c44, a, b, m, n)}.
(28)

3. Результаты численных исследований. Разработанная методика не-
четко-множественного описания частотных распределений фазовых скоростей
бегущих нормальных волн в прямоугольном монокристаллическом волноводе
кубической системы с комбинированными смешанными условиями на гранич-
ных поверхностях в качестве примера реализована применительно к случаю вол-
новода из монокристалла кремния при задании следующих нечетко-интерваль-
ных параметров:

c̃11 = (164c∗, 166c∗, 167c∗, 169c∗),

c̃12 = (63c∗, 65c∗, 66c∗, 67c∗),

c̃44 = (77c∗, 79c∗, 80c∗, 82c∗),

ρ̃ = (2.30ρ∗, 2.32ρ∗, 2.33ρ∗, 2.34ρ∗),

c∗ = 109[Па], ρ∗ = 103[кг/м3].

(29)

При этом геометрические параметры размеров сечения волновода a, b рассмат-
ривались как четкие величины без разбросов значений и принимались равными

a = 2l∗, b = 3l∗, b = l∗ = 1[м].

На основе выполненных расчетов для ряда сочетаний значений параметров
(s, j, m, n), идентифицирующих номера мод, типы симметрии и показатели из-
меняемости форм волновых перемещений в сечении волновода, получены опи-
сания частотных параметрических зависимостей для нечетко-множественных
характеристик фазовых скоростей нормальных волн, а также описания вида
функций принадлежности для нечетко-множественных величин υ̃(j,m,n)

s (ω) (s =
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1, 3) при некоторых фиксированных значениях параметра круговой частоты
ω [рад/с]. Так, рисунки 1 – 4 описывают результаты расчетов для случая волн
из моды (s = 1) с типом симметрии (j = 1) и показателями изменяемости
поля перемещений в сечении (m = 1, n = 1). Внешние из пучка четырех ли-
нии на рисунке 1 соответствуют уровням μ = 0 принадлежности соответствую-
щей характеристики υ(j,m,n)

s (ω) к нечеткому множеству ее ожидаемых значений
υ̃
(j,m,n)
s (ω) , то есть ограничивают область носителя υ̃

(1,1,1)
1 (ω) , а внутренние

линии пучка отвечают уровням принадлежности μ = 1 и ограничивают диа-
пазоны наиболее достоверных значений υ

(1,1,1)
1 (ω) при рассматриваемых раз-

бросах исходных параметров. Аналогичной является структура распределений
υ
(j,m,n)
s (ω) ∈ υ̃

(j,m,n)
s (ω) на преследующих нижеприведенных рисунках.

Вид функций принадлежности на рисунках 2 – 4 позволяет сделать выводы
о степени уверенности в достижении соответствующих значений эндогенными
параметрами скоростей при различных значениях параметра циклической ча-
стоты. Из этих рисунков также следует, что разбросы эндогенных параметров
в рассматриваемом случае составляют около 4.5 %, то есть имеют порядок, не
превышающий порядок максимальных разбросов экзогенных параметров.

Рис.1. Распределения
υ
(1,1,1)
1 (ω) ∈ υ̃

(1,1,1)
1 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,1)
1 (ω)

(υ
(1,1,1)
1 (ω))

Рис.2. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
1 (300)

Рис.3. Функция принадлежности
υ̃
(j,m,n)
s (390)

Рис.4. Функция принадлежности
υ̃
(j,m,n)
s (480)
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Результаты расчетов для случая волн из мод (s = 2, s = 3) с типом сим-
метрии (j = 1) и показателями изменяемости поля перемещений в сечении
(m = 1, n = 1) представлены соответственно на рисунках 5 – 12. Эти ветви
отвечают квазипоперечным нормальным волнам. Уровни скоростей волн этого
типа ниже относящихся к моде (s = 1).

Рис.5. Распределения
υ
(1,1,1)
2 (ω) ∈ υ̃

(1,1,1)
2 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,1)
2 (ω)

(υ
(1,1,1)
2 (ω))

Рис.6. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
2 (300)

Рис.7. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
2 (390)

Рис.8. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
2 (480)

Рис.9. Распределения
υ
(1,1,1)
3 (ω) ∈ υ̃

(1,1,1)
3 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,1)
3 (ω)

(υ
(1,1,1)
3 (ω))

Рис.10. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
3 (300)
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Рис.11. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
3 (390)

Рис.12. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,1)
3 (480)

На рисунках 13 – 24 отражены результаты аналогичных численных иссле-
дований для трех мод (s = 1, 3) нормальных волн с типом симметрии (j = 1)
и показателями изменяемости (m = 1, n = 2). В отношении данных распреде-
лений сохраняются выше сформулированные заключения относительно обнару-
живаемого порядка разбросов значений эндогенных параметров.

Рис.13. Распределения
υ
(1,1,2)
1 (ω) ∈ υ̃

(1,1,2)
1 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,2)
1 (ω)

(υ
(1,1,2)
1 (ω))

Рис.14. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
1 (300)

Рис.15. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
1 (390)

Рис.16. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
1 (480)
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Рис.17. Распределения
υ
(1,1,2)
2 (ω) ∈ υ̃

(1,1,2)
2 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,2)
2 (ω)

(υ
(1,1,2)
2 (ω))

Рис.18. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
2 (300)

Рис.19. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
1 (390)

Рис.20. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
2 (480)

Рис.21. Распределения
υ
(1,1,2)
2 (ω) ∈ υ̃

(1,1,2)
2 (ω) с показателями

μ
υ̃
(1,1,2)
3 (ω)

(υ
(1,1,2)
3 (ω))

Рис.22. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
3 (300)

Анализ результатов, представленных на рисунках 1 – 24, наряду с данными о
характеристиках разбросов значений исследуемых фазовых скоростей, позволя-
ет заключить, что рассмотренный вариант изменения формы волновых движе-
ний существенно сказывается на значениях скоростей нормальных волн квази-
продольного типа и в малой степени оказывает влияния на диапазоны возмож-
ных значений скоростей квазипоперечных нормальных волн из различающихся
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Рис.23. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
3 (390)

Рис.24. Функция принадлежности
υ̃
(1,1,2)
3 (480)

формами однопорядковых мод с показателем симметрии (j = 1), в том числе
на размеры носителей описываемых нечетких множеств, диапазоны модальных
значений и на итоговые показатели нечеткости.
Выводы. Результатом описанных в работе исследований является разра-

ботка нечетко-множественной численно-аналитической методики учета разбро-
сов в значениях исходных физико-механических и геометрических параметров
на частотные распределения фазовых скоростей бегущих нормальных волн в
протяженном волноводе призматической геометрии из анизотропного монокри-
сталлического материала кубической системы с тонкими безинерционными абсо-
лютно гибкими нерастяжимыми покрытиями на граничных поверхностях. Пред-
лагаемый подход основывается на описании параметров с разбросами нечетко-
интервальными величинами и применении альфа-уровневой формы эвристиче-
ского принципа обобщения при переходе к нечетко-множественным аргументам
в аналитических представлениях волновых чисел для различных ветвей рас-
сматриваемого дисперсионного спектра. Рассмотрены примеры нечетко-множе-
ственного описания фазовых скоростей бегущих нормальных волн для волново-
да из монокристалла кремния с разбросом значений физико-механических па-
раметров при варьировании показателей изменяемости форм волновых упругих
перемещений. Получаемые в результате применения предложенной методики
оценки дают возможность установить диапазоны наиболее достоверных откло-
нений в значениях анализируемых скоростей при заданных разбросах исходных
физико-механических и геометрических параметров, а также определить для
значений анализируемых характеристик предельные границы возможных раз-
бросов на минимальном уровне уверенности. Методика позволяет использовать
неопределённую исходную информацию экспертного характера и получать адек-
ватные оценки разбросов эндогенных параметров, имеющие сходный порядок с
разбросами значений экзогенных параметров модели.
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S.V. Storozhev, S.B. Nombre, S.A. Priymenko
Methodology of obtaining fuzzy-set estimates of normal waves in anisotropic rectangular
waveguides with combined mixed conditions on boundary.

For an long waveguide of prismatic geometry made of an anisotropic monocrystalline material of
a cubic system, on one of the pairs of opposite faces of which there are thin absolutely flexible
inextensible coatings, and on the second pair of opposite faces, slip anchoring conditions are
specified, a fuzzy-set method for obtaining estimates of the influence of uncertainty factors in the
form of scatter errors of the exogenous physical, mechanical and geometric parameters on the
frequency distributions of the phase velocities of the traveling normal waves has been developed.
The technique is based on the description of parameters with scatter errors in the form of fuzzy
interval values and of the transition to fuzzy set arguments in analytical representations for the
wave numbers of normal waves from different branches of the considered dispersion spectrum. The
alpha-level form of the heuristic generalization principle in fuzzy set theory is used. Examples of
fuzzy-set description of a number of characteristics of frequency distributions of phase velocities of
traveling normal waves for a waveguide made of a silicon single crystal with the type of boundary
conditions under consideration are given.

Keywords: normal elastic waves, anisotropic prismatic waveguides, materials of a cubic system,
rectangular cross sections, mixed boundary conditions of a combined type, slipping fixings of opposite
faces, flexible inextensible coatings of opposite faces, frequency dependencies of phase velocities,
influence of scatter errors of exogenous parameters, fuzzy-multiple technique, heuristic generalization
principle.
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НОРМАЛЬНЫЕ КРУТИЛЬНЫЕ ВОЛНЫ В
ФУНКЦИОНАЛЬНО ГРАДИЕНТНЫХ ЦИЛИНДРАХ
КРУГОВОГО И КОЛЬЦЕВОГО СЕЧЕНИЙ

Процесс распространения крутильных волн описывается на основе полной системы урав-
нений линейной динамической теории упругости. Модуль сдвига и плотность изотропного ма-
териала волновода задаются экспоненциально-степенной функцией от радиальной координа-
ты. Базисные решения уравнений модели для двух случаев закона экспоненциально-степенной
неоднородности определяются через специальные функции. Представлены также дисперси-
онные соотношения, описывающие спектры гармоник нормальных волн для случаев жестко
закрепленной и свободной граничной поверхности.
Ключевые слова: функционально-градиентные материалы, изотропия, сплошной волновод,
полый волновод, нормальные волны, базисные решения, дисперсионные соотношения, специ-
альные функции.

Введение. Упругие тела цилиндрической геометрии представляют собой
важнейший по фундаментальной и прикладной значимости класс объектов ма-
тематического моделирования в волновой механике деформируемых сред. В
классическом случае однородного изотропного либо трансверсально-изотропного
материала уравнения, определяющие модели указанного класса задач, разре-
шимы через цилиндрические функции. Для построения общих аналитических
решений системы дифференциальных уравнений указанных моделей при пере-
ходе к рассмотрению нового поколения функционально-градиентных материа-
лов оказался плодотворным подход, основанный на задании специального вида
функционального закона радиального изменения физико-механических харак-
теристик материала волновода. Таким способом построены в аналитическом ви-
де базисные решения модели для случаев осесимметричных нормальных волн
крутильного и продольно-сдвигового типов в трансверсально-изотропных ци-
линдрах [1,2], а также неосесимметричных нормальных волн в цилиндрически
ортотропных цилиндрах [3] с экспоненциальным законом радиальной неодно-
родности материала волновода. В данном исследовании строятся представления
через специальные функции для базисных решений модели распространения
крутильных волн в сплошных и полых протяженных цилиндрах в двух случа-
ях экспоненциально-степенного закона радиальной неоднородности изотропного
материала волновода.
1. Постановка задачи. В нормированной параметром R∗ безразмерной ци-

линдрической системе координат Orθz рассматриваются два типа цилиндриче-
ских волноводов: сплошные, имеющие в поперечном сечении форму круга ра-
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диуса R (R∗ = R), занимающие область V

V = {r ∈ [0, 1] , θ ∈ [−π, π] , z ∈ (−∞,∞)} (1)

с граничной поверхностью Γ

Γ = {r = 1, θ ∈ [−π, π] , z ∈ (−∞,∞)} ; (2)

полые, имеющие в поперечном сечении форму концентрического кругового коль-
ца с радиусами R1 и R2, занимающие область V

V = {r ∈ [R1/R∗, R2/R∗] , θ ∈ [−π, π] , z ∈ (−∞,∞)} ,
V ⊆ {r ∈ [1− h, 1 + h] , θ ∈ [−π, π] , z ∈ (−∞,∞)} ,

(3)

с граничной поверхностью Γ

Γ = Γ(1) ∪ Γ(2),

Γ(j) = {r = Rj/R∗, θ ∈ [−π, π] , z ∈ (−∞,∞)}(
j = 1, 2

)
.

(4)

Для полых волноводов на нормирующий параметр R∗ накладываются ограни-
чения R1 ≤ R∗ ≤ R2 и R2/2 < R∗, а также определяется безразмерный параметр

h = max {1−R1/R∗, R2/R∗ − 1} (0 < h < 1) .

Полагается, что изотропный материал волноводов является функционально-
неоднородным в радиальных направлениях по следующим физико-механическим
характеристикам (ν = const)

ρ (r) = ρ̃ exp (fλ,q (r)) ,

G (r) = G̃ exp (fλ,q (r)) .
(5)

При этом в представлениях (5) для сплошных и полых волноводов задаются
свои функциональные законы соответственно

fλ,q (r) = λ rq (6)

и
fλ,q (r) = λ ((r − 1) /h)q . (7)

В представленных соотношениях ρ (r) и G (r) – соответственно плотность и
нормированный параметром c∗ модуль сдвига неоднородного материала; ρ̃ и
G̃ соответственно плотность и нормированный параметром c∗ модуль сдвига
однородного материала, ν – коэффициент Пуассона. Параметры λ (λ ∈ R) и q
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(q ∈ {0} ∪ N) в соотношениях (6), (7) характеризуют соответственно относитель-
ный максимальный уровень и форму локализации в теле волновода радиальной
неоднородности материала.

Пространственная линейная математическая модель динамического напря-
женно-деформированного состояния упругих тел с усложненными физико-меха-
ническими свойствами в системах нормированных безразмерных цилиндриче-
ских координат Orθz для случая осесимметричных крутильных волн

ur = uz = 0,

εrr = εθθ = εzz = εrz = 0,

σrr = σθθ = σzz = σrz = 0

включает уравнение движения

∂rσrθ + ∂zσθz + 2r−1σrθ −
(
ρR2

∗
/
c∗
)
∂2t uθ = 0, (8)

соотношения линейного закона Гука

σθz = Gεθz , σrθ = Gεrθ, (9)

определения для компонент тензора малых деформаций

εθz = ∂zuθ, εrθ =
(
∂r − r−1

)
uθ. (10)

В представлениях (8) – (10) uθ – отнесенная к нормирующему параметру R∗
отличная от нуля безразмерная компонента вектора перемещений; σθz и σrθ –
отнесенные к нормирующему параметру c∗ отличные от нуля безразмерные ком-
поненты тензора напряжений на основных площадках цилиндрической системы
координат; εθz и εrθ – отличные от нуля компоненты тензора деформаций; t –
время; ∂j = ∂/∂j (j = r, z, t).

Представленная модель включает также однородные граничные условия сво-
бодной

σrθ|(r, θ, z)∈Γ = 0, (11)

либо жестко закрепленной
uθ|(r, θ, z)∈Γ = 0 (12)

граничной поверхности волновода. В соотношениях (11), (12) Γ – соответству-
ющая типу рассматриваемого волновода граничная поверхность, определяемая
соответственно представлениями (2) либо (4).

В рамках представленной модели для исследуемых нормальных волн кру-
тильного типа вдоль оси Oz в радиально неоднородных сплошных и полых про-
тяженных цилиндрах с круговой частотой ω и нормированным параметром R∗
продольным волновым числом k̃

(
k̃ ∈ C

)
с целью построения базисных решений
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уравнений (8) – (10) вводятся комплексные представления

uθ (r, z, t) = exp
(
−δfλ,q (r)− iω t+ ik̃z

)
ũ
(TW )
θ (r) ,

[
σθz (r, z, t)
σrθ (r, z, t)

]
= exp

(
(1− δ) fλ,q (r)− iω t+ ik̃z

) [
i 0
0 1

][
σ̃
(TW )
θz (r)

σ̃
(TW )
rθ (r)

]
.

(13)

2. Базисные решения для сплошных волноводов. В результате после-
довательной подстановки соотношений (9), (10) в уравнение (8) с учетом соот-
ношений (6), (13) получается уравнение(

r2d2r + (1 + (1− 2δ)λqrq) rdr + κ23r
2 − 1−

−λqrq (1 + δq + δ (1− δ)λqrq)) ũ
(TW )
θ (r) = 0,

(14)

где κ23 = Ω2 − k̃2, Ω2 = ρ̃ ω2R2∗
/(

c∗G̃
)
, dr = d/dr. В частных случаях q = 0

(однородный материал), q = 1 и q = 2 (неоднородный материал) уравнение (14)
имеет решение в специальных функциях.

При q = 0 уравнение (14) представляет собой классическое уравнение Бессе-
ля [4] (

d2r + r−1dr + κ23 − r−2
)
ũ
(TW )
θ (r) = 0. (15)

Следовательно, известные решения целевой задачи, записанные с использова-
нием функций Бесселя Jn (z), допустимо представить через базисные решения
так:

ũ
(TW )
θ (r) = b ũ

(TW,B)
θ (r) ,[

σ̃
(TW )
θz (r)

σ̃
(TW )
rθ (r)

]
= b S̃(TW,B) (r) .

(16)

Здесь b – произвольная константа; ũ(TW,B)
θ (r) и S̃(TW,B) (r) – соответственно

скалярное и векторное (столбец) базисные решения целевой задачи следующего
вида

ũ
(TW,B)
θ (r) = κ3

[
Y

(TW )
0 (r)

]
2
,

S̃(TW,B) (r) = P
(TW )
0 (r)Y

(TW )
0 (r) ,

(17)

где

P
(TW )
0 =

[
0 k̃κ3G̃

κ23G̃ −2κ3r
−1G̃

]
,

Y
(TW )
0 (r) =

[
J0 (κ3r)
J1 (κ3r)

]
.

(18)
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При q = 1 (λ �= 0) уравнение (14) принимает вид

(d2r +
(
(1− 2δ) λ+ r−1

)
dr + κ23 − δ (1− δ)λ2−

− (1 + δ)λr−1 − r−2)ũ
(TW )
θ (r) = 0.

(19)

Рассматриваются два случая.
Если λ2 �= 4κ23, то в уравнении (19) вводится замена функции

ũ
(TW )
θ (r) =

(
exp ((δ − 1/2)λr)

/√
r
)
f (r) (20)

с последующей заменой переменной r = ξ/γ, где

γ =
√
λ2 − 4κ23. (21)

В результате (19) преобразуется в уравнение Уиттекера [4]
(
d2ξ − 1/4 + ν/ξ +

(
1/4− μ2

) /
ξ2
)
f (ξ) = 0 (22)

с параметрами
ν = −3λ/ (2γ), μ = 1. (23)

Базисным решением уравнения (22) в области с точкой начала координат явля-
ется функцией Уиттекера Mν, μ (ξ). Значит, базисные решения целевой задачи с
учетом представлений (16), (20) – (23) в этом случае принимают такой вид

ũ
(TW,B)
θ (r) =

(
exp ((δ − 1/2)λr)

/√
r
) [
Y(TW )

1 (r)
]
1
,

S̃(TW,B) (r) =
(
exp ((δ − 1/2)λr)

/√
r
)
P(TW )

1 (r)Y(TW )
1 (r) ,

(24)

где

P(TW )
1 =

[
k̃G̃ 0(

1− λγ−1
) (
γ − 3r−1

)
G̃
/
2 3

(
1− λγ−1

)
r−1G̃

/
2

]
,

Y(TW )
1 (r) =

[
Mν, μ (γr)
Mν+1, μ (γr)

]
.

(25)

Если λ2 = 4κ23, то в уравнении (19) вводится такая замена функции

ũ
(TW )
θ (r) = exp ((δ − 1/2)λr) f (r) (26)

с последующей заменой переменной r = ξ2
/
6. В результате (19) преобразуется

в уравнение Бесселя [4] такого вида(
d2ξ + ξ−1dξ − 4ξ−2 − λ

)
f (ξ) = 0. (27)
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Значит, базисные решения целевой задачи с учетом представлений (16), (26),
(27) в этом случае записывается так:

ũ
(TW,B)
θ (r) = exp ((δ − 1/2)λr)J2

(√−6λr
)
,

S̃
(TW,B)

(r) = exp ((δ − 1/2)λr)P(TW )
1 (r)Y(TW )

1 (r) ,
(28)

где

P(TW )
1 =

⎡
⎣ −k̃ G̃ 2k̃ G̃

/√−6λr(
λ+ 4r−1

)
G̃
/
2 −4

(
λ+ r−1

)
G̃
/√−6λr

⎤
⎦ ,

Y(TW )
1 (r) =

[
J0

(√−6λr
)

J1
(√−6λr

) ]
.

(29)

При q = 2 (λ �= 0) уравнение (14) принимает следующий вид

(d2r +
(
2 (1− 2δ) λr + r−1

)
dr − 4δ (1− δ) λ2r2 + κ23−

−2 (1 + 2δ) λ− r−2)ũ
(TW )
θ (r) = 0.

(30)

После введения замены функции

ũ
(TW )
θ (r) =

(
exp

(
(δ − 1/2)λr2

) /
r
)
f (r) (31)

и последующей замены переменной r =
√
ξ/λ уравнение (30) также преобразу-

ется в уравнение Уиттекера (22) с параметрами

ν = κ23
/
(4λ)− 1, μ = 1/2. (32)

Базисные решения целевой задачи с учетом представлений (16), (31), (32) в этом
случае записываются так:

ũ
(TW,B)
θ (r) =

(
exp

(
(δ − 1/2)λr2

) /
r
) [
Y(TW )

2 (r)
]
1
,

S̃
(TW,B)

(r) =
(
exp

(
(δ − 1/2)λr2

) /
r
)
P(TW )

2 (r)Y(TW )
2 (r) ,

(33)

где

P(TW )
2 =

[
k̃G̃ 0(

δλ (2r − 1)− 2 (ν + 1) r−1
)
G̃ 2 (ν + 1) r−1G̃

]
,

Y(TW )
2 (r) =

[
Mν, μ

(
λr2

)
Mν+1, μ

(
λr2

) ]
.

(34)

Следует отметить, что представления (24), (28) и (33) имеют общее свойство
– при значении параметра δ = 1/2 они не содержат экспоненциальной составля-
ющей.

44



Нормальные волны в функционально градиентных цилиндрах

3. Базисные решения для полых волноводов. После подстановки со-
отношений (9), (10) в уравнение (8) с учетом соотношений (7), (13) получается
уравнение следующего вида(

r2d2r +
(
1 + (1− 2δ) λqh−qr (r − 1)q−1

)
rdr − 1 + κ23r

2+

+λqh−qr (r − 1)q−2 (1 + δ − (1− δq) r − δ (1− δ)λqh−qr (r − 1)q
))×

×ũ(TW )
θ (r) = 0 (r ∈ (r1, r2)) .

(35)

Здесь используется некоторая область (r1, r2) изменения переменной r, удовле-
творяющая требованиям 0 < r1 < 1−h < 1+h < r2 < 2. В частных случаях q = 0
(однородный материал), q = 1 и q = 2 (неоднородный материал) общее реше-
ние этого уравнения также записывается в замкнутой форме с использованием
специальных функций.

При q = 0 уравнение (35) представляет собой классическое уравнение Бес-
селя (15). Следовательно, известные решения целевой задачи, выражающиеся
через функции Бесселя Jn (z) и Yn (z), допустимо определить через базисные
решения так:

ũ
(TW )
θ (r) =

[
Ũ

(TW,B)
(r)B

]
1,1
,

[
σ̃
(TW )
θz (r)

σ̃
(TW )
rθ (r)

]
= S̃

(TW,B)
(r) B

(r ∈ (r1, r2)) .

(36)

ЗдесьB – произвольный вектор-столбец второго порядка; Ũ
(TW,B)

(r) и S̃
(TW,B)

(r)
– матричные второго порядка искомые базисные решения целевой задачи сле-
дующего вида

Ũ
(TW,B)

(r) = κ3

[
Y(TW )

0 (r)
]
2,1..2

,

S(TW,B) (r) = P(TW )
0 (r)Y(TW )

0 (r) .

(37)

В представлениях (37) P(TW )
0 – определяемая соотношениями (18) матрица;

Y(TW )
0 (r) – матричная функция вида

Y(TW )
0 (r) =

[
J0 (κ3r) Y0 (κ3r)
J1 (κ3r) Y1 (κ3r)

]
. (38)

При q = 1 (λ �= 0) уравнение (35) принимает вид(
d2r +

(
(1− 2δ) λh−1 + r−1

)
dr + κ23 − δ (1− δ)λ2h−2−

− (1 + δ) λh−1r−1 − r−2
)
ũ
(TW )
θ (r) = 0

(r ∈ (r1, r2)) .

(39)
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Рассматриваются два случая.
Если

λ2h−2 �= 4κ23, (40)

то в уравнении (39) вводится замена функции

ũ
(TW )
θ (r) =

(
exp

(
(δ − 1/2)λh−1r

) /√
r
)
f (r) (41)

с последующей заменой переменной

r = ξ/γ, γ =
√
λ2h−2 − 4κ23. (42)

В результате (39) преобразуется в уравнение Уиттекера (22) с параметрами

ν = −3λh−1
/
(2γ), μ = 1, (43)

общее решение которого записывается через функции Уиттекера [4] в виде

f (ξ) = b1Mν,μ (ξ) + b2Wν,μ (ξ) . (44)

Здесь bj
(
j = 1, 2

)
– произвольные постоянные. Значит, базисные решения урав-

нений модели с учетом соотношений (36), (40) – (44) в этом случае имеют вид

Ũ
(TW,B)

(r) =

=
(
exp

(
(δ − 1/2)λh−1r

) /√
r
)
[Mν,μ (γr) ,Wν,μ (γr)] ,

S(TW,B) (r) =

=
(
exp

(
(δ − 1/2)λh−1r

) /√
r
) [
P(TW )

1 (r)Y(TW )
1 (r) , P̃

(TW )
1 (r) Ỹ

(TW )
1 (r)

]
(r ∈ (r1, r2)) ,

(45)

где

P(TW )
1 (r) =

⎡
⎣ k̃G̃ 0(

1− λh−1γ−1
) (
γ − 3r−1

)
G̃
/
2 3

(
1− λh−1γ−1

)
r−1G̃

/
2

⎤
⎦ ,

P̃
(TW )
1 (r) =

⎡
⎣ k̃G̃ 0(

1− λh−1γ−1
) (
γ − 3r−1

)
G̃
/
2 −r−1G̃

⎤
⎦ ,

Y(TW )
1 (r) =

[
Mν,μ (γr)

Mν+1,μ (γr)

]
,

Ỹ
(TW )
1 (r) =

[
Wν,μ (γr)
Wν+1,μ (γr)

]
.

(46)
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Если же
λ2h−2 = 4κ23, (47)

то после замены функции

ũ
(TW )
θ (r) = exp

(
(δ − 1/2)λh−1r

)
f (r) (48)

и последующей замены переменной r = ξ2/6 уравнение (39) преобразуется в
уравнение Бесселя такого вида [4](

d2ξ + ξ−1dξ − 4ξ−2 − λh−1
)
f (ξ) = 0, (49)

общее решение которого записывается через функции Бесселя

f (ξ) = b1J2

(
ξ
√
−λh−1

)
+ b2 Y2

(
ξ
√

−λh−1
)
. (50)

Здесь bj
(
j = 1, 2

)
– произвольные постоянные. Значит, базисные решения урав-

нений модели с учетом соотношений (36), (47) – (50) в этом случае запишутся
так:

Ũ
(TW,B)

(r) =

= exp
(
(δ − 1/2)λh−1r

) [
J2

(√
−6λh−1r

)
, Y2

(√
−6λh−1r

)]
,

S(TW,B) (r) = exp
(
(δ − 1/2)λh−1r

)
P(TW )

1 (r)Y(TW )
1 (r)

(r ∈ (r1, r2)) ,

(51)

где

P(TW )
1 =

⎡
⎣ −k̃ G̃ 2k̃ G̃

/√−6λh−1r(
λh−1 + 4r−1

)
G̃
/
2 −4

(
λh−1 + r−1

)
G̃
/√−6λh−1r

⎤
⎦ ,

Y(TW )
1 (r) =

[
J0

(√−6λr
)

Y0
(√−6λr

)
J1

(√−6λr
)

Y1
(√−6λr

)
]
.

(52)

При q = 2 (λ �= 0) уравнение (35) принимает вид(
d2r +

(
1− 2λh−2 (2δ − 1) r (r − 1)

)
r−1dr −

(
1− 2λh−2 (δ + 1) r−

− (
κ23 + 2λh−2

(
2δ

(
(δ − 1)λh−2 − 1

) − 1
))
r2−

−4δλ2h−4 (δ − 1) r3 (r − 2)
))
ũ
(TW )
θ (r) = 0

(r ∈ (r1, r2)) .

(53)

В уравнении (53) вводится замена функции

ũ
(TW )
θ (r) = r exp

(
(δ − 1)λh−2r (r − 2)

)
f (r) . (54)
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с последующей заменой переменной

r = −ξh
/√

λ. (55)

В результате (53) преобразуется в биконфлюэнтное уравнение Гойна [5](
d2ξ +

(
1 + α̃− β̃ ξ − 2ξ2

)
ξ−1dξ+

+
(
(γ̃ − α̃− 2) ξ −

(
δ̃ + (1 + α̃) β̃

)/
2
)
ξ−1

)
f (ξ) = 0

(56)

с параметрами

α̃ = 2, β̃ = 2h−1
√
λ,

γ̃ = κ23λ
−1h2 − 4, δ̃ = 6h−1

√
λ.

(57)

Сингулярными точками этого уравнения являются точки ξ = 0 (регулярная
сингулярность) и ξ = ∞ (иррегулярная сингулярность) [5]. Локальным (фробе-
ниусовским) в окрестности регулярной особой точки ξ = 0 решением уравнения
(56) является функция Гойна H

(
α̃, β̃, γ̃, δ̃, ξ

)
, которая может быть представле-

на в виде разложения в степенной ряд в окрестности начала координат ξ = 0,
сходящийся во всей комплексной плоскости [5]. Второе, линейно независимое ре-
шение уравнения (56) в области 0 < |ξ| < ∞ с учетом соотношений (57) может
быть представлено так [5]:

H
(
α̃, β̃, γ̃, δ̃, ξ

)
=

∫
exp (ξ (ξ + β)) ξ−3H

(
α̃, β̃, γ̃, δ̃, ξ

)−2
dξ. (58)

Таким образом, базисные решения уравнений модели в рассматриваемом случае
неоднородности с учетом соотношений (36), (54), (55), (57), (58) могут быть
представлены в таком виде

Ũ
(TW,B)

(r) = r exp
(
(δ − 1)λh−2r (r − 2)

)×
×

[
F (r)

F (r)
∫
exp

(
λh−2r (r − 2)

)
r−3F (r)−2dr

]T
,

F (r) = H
(
2, β̃, γ̃, 3β̃,−β̃r

/
2
)

(r ∈ (r1, r2)) .

(59)

Компоненты матричной функции S̃
(TW,B)

(x) для представлений (36) вычисля-
ются с использованием (59) и полученных на основании выражений (9), (10),
(13) дифференциальных соотношений.
4. Получение дисперсионных соотношений. Представленная матема-

тическая модель волновых процессов в протяженных сплошных и полых цилин-
драх включает граничные условия вида (11) либо (12). С учетом полученных
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представлений для решений уравнений модели через базисные решения, ука-
занные однородные граничные условия порождают трансцендентное уравнение,
определяющее дисперсионный спектр целевой задачи. В случае сплошного вол-
новода с учетом соотношений (13), (16) и b = 1 получается уравнение соответ-
ственно вида [

S̃
(TW,B)

(1)
]
2
= 0,

либо
ũ
(TW,B)
θ (1) = 0.

В случае полого волновода с учетом соотношений (13), (36) помимо указанного
дисперсионного уравнения вида det (A) = 0, где A определяется соответственно
соотношением

A =

⎡
⎢⎣

[
S̃
(TW,B)

(r̃1)
]
2,(1..2)[

S̃
(TW,B)

(r̃2)
]
2,(1..2)

⎤
⎥⎦ ,

либо

A =

[
Ũ

(TW,B)
(r̃1)

Ũ
(TW,B)

(r̃2)

]
,

где r̃j = Rj/R∗ (j = 1, 2), получается также однородное алгебраическое матрич-
ное уравнение AB = Ô для определения векторного коэффициента B.
Выводы. Для задач о распространении нормальных крутильных волн в изо-

тропных цилиндрах кругового и кольцевого сечений для двух специальных слу-
чаев экспоненциально-степенной радиальной неоднородности материала в за-
мкнутой форме построены базисные решения уравнений волновой динамики,
представленные через функции Бесселя, Уиттекера и интегралы биконфлюэнт-
ного уравнения Гойна. Полученные результаты перспективны для использова-
ния в прикладных исследованиях, связанных с расчетами характеристик вол-
новодных компонентов акустоэлектронных устройств, анализа моделей ультра-
акустической диагностики.
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I.A. Moiseyenko
Normal torsional waves in functionally gradient cylinders of circular and annular cross-
sections.

The process of propagation of torsional waves is described on the basis of a complete system of
linear dynamical equations of elasticity theory. The shear modulus and density of the isotropic
material of the waveguide are taken as an exponentially-power functions of the radial coordinate.
Basic solutions of the model equations for two cases of the law of exponential-power inhomogeneity
are determined through special functions. The dispersion relations describing the harmonic spectra
of normal waves in the case of free and rigidly fixed of boundary surface, is presented.

Keywords: FGMs, isotropy, solid waveguide, hollow waveguide, normal waves, basic solutions,
dispersion relations, special functions.
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