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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ПРОДОЛЬНОЙ ТРЕЩИНЫ
НА ВНЕШНЕЙ ПОВЕРХНОСТИ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА

Методом конечных элементов решена задача о распределении коэффициента интенсивности
напряжений по фронту полуэллиптической продольной трещины, расположенной на внеш-
ней поверхности полого цилиндра, внутренняя поверхность которого подвержена давлению.
Расчет выполнен в программном комплексе ANSYS. Получены зависимости механических ха-
рактеристик от локализации трещины, в частности, угла ее наклона относительно оси цилин-
дра и схемы нагружения модели. Предложенный информационно-системный подход позволил
получить достаточно точное распределение напряжений в области начального надреза на по-
верхности цилиндра по фронту трещины и в ее вершинах с учетом эффекта раскрытия, а
также вычислить коэффициенты интенсивности напряжений при одноосном растяжении по
фронту полуэллиптической краевой продольной трещины. Предложены практические реко-
мендации относительно геометрических параметров модели и схемы нагружения.
Ключевые слова: метод конечных элементов (МКЭ), эллиптическая трещина, коэффици-
ент интенсивности напряжений, фронт трещины, полый цилиндр.

Введение. Для описания поведения объектов, имеющих поверхностные де-
фекты в зонах конструктивных концентраторов напряжений, необходимо учи-
тывать совокупность таких факторов, как распределение напряжений по тол-
щине элемента, форма дефекта и значение коэффициента интенсивности напря-
жений (КИН) по контуру поверхностного дефекта. Известно, что КИН позво-
ляет установить взаимосвязь между условиями нагрузки материала в вершине
трещины, а также с геометрией и напряженным состоянием тела, содержащего
трещину. Распределение КИН по фронту трещин позволяет оценить трещино-
стойкость и живучесть модели. В этом случае можно применить силовой крите-
рий разрушения Ирвина, что стало возможно в программном комплексе ANSYS
[1].

Вопросам прочности областей с трещинами при нагружениях для трех клас-
сических типов трещин посвящено большое количество работ. Чаще всего для
описания поведения модели с трещиноподобными дефектами применяют стан-
дартные конечно-элементные комплексы, в которых имеется встроенная функ-
ция вычисления КИН. Например, в работе [2] для вычисления КИН по фронту
полуэллиптической краевой трещины в трубе используется программно-инфор-
мационная среда ANSYS. Часто при оценке трещиностойкости деталей исполь-
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зуют аппроксимационные выражения для КИН. С ними можно ознакомиться в
справочной литературе [3-6], а также в работе [7]. Однако не для всех случаев
можно найти готовые решения. Следует отметить, что простым и в то же время
обладающим приемлемой точностью методом определения КИН является метод
сечений [8].

Анализ литературы показывает малое количество исследований об измене-
нии формы поверхностных трещин, развивающихся в зонах концентраторов на-
пряжений, и о критериях, описывающих эту кинетику. В частности, особен-
ностью усталостных повреждений сварных соединений является существенное
замедление скорости распространения развития сквозной трещины в глубину
материала при выходе ее вершины из зоны концентрации напряжений [3].

Следует отметить, что в литературных источниках приводятся решения с ис-
пользованием метода сечений в основном только для сквозных трещин, но в них
не рассматривается распределение КИН по фронту трещины и в ее вершинах,
которое имеет место для несквозных трещин.
Целью настоящей работы стало получение адекватных результатов ком-

пьютерного моделирования развития полуэллиптической краевой продольной
трещины, расположенной на внешней поверхности цилиндра, вычисление КИН
по ее фронту, исследование влияния на КИН угла наклона фронта трещины
относительно оси цилиндра и условий нагружения, а также анализ и обобщение
полученных результатов численного исследования. В основе алгоритма лежит
метод сечений, реализованный в программном комплексе ANSYS 2019 R1.
1. Постановка задачи и методика эксперимента. Расчёты в механике

разрушения – это сложные многоступенчатые прочностные расчёты, которые
могут учитывать геометрическую нелинейность, пластичность, температурную
нагрузку и нагрузку, приложенную к поверхности трещины.

В качестве объекта исследования рассматривается (рис. 1) полый цилиндр со
следующими геометрическими и физико-механическими характеристиками [4]:
длина цилиндра 6,e-002 м, больший радиус 3,e-002 м, меньший радиус 2,e-002 м;
материал – сталь марки 08пс: модуль упругости 2,03·105 МПа; коэффициент

Рис. 1. 3D-геометрия полого цилиндра
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Пуассона 0,3; предел текучести 175 МПа, плотность материала 7850 кг/м3. На-
гружение осуществляется путем приложения давления Р=180 Па к внутренней
поверхности полого цилиндра.

Задача решается с использованием программного комплекса ANSYS 2019 R1
и возможности автоматического создания полуэллиптической трещины (Semi-
Elliptical Crack) в любом месте модели. Для задания трещины достаточно ука-
зать её положение и ориентацию. Ориентацию трещины определяет введенная
вспомогательная система координат, ориентированная таким образом, что ось Х
перпендикулярна фронту трещины. Большая и меньшая полуоси эллипса опре-
деляются следующим образом: а = 0,006 м, с = 0,002 м. Фронт трещины в
данном расчете моделируется параллельно оси цилиндра, перпендикулярно на-
правлению нагружения модели (рис. 2).

Разбиение геометрической модели конечно-элементной сеткой выполняется
модулем Mesh дерева проекта для получения дальнейшего численного реше-
ния. Создается трехмерная модель цилиндрического образца с глобальной сет-
кой элементов и модель области трещины с локальной сеткой тетраэдрических
элементов. Размер элементов глобальной сетки составляет 4-5 мм, локальной
0,2 мм. Конечно-элементная разбивка в окрестности трещины показана на ри-
сунке 2. В настройках элемента Semi-Elliptical Crack указывается 6 контуров
интегрирования. Следует отметить, что использование здесь регулярной ради-
альной сетки в объеме, окружающем фронт трещины, обеспечивает высокую
точность вычисления энергетических и упругих характеристик в окрестности
границы дефекта.

Рис. 2. Конечно-элементная сетка модели полого цилиндра в области трещины

Внешнее воздействие на конструкцию задается следующим образом. Закреп-
ление предполагается на торцевой поверхности цилиндра, расположенной даль-
ше от трещины. В данной задаче рассмотрим поверхностно распределенное дав-
ление по внутренней стенке полого цилиндра («Pressure», Applied By «Surface
Effect»), величиной 180 Па.

В выводимые результаты включаются: общие перемещения (Total Deforma-
tion), эквивалентные напряжения (Equivalent Stress), коэффициент интенсивно-
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сти напряжений stress-intensity factors, SIFs (KI , KII , KIII). Моды KI , KII , KIII

соответствуют напряжениям, вызывающим раскрытие, поворот и кручение тре-
щины соответственно. Число итераций указывается равным 20 [8].

Основным параметром, описывающим механизм разрушения и режим рас-
крытия трещины при указанном нагружении для данной модели, является KI .
Величина KII – коэффициента интенсивности напряжений при поперечном сдви-
ге поверхностей трещины, является вторичной для данной модели, однако может
стать определяющей для трещины при возникновении деформации поперечного
сдвига (например, несимметричности граничных условий и нагрузок, изменении
ориентации трещины относительно оси цилиндра).
2. Анализ численных результатов. Анализ полученных результатов от-

носится к случаю трещины, фронт которой параллелен оси цилиндра. Одним
из основных результатов расчета НДС, проводимого с помощью МКЭ в моду-
ле Static Structural, является получение эквивалентных напряжений (Equivalent
Stress) узлов КЭ-модели. Для данной модели максимальное напряжение равное
3,18 МПа наблюдается в вершинах трещины и на линии ее фронта, а минималь-
ное 0,33 МПа на боковой поверхности цилиндра (рис. 3).

Рис. 3. Результаты расчета эквивалентных напряжений

Для построения конечноэлементных моделей конструкции с повреждения-
ми, включая трещину, существуют несколько подходов. Первый заключается в
существенном сгущении сетки элементов в вершине трещины, что очень услож-
няет моделирование сингулярного характера напряжений. Второй подход за-
ключается в использовании специальных элементов, содержащих трещину. Они
требуют предварительного знания коэффициентов интенсивности напряжений,
которые обычно заранее неизвестны. Кроме того, характер изменения напряже-
ний является заданным и не существует теоретического обоснования сходимости
результатов.

Как наиболее корректный для решения данной задачи, в данном исследова-
нии был выбран подход, заключающийся в применении специальных элементов,
которые моделируют сингулярность напряжений и деформаций в вершине тре-
щины (сингулярные элементы). Эти элементы отображают особенности НДС в
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окрестности вершины трещины [9].
В механике разрушения мерой напряжений и деформаций в окрестности вер-

шины трещины является КИН. При использовании МКЭ для получения КИН
можно применять, по существу, два способа. Один из них является прямым ме-
тодом, согласно которому величина КИН определяется по полю напряжений
или перемещений. Данный метод используется в данном расчете. Подробно он
рассмотрен в работе [10]. Во втором методе величина КИН определяется кос-
венно – через соотношения с другими величинами, такими, как податливость,
упругая энергия или J -интеграл.

В результате вычислений получено значения КИН по контуру поверхностной
трещины. На рисунке 4 представлены результаты распределения КИН (КI) по

Рис. 4. Расчет КИН (КI), МПа·м1/2 вдоль контура фронта трещины

линии фронта поверхностной трещины от метки (1) к метке (2). На данном ри-
сунке сплошной линией обозначены контуры недеформированного цилиндра и
области трещины. Под влиянием давления, приложенного к внутренней поверх-
ности цилиндра, происходит деформация модели. Область раскрытой трещины
оказывается выше своего исходного положения. Ее фронт представляет собой
полуэллипс, обозначенный на рисунке метками (1)-(2).

Так, для эллиптической трещины КИН первого рода (КI) достигает мак-
симума в наиболее удаленной по фронту точке, средней точке фронта трещи-
ны, а при выходе на поверхность КI уменьшается. Наибольшее значение КI

– 30,283 МПа·м1/2. Наиболее напряженные элементы располагаются посредине
берегов начального надреза; от них начинается распространение трещины. В
финальной стадии раскрытия трещины её фронт становится близким к полу-
эллиптическому (рис. 4), а распределение наибольших главных напряжений –
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более равномерным по контуру фронта.
Однако, как показывает практика, достаточно часто в моделях могут обра-

зовываться наклонные трещины, которые могу привести к разрушению по на-
клонным сечениям. Поэтому данный фактор необходимо также учитывать при
анализе конструкционной прочности. Возникновение таких трещин как прави-
ло связано с главными растягивающими напряжениями, действующими по на-
клонным площадкам. Решение задачи о трещиностойкости модели по наклон-
ным сечениям, которое было бы приемлемо в инженерной практике, остается
актуальным вопросом. Поэтому представляет интерес задача распространения
трещины при сложном смешанном нагружении, в котором присутствуют сдвиго-
вые напряжения, вызывающие не только поворот (плоский сдвиг), но и кручение
трещины (антиплоский сдвиг). Переход от двумерных задач к трехмерным тре-
бует учета только одной дополнительной моды КИН, что, однако, существенно
усложняет задачу. В трехмерном случае поверхность трещины описывается не
только углом поворота, как в плоском случае, но и углом кручения.

Поэтому в ходе исследований был выполнен численный эксперимент по оцен-
ке влияния угла наклона трещины на силовые параметры разрушения. Прове-
дена серия вычислений, где угол наклона фронта трещины относительно оси
цилиндра от изменятся от 0◦ до 90◦. Так, на рисунке 5 представлена конечно-
элементная сетка модели полого цилиндра, угол наклона фронта трещины со-
ставляет 30◦ с осью цилиндра.

Рис. 5. Конечно-элементная сетка модели полого цилиндра,угол наклона фронта трещины 30◦

На рисунке 6 изображено изменение значения KI в выбранных точках фрон-
та трещины по 6-му контуру в зависимости от значения угла наклона трещины.
Рассматривается точка, соответствующая одной из вершин трещины (точка А),
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точка, отстоящая от нее на j длины линии фронта (точка В) и точка, отстоящая
на Ѕ длины (точка С). В приведенных точках фронта с ростом угла наклона
отмечается рост значений К I. Для точки, определяющей максимальную глуби-

Рис. 6. Изменение значения KI в выбранных точках фронта трещины по 6-му контуру

ну трещины, наблюдается увеличение значения КI в 30 раз. Данные результаты
закономерны, т.к. основным параметром, описывающим механизм разрушения
и режим раскрытия трещины при указанном нагружении для данной модели,
является коэффициент интенсивности напряжений KI .

На рисунке 7 изображено изменение значения KII в выбранных аналогичным

Рис. 7. Изменение значения KII в выбранных точках фронта трещины по 6-му контуру

образом точках фронта трещины по 6-му контуру в зависимости от значения уг-
ла наклона трещины. Поскольку коэффициент интенсивности напряжений KII

возникает при поперечном сдвиге поверхностей трещины, его минимальное зна-
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чение наблюдается в случае, когда фронт трещины параллелен оси цилиндра, а
максимальное – для точки, отстоящей от вершины на 1/4 длины линии фронта
и случая, когда угол между фронтом и осью составляет 45◦С.

Величина прикладываемой нагрузки оказывает значительное влияние на ре-
зультаты расчета. Так, на рисунке 8 отображено изменение значения KI в вы-
бранных точках фронта трещины по 6-му контуру при различных значениях
прикладываемой нагрузки. Нагружение осуществляется путем приложения дав-
ления P1=180 Па, P2=400 Па, P3=600 Па к внутренней поверхности полого ци-
линдра. Во всех случаях очевиден рост значений KI , причем тем сильнее, чем
ближе к центру фронта трещины расположена точка. Для случая, когда угол
между фронтом трещины и осью составляет 90◦, KI равен нулю.

Рис. 8. Изменение значения KI в выбранных точках фронта трещины по 6-му контуру при
различных значениях прикладываемой нагрузки

Выводы. Развитие техники создает условия для совершенствования мето-
дов расчета и проектирования на заданный ресурс, методов оценки технического
состояния и ресурса в условиях эксплуатации конструкций, деталей машин, под-
вергающихся действию интенсивных переменных нагрузок. Это объясняется, в
первую очередь, появлением прикладных компьютерных программ, с помощью
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которых можно моделировать достаточно сложные объекты при любых видах
нагружения. Метод конечных элементов дает возможность вычисления коэффи-
циента интенсивности напряжений, J-интеграла или раскрытия вершины тре-
щины. Однако для прямого определения этих величин требуется моделирова-
ние трещины и весьма детальный анализ локального напряженного состояния
в области ее вершины. Это весьма неудобно при проектировании крупных кон-
струкций, так как значительно усложняет и утяжеляет модель зонами мелкой
сетки. Поэтому во многих случаях, получив общее напряженное состояние кон-
струкции, рассчитывают критерии механики разрушения, используя известные
решения для коэффициента интенсивности напряжений (КИН).

В данной работе с помощью метода конечных элементов в программе ANSYS
Workbench реализовано моделирование полуэллиптической трещины в полом
толстостенном цилиндре. Задача решена в линейно-упругой постановке без уче-
та пластических деформаций. Анализ напряжений в вершинах трещины и вдоль
ее фронта был выполнен в информационном комплексе ANSYS. Зонами локаль-
ной концентрации напряжений стали области, прилегающие к вершинам тре-
щины и линия ее фронта. В рамках линейно-упругой механики разрушения ис-
следовано влияние угла наклона фронта трещины относительно оси цилиндра
и величины нагружения в толстостенной модели цилиндра на коэффициент ин-
тенсивности напряжений KI , который использовался в качестве критерия для
оценки прочности. На основании проведенных расчетов можно сформулировать
следующие выводы:

1. С ростом угла наклона фронта трещины относительно оси цилиндра значе-
ние KI уменьшается, на промежутке (15◦; 75◦) особенно быстро. При достижении
значения 0◦, т.е. когда фронт трещины параллелен оси цилиндра, KI = 0.

2. Для данного вида нагружения модели, с ростом значения Р, происходит
рост значений KI , причем, тем стремительней, чем ближе к центру фронта на-
ходится исследуемая точка. наибольшее значение КИН KI наблюдается в точке,
определяющей максимальную глубину трещины.

3. Минимальное значение коэффициента интенсивности напряжений KII на-
блюдается в случае, когда фронт трещины параллелен оси цилиндра, а макси-
мальное для точки, отстоящей от вершины на j длины линии фронта и случая,
когда угол между фронтом и осью составляет 45◦С.

Представляет интерес дальнейшее исследование зависимости КИН от лока-
лизации трещины в цилиндре, от геометрических параметров цилиндра.

Результаты работы могут стать основой исследования параметров механики
разрушения для сборных сварных конструкций цилиндрических сосудов высо-
кого давления, а также в задачах, где необходим учет упругопластического по-
ведения материала. На основе предложенного метода исследования могут быть
выявлены дополнительные факторы, влияющие на рассматриваемые вопросы
прочностных расчетов динамического НДС автомобильных деталей. Данную
методику целесообразно использовать на стадии проектирования конструкции
при применении методов механики разрушения для проверки ее прочности и
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долговечности с учетом влияния возможных трещин или трещиноподобных де-
фектов.

В нелинейных задачах механики разрушения рассматриваются произволь-
но ориентированные наклонные разветвляющиеся трещины, сочетающие в себе
сразу несколько типов деформации и, следовательно, для одной модели ино-
гда невозможно аналитически вывести формулы для расчёта коэффициентов
интенсивности, с помощью которых и определяется прочность и предел стойко-
сти конструкции. Поэтому перспективным направлением исследования является
изучение влияния на распространение трещины при нагрузке по I типу коэф-
фициента КII , а также влияние смешанной нагрузки по I и II типам, толщины
пластины.
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L.P. Vovk , E.S. Kisel
Modeling the propagation of a semi-elliptical longitudinal crack on the outer surface
of a hollow cylinder.

The finite element method is used to solve the problem of the distribution of the stress intensity
factor along the front of a semi-elliptical longitudinal crack located on the outer surface of a hollow
cylinder, the inner surface of which is subjected to pressure. The calculation was performed in the
ANSYS software package. The dependencies of the mechanical characteristics on the localization
of the crack, in particular, the angle of its inclination relative to the cylinder axis and the loading
scheme of the model, are obtained. The proposed information-system approach made it possible to
obtain a fairly accurate stress distribution in the area of ??the initial notch on the cylinder surface
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along the crack front and at its tips, taking into account the opening effect, and also to calculate
the stress intensity factors for uniaxial tension along the front of a semi-elliptical edge longitudinal
crack. Practical recommendations are proposed regarding the geometric parameters of the model
and the loading scheme.

Keywords: finite element method (FEM), elliptical crack, stress intensity factor, crack front,
hollow cylinder.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
МНОГОСВЯЗНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ
ОБОБЩЕННЫМ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

С использованием комплексных потенциалов плоской задачи теории упругости анизотропно-
го тела и обобщенного метода наименьших квадратов дано решение задачи теории упругости
для анизотропной полуплоскости с произвольными отверстиями и трещинами. На основе кон-
формных отображений, разложений голоморфных функций в ряды Лорана и использования
метода интегралов типа Коши получены общие представления комплексных потенциалов, а
затем из граничных условий на контурах отверстий и трещин обобщенным методом наимень-
ших квадратов задача сведена к решению переопределенной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных коэффициентов рядов Лорана. Для полуплоскости
с одним отверстием или трещиной описаны результаты численных исследований с установ-
лением закономерностей влияния на напряженное состояние полуплоскости геометрических
характеристик отверстия и трещины, а также физико-механических свойств материала полу-
плоскости.
Ключевые слова: полуплоскость, отверстия и трещины, комплексные потенциалы, инте-
гралы типа Коши, обобщенный метод наименьших квадратов.

Введение. В различных областях современной науки и техники широкое
распространение в качестве элементов конструкций получили тонкие пластин-
ки из композиционных материалов с отверстиями и трещинами, вблизи которых
в процессе эксплуатации конструкций могут возникать высокие концентрации
напряжений, приводящие к их разрушению. Особенно большие напряжения воз-
никают в случаях, когда отверстия и трещины находятся вблизи внешнего пря-
молинейного края пластинки, которую можно рассматривать как полуплоскость
с отверстиями. Поэтому актуальны вопросы разработки эффективных методов
определения напряженного состояния полуплоскости с отверстиями и трещина-
ми.

Для изотропной полуплоскости этот вопрос рассматривался многими авто-
рами. При этом для полуплоскости с внутренними отверстиями использовались
методы комплексных потенциалов [1–3] и сингулярных интегральных уравне-
ний [4]. Для решения задач в случае полуплоскости с внутренними трещинами
широкое распространение получили методы сингулярных интегральных урав-
нений [5, 6]. Если же полуплоскость имеет краевые трещины, то использовались
методы конформных отображений [7, 8].

В случае многосвязной анизотропной полуплоскости широкое применение
для решения задач получили комплексные потенциалы С.Г. Лехницкого [9]. В
работах [10, 11] из граничных условий на незагруженной прямолинейной грани-
це методами интегралов типа Коши были получены общие представления ком-
плексных потенциалов, точно удовлетворяющие граничным условиям на этой

16



Исследование напряженного состояния многосвязной анизотропной полуплоскости

границе, а затем для определения неизвестных коэффициентов рядов Лорана
из граничных условий на контурах отверстий методом рядов получены ква-
зирегулярные системы линейных алгебраических уравнений. Но использование
метода рядов не позволял получать результаты достаточной степени точности
при весьма близких расстояниях между прямолинейной границей и контурами
отверстий, между контурами отверстий, а для случаев, когда в полуплоскости
имеются трещины или отверстия или трещины выходят на прямолинейную гра-
ницу или пересекаются между собой, решение задач удовлетворением гранич-
ным условиям на контурах отверстий методом рядов невозможно. Для решения
задач в этих случаях в работах [12, 13] предложен и использован дискретный
метод наименьших квадратов, когда составлялся функционал невязок гранич-
ных значений комбинаций комплексных потенциалов и известных значений пра-
вых частей граничных условий и находился минимум этого функционала. Это
приводило к системам линейных алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов разложений комплексных потенциалов в ряды Лорана.
Такой подход позволял рассматривать случаи любых конфигураций и располо-
жений контуров отверстий в пластинке и полуплоскости и давал возможность
решать задачи для многосвязной полуплоскости с отверстиями и трещинами при
любом их расположении, в том числе выходящими на прямолинейную границу
отверстиями и трещинами [14]. В работе [15] при решении задач по определе-
нию напряженного состояния анизотропной пластинки впервые был применен
обобщенный метод наименьших квадратом (ОМНК), что приводит рассматри-
ваемые задачи к переопределенным системам линейных алгебраических урав-
нений, решаемых методами сингулярных разложений. Использование ОМНК
для решения задачи о напряженном состоянии полуплоскости [9] значительно
упрощает организацию вычислительных работ с сохранением преимуществ дис-
кретного метода наименьших квадратов и улучшением точности получаемых
результатов.

В данной статье с использованием метода интегралов типа Коши и ОМНК
построены решения задач для растяжения многосвязной полуплоскости. Мето-
дом интегралов типа Коши получены общие представления комплексных потен-
циалов с неизвестными коэффициентами разложений функций в ряды Лорана,
для нахождения которых с использованием ОМНК получена переопределенная
система линейных алгебраических уравнений. Для полуплоскости с одним от-
верстием или трещиной описаны результаты численных исследований.
1. Постановка и решение задачи. Рассмотрим анизотропную пластинку,

занимающую многосвязную нижнюю полуплоскости с прямолинейной границей
L+ и контурами отверстий Ll (l = 1,L). Контуры отверстий могут быть про-
извольной конфигурации, но их можно аппроксимировать дугами эллипсов и
берегами прямолинейных разрезов. Поэтому будем считать контуры отверстий
эллиптическими или, как частный случай, когда одна из полуосей равна ну-
лю, прямолинейными разрезами. Исходя из этого, под областью S будем пони-
мать полуплоскость, ограниченную прямолинейной границей L+ и контурами

17



С.А. Калоеров, Е.В. Авдюшина, О.Э. Ермаков

эллиптических отверстий Ll с полуосями al, bl (l = 1,L) (рис. 1). Выберем

Рис. 1.

прямоугольную систему координат Oxy с началом в произвольной точке полу-
плоскости, на расстоянии h+ от границы и осью Ox, параллельной прямоли-
нейной границе, и локальные системы координат Olxlyl с началами в центрах
соответствующих эллипсов и направлениями осей Oxl вдоль полуосей al. Тогда
параметрические уравнения эллипсов Ll в локальных системах координат Olxlyl
имеют вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

а в основной системе координат Oxy будут такими:

x = x0 l + xl cos ϕl − yl sin ϕl,

y = y0 l + xl sin ϕl + yl cos ϕl,
(2)

где θ – угловая переменная параметрического задания эллипса, изменяющийся
от 0 до 2π; x0 l, y0 l – координаты начала локальной системы координат Olxlyl
в основной системе координат Oxy; ϕl – угол между направлениями осей Ox и
Olxl, отсчитываемый от оси Ox против часовой стрелки.

Будем считать, что прямолинейная граница L+ не загружена, контуры от-
верстий Ll загружены распределенными усилиями, главный вектор которых ра-
вен нулю на каждом из них. На бесконечности полуплоскость находится под дей-
ствием растягивающих усилий σ∞

x = p, а напряжения σ∞
y , τ∞xy и угол поворота

ω∞
3 равны нулю.
Определение напряженного состояния рассматриваемой полуплоскости при

использовании комплексных потенциалов сводится к нахождению функций
Φk(zk) обобщенных комплексных переменных [16]

zk = x+ μky, (3)

где μk – корни характеристического уравнения

a11μ
4 − 2a16μ

3 + (2a12 + a66)μ
2 − 2a26μ+ a22 = 0, (4)

aij – коэффициенты деформаций, из граничных условий на контурах Ll

2Re
2∑

k=1

giklΦk(tk) = fil(t) (i = 1, 2), (5)
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в которых
g1kl = 1, g2kl = −μk,

f1l(t) = −
s∫

0

Ylnds+ c1l, f2l(t) =

s∫
0

Xlnds+ c2l;

Xln, Yln – проекции на оси основной системы координат внешних усилий на
контуре Ll; cil – вещественные постоянные.

Функции Φk(zk) определены в нижних полуплоскостях Sk, получаемых из
заданной полуплоскости S аффинными преобразованиями (3) и ограниченных
контурами L+

k и Lkl, соответствующими контурам L+ и Ll при этих преобразо-
ваниях. Исходя из общих представлений комплексных потенциалов для много-
связной области [13], эти функции после конформных отображений внешностей
единичных кругов |ζkl| ≥ 1 на внешности контуров Lkl запишем в виде

Φk(zk) = Γkzk +Φk0(zk) +

L∑
l=1

∞∑
n=1

akln
ζnkl

, (6)

в котором Γk – постоянные, определяемые из решения системы

2Re

2∑
k=1

(
1, μk, μ2

k,
1

μk

)
Γk =

(
0, 0, p,

a16
2a22

p

)
; (7)

Φk0(zk) – функции, голоморфные в многосвязных нижних полуплоскостях Sk,
получаемых из заданной области S аффинными преобразованиями (3); akln –
неизвестные коэффициенты рядов; ζkl – переменные, определяемые из конформ-
ных отображений [13]

zk = zkl +Rkl(ζkl +
mkl

ζkl
) (8)

внешности единичных кругов |ζkl| ≥ 1 на внешности эллипсов Lkl областей Sk;

zkl = x0l + μky0l,

Rkl =
al(cos ϕl + μk sin ϕl) + i bl(sin ϕl − μk cos ϕl)

2
,

mkl =
al(cos ϕl + μk sin ϕl)− i bl(sin ϕl − μk cos ϕl)

2Rkl
.

(9)

Исходя из (5), граничные условия на L+ запишем так:

Φk(tk) + r̄kΦk(tk) + s̄k+1Φk+1(tk+1) = 0, (10)

где

rk =
μk − μk+1

μk − μk+1
, sk+1 =

μk+1 − μk+1

μk − μk+1
, (11)
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k = 1, 2 – индекс, причем значение индекса k+1 при k = 2 формально полагается
равным 1.

Для точек прямолинейной границы L+ имеем

x = t, y = h+, z = x+ iy = t+ ih+, zk = tk = x+ μky = t+ μkh
+,

tk = x+ μky = t+ μkh
+ = t+ μkh

+ + (μk − μk) h
+ = tk + (μk − μk)h

+,

tk+1 = x+ μk+1y = t+ μk+1h
+ = t+ μkh

+ + (μk+1 − μk)h
+ = tk + (μk+1 − μk)h

+.

Последние два соотношения запишем в виде

tk+j = tk + (μk+j − μk)h
+ (j = 0, 1). (12)

Подставив функции (6) в граничные условия (10) на прямолинейной границе
L+, получим равенства

Φk0(tk) + r̄kΦk0

(
tk + (μk − μk)h

+
)
+ ¯sk+1Φk+1,0

(
tk + (μk+1 − μk)h

+
)
=

= −
L∑
l=1

[
Φkl(tk) + r̄kΦ

+
kl(tk) + ¯sk+1Φ

+
k+1l(tk)

]
.

(13)

При этом учтены равенства r̄kΓk + ¯sk+1Γk+1 = −Γk, которые легко дока-
зать, подставив в эти равенства значения r̄ и ¯sk+1 и сгруппировав величины в
соответствии с равенствами (7).

Для граничных значений сопряженных величин имеем

Φk+j0(tk+j) = Φk+j0

(
tk + (μk+j − μk) h

+
)
,

Φk+jl(tk+j) = Φk+jl

(
tk + (μk+j − μk)h

+
)
=

= Φ+
k+jl(tk) =

∞∑
n=1

ak+jln[
ζ+k+jl

(
tk + (μk+j − μk)h+

)]n .
(14)

При этом переменные ζ+k+jl получаются на основе перехода в конформных
отображениях (8) к сопряженным величинам и замены граничных значений по
формулам (12). На этой основе из равенств (8), переходя в них к сопряженным
величинам, для граничных значений переменных найдем [16]

zk+j = tk + (μk+j − μk)h
+ = zk+j,l +Rk+jl

(
ζ+k+jl +

mk+jl

ζ+k+jl

)
(j = 0, 1). (15)

Заменяя в этих соотношениях граничные значения tk переменными zk обла-
стей Sk, получаем зависимости

zk = −(μk+j − μk)h
+ + zk+j,l +Rk+jl

(
ζ+k+jl +

mk+jl

ζ+k+jl

)
(j = 0, 1), (16)
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в которых переменная ζ̄ для лучшего восприятия заменена на ζ+, что подчер-
кивает ее связь с формулируемыми условиями на границе L+.

Можно показать, что равенства (16) представляет из себя конформные отоб-
ражения внешности единичных кругов

∣∣∣ζ+k+jl

∣∣∣ ≥ 1 на внешности эллипсов L+
k+jl

верхней (относительно L+) полуплоскости S+
k переменной zk. Например, в слу-

чае ортотропной полуплоскости, когда комплексные параметры являются чисто
мнимыми (μk = i βk), эллипсы L+

k+jl симметричны эллипсам Lk+jl полуплоско-
стей Sk, где заданы исходные комплексные потенциалы Φk(zk). Поэтому функ-
ции Φ+

k+jl(zk) являются функциями, голоморфными вне эллипсов L+
k+jl верхних

полуплоскостей S+
k , а, следовательно, голоморфными и в нижних полуплоско-

стях Sk.
На основе вышесказанного заключаем, что функции Φk0(tk), Φ+

kl(tk),
Φ+
k+1l(tk) являются граничными значениями соответствующих функций (14), го-

ломорфных в нижних полуплоскостях Sk. Поэтому при умножении обеих частей
равенств (13) на ядро Коши и вычислении интегралов типа Коши от этих гра-
ничных значений, получаем значения этих функций в нижних полуплоскостях
Sk, с противоположным знаком. В то же время функции Φk0(tk + (μk − μk)h

+),
Φk+1,0(tk + (μk+1 − μk)h

+), Φkl(tk) являются граничными значениями функций,
голоморфных в верхних полуплоскостях S+

k , а в нижних полуплоскостях Sk,
ввиду наличия особенностей, интегралы типа Коши от них равны нулю. Учиты-
вая указанное и применяя к граничным условиям (13) метод интегралов типа
Коши, получаем

Φk0(zk) = −
L∑
l=1

[
r̄kΦ

+
kl(zk) + s̄k+1Φ

+
k+1l(zk)

]
,

с учетом чего из (6) найдем окончательные выражения для комплексных потен-
циалов

Φk(zk) = Γkzk+

+
L∑
l=1

∞∑
n=1

(
ϕkln(zk)akln − r̄kϕ

+
kln(zk)ākln − s̄k+1ϕ

+
k+1ln(zk)āk+1ln

)
,

(17)

в которых

ϕkln =
1

ζnkl
, ϕ+

k+jln =
1

(ζ+k+jl)
n

(j = 0, 1). (18)

Функции (17) точно удовлетворяют граничным условиям на прямолиней-
ной границе L+. Граничные же условия на контурах отверстий Ll (l = 1,L)
будем использовать для определения неизвестных постоянных akln (k = 1, 2;
l = 1,L, n = 1, 2, ...). Для многосвязных областей эти условия удобнее ис-
пользовать в дифференциальной форме, в которой они не содержат постоянных
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слагаемых cil, входящих в граничные условия. Следовательно, нужно найти про-
изводные комплексных потенциалов. Имеем

Φ′
k(zk) = Γk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

[
ϕ′
kln(zk)akln−

− r̄kϕ
′+
kln(zk)ākln − s̄k+1ϕ

′+
k+1ln(zk)āk+1ln

]
,

(19)

где

ϕ′
kln(zk) = − n

Rklζ
n−1
kl (ζ2kl −mkl)

,

ϕ
′+
kln(zk) = − n

Rkl(ζ
+
k+jl)

n−1

((
ζ+k+jl

)2 −mkl

) ,

ϕ
′+
k+jln(zk) = − n

Rkl(ζ
+
k+jl)

n−1

((
ζ+k+jl

)2 −mkl

) (j = 0, 1).

(20)

Граничным условиям (5) на контурах отверстий в дифференциальной форме
будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квадратов [17, 18]. Для
этого выберем на каждом из контуров Lp области S систему точек
Mpm(xpm, ypm) (p = 1,L, m = 1, Mp), в которых удовлетворим соответству-
ющим граничным условиям, подставив в них функции (19). Тогда для опре-
деления неизвестных постоянных akln получим следующую систему линейных
алгебраических уравнений:

2Re

2∑
k=1

L∑
l=g

∞∑
n=1

gkpiδk,s

[
ϕ′
kln(tkpm)akln − r̄kϕ

′+
kln(tkpm)ākln−

−s̄k+1ϕ
′+
k+1ln(tkpm)āk+1ln

]
=

dfpi(t)

ds
− 2Re

2∑
k=1

Γk(
p = 1,L; m = 1,Mp; i = 1, 2

)
.

(21)

После нахождения решений cистемы (21) методом сингулярных разложений
[18, 19] постоянные akln, а, следовательно, и функции Φ′

k(zk), будут известными
и по ним можно вычислять в любой точке пластинки основные напряжения

(σx, σy, τxy) = 2Re

2∑
k=1

(
μ2
k, 1, −μk

)
Φ′
k(zk) (22)

и напряжения

σn = σx cos
2(nx) + σy cos

2(ny) + 2τxy cos(nx) cos(ny),

σs = σx cos
2(ny) + σy cos

2(nx)− 2τxy cos(nx) cos(ny),

τns = (σy − σx) cos(nx) cos(ny) + τxy
(
cos2(nx)− cos2(ny)

)
,

(23)
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на произвольных площадках с нормалью n и касательной s. При этом, если
некоторый эллипс Ll переходит в прямолинейный разрез-трещину, то для его
концов можно вычислять и коэффициенты интенсивности напряжений (КИН),
используя формулы [20]

k±1 = 2Re

2∑
k=1

[
μ2
k sin

2 ϕl + cos2 ϕl + 2μk sinϕl cos varphil
]
Mkl,

k±2 = 2Re

2∑
k=1

[
(1− μ2

k) cosϕl sinϕl − μk

(
cos2 ϕl − sin2 ϕl

)]
Mkl,

(24)

где

Mkl = ± 1√
al

∞∑
n=1

(±1)n−1 nakln, (25)

верхний знак соответствует правому концу трещины в локальной системе коор-
динат Olxlyl, нижний – левому концу.
2. Описание результатов численных исследований. Были проведены

численные исследования распределения напряжений, а в случае трещин и зна-
чений КИН для их концов. При проведении расчетов количество членов в рядах
(17) по n и количество точек Mp, выбираемых на каждом из контуров отверстий
Lp при удовлетворении граничным условиям (21) увеличивались до тех пор, по-
ка граничные условия на каждом из контуров не удовлетворялись с достаточной
степенью точности (пока модуль абсолютной погрешности не превышал 10−2).
Для такого удовлетворения граничным условиям, как показали численные ис-
следования, достаточно было в указанных рядах оставлять от 10 до 50 членов
и на каждом контуре выбирать от 50 до 300 точек. Расчеты проводились для
полуплоскости из изотропного материала (материал M1) [21] и из композита с
высоким показателем анизотропии на эпоксидном связующем, армированного
однонаправленными графитовыми волокнами (материал M3) [22]. Технические
постоянные этих материалов приведены в таблице 1. Некоторые из полученных

Таблица 1. Технические постоянные некоторых материалов

Материал
E1, ·104 E2, ·104 G12, ·104

ν12 ν21
МПа МПа МПа

M1 7,10000 7,10005 2,84000 0,25000 0,25000

M3 18,88000 0,60000 0,27000 0,30000 0,00953

результатов описаны ниже в таблицах и на рисунках. Все величины приведены
с точностью до интенсивности приложенных растягивающих усилий σ∞

z = p,
как множителя.

В таблице 2 для растяжения полуплоскости с круговым отверстием L1 ра-
диуса a1 (рис. 2) приведены значения нормальных напряжений в некоторых ее
характерных точках в зависимости от отношения c/a1, где c – длина перемыч-
ки между контуром отверстия и границей полуплоскости. При этом в качестве
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Рис. 2.

характерных были выбраны точки A(0, −c − 2a1),
B(a1, −c − a1), C(0, −c), D(0, −c/2), O(0; h+),
M(0, 5a1; h

+), N(a1; h
+), R(1, 5a1; h

+). Для некото-
рых значений отношения c/a1, в зависимости от цен-
трального угла θ, отсчитываемого от оси Ох против
часовой стрелки, на рисунке 3 изображены графики
распределения нормальных напряжений σs вблизи
контура отверстия на площадках, перпендикуляр-
ных контуру. Здесь и далее сплошные линии отно-
сятся к материалу M1, штриховые – к материалу M3.

Таблица 2. Значения напряжений в точках
полуплоскости с круговым отверстием в зависимости от c/a1

Мате- Точки Напря-
c/a1

риал жения 2 1 0.5 0.1 0.01

M1

A σx 3.111 3.212 3.339 3.623 3.808

B σy -1,127 -1,203 -1,203 -0,837 -0,370

C σx 3,259 3,722 4,629 9,213 18,648

D σx 1,243 1,569 2,101 4,512 17,098

D σy 0,187 0,216 0,193 0,103 -0,018

O σx 0,811 0,647 0,489 0,246 15,623

M σx 0,888 0,984 1,499 4,523 3,733

N σx 1,057 1,483 2,191 2,584 1,243

R σx 1,205 1,629 1,895 1,329 0,517

M3

A σx 10,176 10,411 10,759 11,773 12,717

B σy -0,196 -0,214 -0,232 -0,225 -0,129

C σx 10,313 10,932 12,296 20,788 46,113

D σx 1,211 1,507 2,076 5,488 31,667

D σy 0,035 0,048 0,055 0,067 -0,024

O σx 0,843 0,689 0,503 -0,206 24,185

M σx 0,887 0,875 1,100 5,217 9,629

N σx 0,988 1,217 1,885 5,238 4,435

R σx 1,086 1,432 2,123 3,895 2,588

Из данных таблицы 2 и рисунка 3 следует, что с приближением отверстия
к границе полуплоскости значений напряжений в точках перемычки и вблизи
контуров значительно растут, как вблизи контура отверстия, так и вблизи пря-
молинейной границы, за исключением точки прямолинейной границы O(0; h+),
вблизи которой напряжения сначала уменьшаются, но при дальнейшем умень-
шении отношения c/a1 снова возрастают. Этот рост напряжений особенно зна-
чителен для анизотропной полуплоскости, когда значения напряжений в окрест-
ности точек перемычки C и D в несколько десятков раз больше, чем в пластинке
без учета прямолинейной границы.
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Рис. 3.

Рис. 4.

Исследованиями установлено, что в случае полуплоско-
сти с эллиптическим отверстием при уменьшении значения
отношения полуосей b1/a1 вблизи концов большой оси эл-
липса наблюдается рост значений напряжений. Если малая
ось близка к нулю (отверстие переходит в прямолинейный
разрез), то эти напряжения велики и в этих случаях нуж-
но вычислять КИН, характеризующие уровень напряжений
в окрестности концов трещины. При этом в остальных точ-
ках полуплоскости значения напряжений изменяется незна-
чительно. Это следует из данных таблицы 3, где для слу-
чая полуплоскости с эллиптическим отверстием L1 с углом
ϕ1 = π/2 (рис. 4) и отношения расстояния между прямолинейной границей и
контуром отверстия c/a1 = 0, 5 для различных отношений полуосей b1/a1 при-
ведены значения нормальных напряжений в A(0; −c − 2a1), B(b1; −c − a1),
C(0; −c), D(0; −c/2), O(0; 0), M(0, 5a1; 0), N(a1; 0), R(1, 5a1; 0). Для неко-
торых отношений c/a1, в зависимости от центрального угла θ, отсчитываемого
от оси Ох против часовой стрелки, на рисунке 5 изображены графики распре-
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деления нормальных напряжений σs вблизи контура отверстия на площадках,
перпендикулярных контуру. Как видно из таблицы 3 и рисунка 5, действитель-
но, при уменьшении b1/a1 в точках А и С значения напряжений σy резко рас-

Таблица 3. Значения напряжений в точках
полуплоскости с эллиптическим отверстием в зависимости от b1/a1

Мате- Точки Величина
b1/a1

риал 2 1 0.5 0.1 0.01

M1

A σx 2,222 3,339 5,537 23,071 220,469

B σy -1,242 -1,203 -1,159 -1,107 -1,095

C σx 3,569 4,629 6,773 25,706 242,268

D σx -1,176 2,101 2,047 1,973 1,990

D σy 0,159 0,193 0,439 0,526 0,465

O σx 0,612 0,489 0,501 0,845 0,983

M σx 0,966 1,499 1,920 1,990 1,965

N σx 1,651 2,191 2,026 1,760 1,701

R σx 2,089 1,895 1,553 1,343 1,305

M3

A σx 5,973 10,759 20,323 96,857 958

B σy -0,258 -0,232 -0,216 -0,203 -0,200

C σx 7,386 12,296 22,354 104,228 1027,550

D σx 1,660 2,076 2,038 2,009 2,008

D σy -0,066 0,055 0,089 0,098 0,088

O σx 0,531 0,503 0,577 0,876 0,987

M σx 0,764 1,100 1,469 1,655 1,674

N σx 1,308 1,885 1,969 1,911 1,893

R σx 1,879 2,123 2,003 1,896 1,874

Рис. 5.
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тут, тогда, как в остальных точках контура отверстия они уменьшаются. Если
b1/a1 ≤ 10−3, то отверстие можно считать трещиной и для его концов считать
КИН.

Рис. 6.

Для растяжения полуплоскости с вертикальной тре-
щиной длины 2l (рис. 6) в зависимости от соотношения
c/l, где c – длина перемычки между трещиной и пря-
молинейной границей, в таблице 4 даны значения КИН
для вершин трещины и напряжений в характерных точ-
ках, в качестве которых выбирались точки A(0; −c− 2l),
B(b1; −c − l), C(0; −c), D(0; −c/2), O(0; 0), M(0, 5l; 0),
N(1; 0), R(1, 5l; 0). Для полуплоскости из материала М1
на рисунке 7 изображены графики распределения напря-
жений σx около прямолинейной границы. Видно, что сбли-
жение трещины с прямолинейной границей приводит к
росту напряжений вблизи перемычки и КИН для ближай-
шей к прямолинейной границе вершины трещины. При этом в остальных точках
эти величины изменяются незначительно. Материал полуплоскости на значения
величин влияет незначительно. Влияние трещины на напряженное состояние
вблизи прямолинейной границы значительно только на отрезке, равном длине
трещины. Вне этого отрезка вдоль границы напряжения такие же, как в сплош-
ной полуплоскости.

Таблица 4. Значения напряжений и КИН для концов трещины
для растягиваемой полуплоскости с трещиной в зависимости от c/l

Мате- Точки Величина
c/l

риал 1 0.5 0.25 0.1 0.05 0.01

M1

A k−1 1,054 1,097 1,146 1,211 1,254 1,330

B σy -1,059 -1,094 -1,104 -1,058 -0,994 -0,870

C k+1 1,091 1,204 1,388 1,759 2,155 3,640

D σx 1,475 1,992 2,923 5,334 8,853 31,551

D σy 0,245 0,456 0,811 1,713 3,028 11,495

O σx 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,008

M σx 1,279 1,962 2,613 2,619 2,365 1,801

N σx 1,453 1,694 1,597 1,308 1,113 0,798

R σx 1,358 1,301 1,108 0,873 0,737 0,531

M3

A k−1 1,036 1,066 1,104 1,156 1,192 1,258

B σy -0,190 -0,199 -0,209 -0,213 -0,208 -0,184

C k+1 1,061 1,143 1,289 1,609 1,966 3,328

D σx 1,470 2,008 3,002 5,607 9,416 34,504

D σy 0,046 0,086 0,152 0,318 0,558 2,149

O σx 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,043

M σx 1,174 1,676 2,737 4,987 6,552 6,581

N σx 1,340 1,891 2,743 3,813 3,965 3,269

R σx 1,393 1,871 2,478 2,870 2,717 2,111
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Рис. 7.

Выводы. Таким образом, c использованием комплексных потенциалов и
обобщенного метода наименьших квадратов получено решение задачи о напря-
женном состоянии многосвязной анизотропной полуплоскости с отверстиями и
трещинами. На основе обобщенного метода наименьших квадратов оно сведе-
но к решению переопределенной системы линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных коэффициентов рядов Лорана. Для полуплоскости с
одним отверстием или трещиной описаны результаты численных исследований с
установлением механических закономерностей изменения напряженного состо-
яния в зависимости от геометрических характеристик отверстия и трещины, а
также физико-механических постоянных материала.
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S.A. Kaloerov, E.V. Avdyushina, O.E. Ermakov
Study of the stress state of a multi-coupled anisotropic semi-plane by the generalized
least squares method.

Using the complex potentials of the plane problem of the theory of elasticity of an anisotropic body
and the generalized least squares method, the solution of the problem of the theory of elasticity
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for an anisotropic half-plane with arbitrary holes and cracks is given. On the basis of conformal
mappings, expansions of holomorphic functions in Laurent series, and the use of the Cauchy-type
integral method, general representations of complex potentials are obtained, and then from the
boundary conditions on the contours of holes and cracks by the generalized least squares method,
the problem is reduced to solving an overdetermined system of linear algebraic equations with
respect to the unknown coefficients of the Laurent series. For a half-plane with one hole or crack,
the results of numerical studies are described with the establishment of patterns of influence on the
stress state of the half-plane of the geometric characteristics of the hole and crack, as well as the
physical and mechanical properties of the material of the half-plane.

Keywords: half-plane, holes and cracks, complex potentials, Cauchy-type integrals, generalized
least squares method.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ ТОНКОЙ
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПОЛОСЫ ПРИ ДЕЙСТВИИ
ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКИ

Решена задача об изгибе тонкой пьезоэлектрической полосы, загруженной равномерно рас-
пределенным давлением (поперечной нагрузкой) по верхнему основанию. Задача сведена к
решению системы из двух обыкновенных дифференциальных уравнений. Получено общее ре-
шение этой системы и построены решения некоторых физически реализуемых краевых задач.
На основе полученных решений проведены численные исследования влияния свойств матери-
ала плиты и условий на краях полосы на электроупругое состояние полосы.
Ключевые слова: теория изгиба тонких плит, пьезоэлектрический материал, электро-
упругая полоса, система обыкновенных дифференциальных уравнений, функция прогиба, по-
тенциал электрического поля.

Введение. В настоящее время широкое применение в качестве элементов
конструкций получили тонкие плиты из пьезоэлектрических материалов. В про-
цессе эксплуатации эти плиты подвергаются различным внешним воздействиям,
которые могут приводить к их изгибу. Эти факторы следует учитывать при
проектировании и эксплуатации конструкций. При решении задач изгиба пье-
зоэлектрических плит следует принимать гипотезы Кирхгофа-Лява [1], допол-
ненные гипотезой на электрические компоненты состояния плиты [2]: гипотеза
прямой нормали (прямолинейные отрезки, нормальные к срединной плоскости
до деформации, при изгибе плиты остаются прямолинейными и нормальными к
изогнутой срединной поверхности и не меняют своей длины); гипотеза о нерас-
тяжимости срединной плоскости; гипотеза о ненадавливании слоев (влияние
взаимодействия (давления) продольных слоев плиты на удлинения и сдвиги ма-
териальных волокон, лежащих в этих слоях, является достаточно малым и им
можно пренебречь); гипотеза о малом потоке электрической индукции по тол-
щине (поток электрической индукции по толщине является достаточно малым
и им можно пренебречь).

К настоящему времени разработаны методы [2, 3] и решены некоторые за-
дачи теории изгиба пьезоэлектрических плит [4].

В данной работе решена задача об изгибе полосы из пьезоэлектрического ма-
териала под действием равномерно распределенной нагрузки по верхнему осно-
ванию – даны общее решение задачи и частные решения физически реализуемых
краевых задач. При этом основания полосы полагаются неэлектродированными.
В работе рассмотрены такие случаи механических граничных условий – один из
краев полосы жестко защемлен, а второй или жестко защемлен, или свободно
оперт, или свободен от внешних воздействий; оба края полосы свободно оперты.
Рассмотрены такие случаи электрических граничных условий – оба края поло-
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сы неэлектродированы; оба края полосы электродированы; один из краев имеет
электродное покрытие, а другой не имеет его. Проведены численные исследова-
ния влияния свойств материала полосы и условий на ее краях на электроупругое
состояние полосы.
1. Постановка задачи теории изги-

O
x

y
z

2h

q

Рис. 1

ба тонких пьезоэлектрических плит.
Рассмотрим тонкую плиту толщины 2h, от-
несенную к декартовой системе координат
Oxyz (рис. 1), изготовленную из пьезоэлек-
трического материала. Срединная
плоскость плиты лежит в плоскости Oxy. В
каждой точке плиты существует плоскость
упругой симметрии, параллельная средин-
ной плоскости. Основания плиты неэлектродированы, на верхнем основании
действует нормальное давление q(x, y). По краям плиты распределены меха-
нические и электрические воздействия.

Определение электроупругого состояния тонкой плиты сводится к решению
системы дифференциальных уравнений относительно прогиба плиты w(x, y) и
плотности потенциала электрического поля ϕ0(x, y) [3]

L4Sw(x, y) + L3Gϕ0(x, y) = −q(x, y),

L3Gw(x, y) + L2Bϕ0(x, y) = 0,
(1)

где L4S , L3G, L2B — дифференциальные операторы, определяемые следующими
выражениями:

L4S = −
(
S̃11

∂4

∂x4
+ 4S̃16

∂4

∂x3∂y
+ 2

(
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) ∂4
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∂4
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∂4

∂y4

)
,
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) ∂3

∂x2∂y
+
(
G̃12 + G̃26

) ∂3

∂x∂y2
+ G̃22

∂3

∂y3
,

L2B = B̃11
∂2

∂x2
+ 2B̃12

∂2

∂x∂y
+ B̃22

∂2

∂y2
;

S̃ij =
2h3

3
Sij, G̃ij =

2h3

3
Gij , B̃ij =

2h3

3
Bij ;⎛⎜⎜⎜⎜⎝

S11 S12 S16 G11 G21

S12 S22 S26 G12 G22

S16 S26 S66 G16 G26

−G11 −G12 −G16 B11 B12

−G21 −G22 −G26 B12 B22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
s11 s12 s16 g11 g21
s12 s22 s26 g12 g22
s16 s26 s66 g16 g26
−g11 −g12 −g16 β11 β12
−g21 −g22 −g26 β12 β22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
−1

;

sij — коэффициенты деформации материала плиты, gij — пьезоэлектрические
модули материала, βij — коэффициенты диэлектрической проницаемости мате-
риала.
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Систему уравнений (1) следует интегрировать при соответствующих гранич-
ных условиях. После этого прогиб плиты и плотность потенциала электрическо-
го поля становятся известными и по ним в любой точке плиты можно находить
значения изгибающих моментов Mx и My, крутящего момента Hxy, перерезы-
вающих сил Nx и Ny, моментов электрической индукции MDx и MDy [3]:

Mx =

h∫
−h

zσxdz = −
(
S̃11

∂2w

∂x2
+ 2S̃16

∂2w

∂x∂y
+ S̃12

∂2w

∂y2
− G̃11

∂ϕ0

∂x
− G̃21

∂ϕ0

∂y

)
,

My =

h∫
−h

zσydz = −
(
S̃12

∂2w

∂x2
+ 2S̃26

∂2w

∂x∂y
+ S̃22

∂2w

∂y2
− G̃12

∂ϕ0

∂x
− G̃22

∂ϕ0

∂y

)
,

Hxy =

h∫
−h

zτxydz = −
(
S̃16

∂2w

∂x2
+ 2S̃66

∂2w

∂x∂y
+ S̃26

∂2w

∂y2
− G̃16

∂ϕ0

∂x
− G̃26

∂ϕ0

∂y

)
,

Nx =

h∫
−h

τxzdz = −
(
S̃11

∂3w

∂x3
+ 3S̃16

∂3w

∂x2∂y
+
(
S̃12 + 2S̃66

) ∂3w

∂x∂y2
+ S̃26

∂3w

∂y3
−

−G̃11
∂2ϕ0

∂x2
−
(
G̃21 + G̃16

) ∂2ϕ0

∂x∂y
− G̃26

∂2ϕ0

∂y2

)
, (2)

Ny =

h∫
−h

τyzdz = −
(
S̃16

∂3w

∂x3
+
(
S̃12 + 2S̃66

) ∂3w

∂x2∂y
+ 3S̃26

∂3w

∂x∂y2
+ S̃22

∂3w

∂y3
−

−G̃16
∂2ϕ0

∂x2
−
(
G̃12 + G̃26

) ∂2ϕ0

∂x∂y
− G̃22

∂2ϕ0

∂y2

)
,

MDx =

h∫
−h

zDxdz = G̃11
∂2w

∂x2
+ 2G̃16

∂2w

∂x∂y
+ G̃12

∂2w

∂y2
+ B̃11

∂ϕ0

∂x
+ B̃12

∂ϕ0

∂y
,

MDy =

h∫
−h

zDydz = G̃21
∂2w

∂x2
+ 2G̃26

∂2w

∂x∂y
+ G̃22

∂2w

∂y2
+ B̃12

∂ϕ0

∂x
+ B̃22

∂ϕ0

∂y
.

Здесь σx, σy, τxy, τxz, τyz – компоненты тензора напряжений, Dx, Dy – компо-
ненты вектора электрической индукции.

Тогда становится возможным определение моментов и перерезывающих сил
на произвольной площадке с нормалью n и касательной s [2, 3]:

Mn = Mx cos
2(nx) +My cos

2(ny)− 2Hxy cos(nx) cos(ny),
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Ms = Mx cos
2(ny) +My cos

2(nx) + 2Hxy cos(nx) cos(ny),

Hns = (My −Mx) cos(nx) cos(ny) +Hxy

(
cos2(nx)− cos2(ny)

)
,

Nn = Nx cos(nx) +Ny cos(ny), (3)

Ns = Nx cos(ny)−Ny cos(nx),

MDn = MDx cos(nx) +MDy cos(ny),

MDs = MDx cos(ny)−MDy cos(nx).

Механические граничные условия [1]. Если край плиты жестко защемлен, то
механические граничные условия имеют вид

w = 0,
∂w

∂n
= 0. (4а)

Если край плиты свободно оперт, то механические граничные условия имеют
вид

w = 0, Mn = 0. (4б)

Если край плиты свободен от механических усилий, то механические гра-
ничные условия имеют вид

Mn = 0, Nn +
∂Hns

∂s
= 0. (4в)

Электрические граничные условия. Вид электрического граничного условия
зависит от того, присутствует ли по краю плиты электродное покрытие. Если
электродное покрытие по краю плиты отсутствует, то в этом случае момент
электрической индукции по направлению нормали равен нулю [2, 5]:

MDn = 0. (5а)

Если же электродное покрытие присутствует, то в этом случае по краю задано
распределение потенциала электрического поля [5]:

ϕ0 = ϕ∗
0. (5б)

2. Постановка задачи об изгибе тонкой полосы. Рас-

O x

y

2a

Рис. 2

смотрим отнесенную к декартовой системе координат Oxyz тон-
кую полосу толщины 2h и ширины 2a, изготовленную из пье-
зоэлектрического материала, ориентированную вдоль оси Oy
(рис. 2). Срединная плоскость полосы лежит в плоскости Oxy.
Основания полосы лишены электродного покрытия, по верхне-
му основанию действуют распределенные нормальные усилия
q(x). По краю полосы заданы равномерные (одинаковые вдоль края) механиче-
ские и электрические условия.
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В этом случае электроупругое состояние полосы не зависит от координаты
y. Тогда в системе уравнений (1) все производные по переменной y равны нулю,
и получится система обыкновенных дифференциальных уравнений для опреде-
ления функции прогиба w(x) и функции плотности потенциала электрического
поля ϕ0(x), которая примет следующий вид:

S̃11
d4w

dx4
− G̃11

d3ϕ0

dx3
= q(x),

G̃11
d3w

dx3
+ B̃11

d2ϕ0

dx2
= 0.

(6)

Систему уравнений (6) следует решать при соответствующих граничных
условиях. После этого прогиб плиты и плотность потенциала электрического
поля становятся известными и по ним в любой точке плиты можно находить
значения изгибающих моментов Mx, My, крутящего момента Hxy, перерезыва-
ющих сил Nx, Ny, моментов электрической индукции MDx, MDy:

Mx = −S̃11
∂2w

∂x2
+ G̃11

∂ϕ0

∂x
, My = −S̃12

∂2w

∂x2
+ G̃12

∂ϕ0

∂x
,

Hxy = −S̃16
∂2w

∂x2
+ G̃16

∂ϕ0

∂x
,

Nx = −S̃11
∂3w

∂x3
+ G̃11

∂2ϕ0

∂x2
, Ny = −S̃16

∂3w

∂x3
+ G̃16

∂2ϕ0

∂x2
,

MDx = G̃11
∂2w

∂x2
+ B̃11

∂ϕ0

∂x
, MDy = G̃21

∂2w

∂x2
+ B̃12

∂ϕ0

∂x
.

(7)

После этого становится возможным определение моментов на произвольной
площадке с нормалью n и касательной s по формулам (3).

Механические граничные условия. Если край полосы жестко защемлен, то
механические граничные условия имеют вид

w = 0,
∂w

∂x
= 0. (8а)

Если край полосы свободно оперт, то механические граничные условия име-
ют вид

w = 0, Mx = 0. (8б)

Если край полосы свободен от механических усилий, то механические гра-
ничные условия имеют вид

Mx = 0, Nx = 0. (8в)

Электрические граничные условия. Если край полосы не электродирован, то
электрическое граничное условие имеет вид

Dx = 0. (9а)
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Если же край полосы электродирован и задано значение V плотности потен-
циала электрического поля, то электрическое граничное условие имеет вид

ϕ0 = V. (9б)

3. Действие равномерной нагрузки по верхнему основанию поло-
сы. Рассмотрим случай действия равномерной нагрузки по верхнему основанию
полосы, т.е. q(x) = q = const.

Общее решение задачи. Тогда с использованием метода подстановки получим
общее решение системы (6) в следующем виде:

w(x) =
q

24
· B̃11

S̃11B̃11 + G̃2
11

x4 + C1B̃11x
3 + C2x

2 + C3x+ C4,

ϕ0(x) = −q

6
· G̃11

S̃11B̃11 + G̃2
11

x3 − 3C1G̃11x
2 + C5x+ C6,

где Ci (i = 1, 6) – неизвестные постоянные, определяемые из граничных условий.
Решения краевых задач. Рассмотрим следующие случаи физически реализу-

емых электрических граничных условий.
1. Оба края полосы неэлектродированы. В этом случае на основе (9а) полу-

чаем следующие электрические граничные условия: Dx(−a) = 0, Dx(a) = 0.
а) Oба края полосы жестко защемлены. В этом случае на основе (8а) получа-

ем следующие механические граничные условия: w(−a) =
dw

dx
(−a) = 0,

w(a) =
dw

dx
(a) = 0. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
a2 − x2

)2
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) =
q

6
· x
(
a2 − x2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

.

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · a
2 − 3x2

6
, My = q ·

(
a2 − 3x2

)(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = q ·
(
a2 − 3x2

)(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = −qx, Ny = −q ·
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,
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MDx = 0, MDy = q ·
(
3x2 − a2

) (
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

б ) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободно оперт. В
этом случае на основе (8а), (8б) получаем следующие механические граничные

условия: w(−a) =
dw

dx
(−a) = 0, w(a) = Mx(a) = 0. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
· (x+ a)2 (x− a) (x− 2a) B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) = − q

24
· x
(
4x2 − 3ax− 6a2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · (a+ 2x) (a− x)

4
, My = q ·

(a+ 2x) (a− x)
(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = q ·
(a+ 2x) (a− x)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = q · a− 4x

4
, Ny = q ·

(a− 4x)
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

MDx = 0, MDy = q ·
(a+ 2x) (x− a)

(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

в) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободен от механи-
ческих воздействий. В этом случае на основе (8а), (8в) получаем следующие

механические граничные условия: w(−a) =
dw

dx
(−a) = 0, Mx(a) = Nx(a) = 0.

Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
· (x+ a)2

(
x2 − 6ax+ 17a2

)
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) = −q

6
· x
(
x2 − 3ax+ 3a2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

;
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Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = −q · (a− x)2

2
, My = −q ·

(a− x)2
(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = −q ·
(a− x)2

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = q · (a− x) , Ny = q ·
(a− x)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = 0, MDy = q ·
(a− x)2

(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

г) Оба края свободно оперты. В этом случае на основе (8б) получаем следую-
щие механические граничные условия: w(−a) = Mx(−a) = 0, w(a) = Mx(a) = 0.
Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
x2 − a2

) (
x2 − 5a2

)
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) = −q

6
· x
(
x2 − 3a2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

.

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · a
2 − x2

2
, My = q ·

(
a2 − x2

) (
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = q ·
(
a2 − x2

) (
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = −qx, Ny = −q ·
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = 0, MDy = q ·
(
x2 − a2

)(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

2. Оба края полосы электродированы. Пусть на краях полосы задан нулевой
электрический потенциал. В этом случае на основе (9б) получаем следующие
электрические граничные условия: ϕ0(−a) = 0, ϕ0(a) = 0.
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a) Оба края полосы жестко защемлены. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
a2 − x2

)2
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) =
q

6
· x
(
a2 − x2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+
V

2
· a− x

a
;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · a
2 − 3x2

6
− V · G̃11

2a
,

My = q ·
(
a2 − 3x2

) (
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) − V · G̃12

2a
,

Hxy = q ·
(
a2 − 3x2

) (
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) − V · G̃16

2a
,

Nx = −qx, Ny = −q ·
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = −V · B̃11

2a
, MDy = q ·

(
3x2 − a2

) (
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) − V · B̃12

2a
.

б ) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободно оперт. Ре-
шение задачи имеет вид

w(x) = q ·
(x+ a)2 (x− a)

((
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
x− a

(
8B̃11S̃11 + 7G̃2

11

))
B̃11

24
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) +

+V · (x+ a)2 (a− x) G̃11

4a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ,
ϕ0(x) = q ·

(a− x)
((

4B̃11S̃11 + 3G̃2
11

)
x2 + aB̃11S̃11x− 3a2

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

))
G̃11

6
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) +

+V ·
(x− a)

(
3G̃2

11x− a
(
8B̃11S̃11 + 3G̃2

11

))
4a2

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ;
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Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q ·
(a− x)

((
2B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
x+ a

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

))
8B̃11S̃11 + 6G̃2

11

−

−V ·
3 (a− x)

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ,

My = q ·
⎛⎝−2

(
B̃11S̃12 + G̃12G̃11

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

x2 +
4a
(
B̃11S̃12 + G̃12G̃11

)
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

x+

+
2a2

((
6B̃11S̃11 + 5G̃2

11

)
B̃11S̃12 +

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
G̃11G̃12

)
3
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠+

+V ·
⎛⎝3

(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) x+
B̃11S̃12G̃11 −

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
G̃12

a
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠ ,

Hxy = q ·
⎛⎝−2

(
B̃11S̃16 + G̃16G̃11

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

x2 +
4a
(
B̃11S̃16 + G̃16G̃11

)
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

x+

+
2a2

((
6B̃11S̃11 + 5G̃2

11

)
B̃11S̃16 +

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
G̃11G̃16

)
3
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠+

+V ·
⎛⎝3

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) x+
B̃11S̃16G̃11 −

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
G̃16

a
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠ ,

Nx = q ·
⎛⎝a

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

− x

⎞⎠+ V ·
3
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ,
Ny = q ·

⎛⎝a
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

− B̃11S̃16 + G̃11G̃16

4B̃11S̃11 + 3G̃2
11

x

⎞⎠+ V ·
3
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ,

MDx = −q · a2B̃11G̃11

12B̃11S̃11 + 9G̃2
11

− V ·
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)
B̃11

a
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) ,

MDy = q

⎛⎝−2
(
−B̃11G̃21 + B̃12G̃11

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

x2 +
4a
(
−B̃11G̃21 + B̃12G̃11

)
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

x+
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+
2a2

(
−
(
6B̃11S̃11 + 5G̃2

11

)
B̃11G̃21 +

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
G̃11B̃12

)
3
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

)(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠+

+V ·
⎛⎝3

(
G̃11B̃12 − B̃11G̃21

)
G̃11

2a2
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

) x−
B̃11G̃21G̃11 +

(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
B̃12

a
(
4B̃11S̃11 + 3G̃2

11

)
⎞⎠ .

в) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободен от механи-
ческих воздействий. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(x+ a)2

(
B̃11S̃11x

2 − 6aB̃11S̃11x+ a2
(
17B̃11S̃11 + 8G̃2

11

))
S̃11

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) −

−V

4
· (x+ a)2 G̃11

aS̃11

,

ϕ0(x) =
q

6
·
(
x2 − a2

)
(3a− x) G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+
V

2
· a− x

a
;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = −q
(a− x)2

2
,

My = −q ·
⎛⎝x (x− 2a)

(
S̃12B̃11 + G̃11G̃12

)
S̃11 +

a2
(
3B̃11S̃11S̃12 + 4S̃12G̃

2
11 − S̃11G̃11G̃12

)
3

⎞⎠+

+V · S̃12G̃11 − S̃11G̃12

2aS̃11

,

Hxy = −q ·
⎛⎝x (x− 2a)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
S̃11 +

a2
(
3B̃11S̃11S̃16 + 4S̃16G̃

2
11 − S̃11G̃11G̃16

)
3

⎞⎠+

+V · S̃16G̃11 − S̃11G̃16

2aS̃11

,

Nx = q (a− x) ,

Ny = q
(a− x)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = q · 2a
2G̃11

3S̃11

− V · B̃11S̃11 + G̃2
11

2aS̃11

,
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MDy = q ·
⎛⎝x (x− 2a)

(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
S̃11 −

a2
(
3B̃11S̃11G̃21 + 4G̃21G̃

2
11 + S̃11G̃11B̃12

)
3

⎞⎠−

−V · B̃12S̃11 + G̃11G̃21

2aS̃11

.

г) Оба края свободно оперты. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
x2 − a2

) (
B̃11S̃11x

2 − a2
(
5B̃11S̃11 + 4G̃2

11

))
S̃11

(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) − V

4
·
(
x2 − a2

)
G̃11

aS̃11

,

ϕ0(x) =
q

6
· x
(
a2 − x2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+
V

2
· a− x

a
.

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q
a2 − x2

2
,

My = q ·
⎛⎝(B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
S̃11x

2 +
a2
(
3B̃11S̃11S̃12 + 2S̃12G̃

2
11 + S̃11G̃11G̃12

)
3

⎞⎠+

+V · S̃12G̃11 − S̃11G̃12

2aS̃11

,

Hxy = q ·
⎛⎝(B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
S̃11x

2 +
a2
(
3B̃11S̃11S̃16 + 2S̃16G̃

2
11 + S̃11G̃11G̃16

)
3

⎞⎠+

+V · S̃16G̃11 − S̃11G̃16

2aS̃11

,

Nx = −qx,

Ny = −q
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = −q
a2G̃11

3S̃11

− V · B̃11S̃11 + G̃2
11

2aS̃11

,

MDy = q ·
⎛⎝(G̃11B̃12 − B̃11G̃21

)
S̃11x

2 +
a2
(
S̃11G̃11B̃12 − 3B̃11S̃11G̃21 − 2G̃21G̃

2
11

)
3

⎞⎠−

−V · B̃12S̃11 + G̃11G̃21

2aS̃11

.
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3. Левый край полосы электродирован, правый край неэлектродирован. Пусть
на левом краю полосы задан нулевой электрический потенциал. В этом случае
на основе (9а), (9б) получаем следующие электрические граничные условия:
ϕ0(−a) = 0, Dx(a) = 0.

а) Оба края полосы жестко защемлены. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
a2 − x2

)2
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) =
q

6
· x
(
a2 − x2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+ V ;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · a
2 − 3x2

6
, My = q ·

(
a2 − 3x2

) (
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = q ·
(
a2 − 3x2

) (
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = −qx, Ny = −q ·
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = 0, MDy = q ·
(
3x2 − a2

) (
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
6
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

б ) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободно оперт. Ре-
шение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
· (x+ a)2 (x− a) (x− 2a) B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) = − q

24
· (x+ a)

(
4x2 − 7ax+ a2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+ V ;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · (a+ 2x) (a− x)

4
, My = q ·

(a+ 2x) (a− x)
(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = q ·
(a+ 2x) (a− x)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,
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Nx = q · a− 4x

4
, Ny = q ·

(a− 4x)
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

MDx = 0, MDy = q ·
(a+ 2x) (x− a)

(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
4
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

в) Левый край полосы жестко защемлен, правый край свободен от механи-
ческих воздействий. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
· (x+ a)2

(
x2 − 6ax+ 17a2

)
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) = −q

6
· (x+ a)

(
x2 − 4ax+ 7a2

)
G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+ V ;

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = −q · (a− x)2

2
, My = −q ·

(a− x)2
(
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Hxy = −q ·
(a− x)2

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = q · (a− x) , Ny = q ·
(a− x)

(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = 0, MDy = q ·
(a− x)2

(
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

г) Оба края свободно оперты. Решение задачи имеет вид

w(x) =
q

24
·
(
x2 − a2

) (
x2 − 5a2

)
B̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

,

ϕ0(x) =
q

6
· (x+ a)2 (2a− x) G̃11

B̃11S̃11 + G̃2
11

+ V.

Тогда для моментов и перерезывающих сил получаются следующие формулы:

Mx = q · a
2 − x2

2
, My = q ·

(
a2 − x2

) (
B̃11S̃12 + G̃11G̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,
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Hxy = q ·
(
a2 − x2

)(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) ,

Nx = −qx, Ny = −q ·
x
(
B̃11S̃16 + G̃11G̃16

)
B̃11S̃11 + G̃2

11

,

MDx = 0, MDy = q ·
(
x2 − a2

) (
B̃11G̃21 − G̃11B̃12

)
2
(
B̃11S̃11 + G̃2

11

) .

4. Численные исследования. Были проведены численные исследования
электроупругого состояния бесконечных полос из следующих материалов: 1) се-
ленид кадмия CdSe [6, 7] (материал ЭМ1); 2) титанат бария BaTiO3 [6, 8] (мате-
риал ЭМ4); 3) пьезокерамика PZT − 4 [6, 8] (материал ЭМ5); 4) пьезокерамика
PZT − 5A [6, 8] (материал ЭМ6). Рассматривались случаи, когда ось поляриза-
ции материалов направлена вдоль оси Oy и когда она направлена вдоль оси Ox.
Физические постоянные материалов приведены в таблице 1.

Таблица 1. Физические постоянные материалов
Вели- Материалы, поляризованные вдоль Oy
чина ЭМ1(Oy) ЭМ4(Oy) ЭМ5(Oy) ЭМ6(Oy)
s11/s0 23, 21 8, 70 10, 90 14, 40

s22/s0 16, 68 7, 10 7, 90 9, 46

s66/s0 74, 46 17, 50 19, 30 25, 20

s12/s0 −5, 38 −1, 90 −2, 10 −2, 98

g11/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

g12/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

g16/g0 −124, 40 20, 20 39, 40 38, 20

g21/g0 −41, 61 −5, 20 −11, 10 −11, 40

g22/g0 81, 15 12, 60 26, 10 24, 80

g26/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

β11/β0 118987, 10 77, 93 76, 61 65, 31

β22/β0 106071, 50 66, 47 86, 92 66, 46

Вели- Материалы, поляризованные вдоль Ox
чина ЭМ1(Ox) ЭМ4(Ox) ЭМ5(Ox) ЭМ6(Ox)
s11/s0 16, 68 7, 10 7, 90 9, 46

s22/s0 23, 21 8, 70 10, 90 14, 40

s66/s0 74, 46 17, 50 19, 30 25, 20

s12/s0 −5, 38 −1, 90 −2, 10 −2, 98

g11/g0 −81, 15 −12, 60 −26, 10 −24, 80

g12/g0 41, 61 5, 20 11, 10 11, 40

g16/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

g21/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

g22/g0 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

g26/g0 124, 40 −20, 20 −39, 40 −38, 20

β11/β0 106071, 50 66, 47 86, 92 66, 46

β22/β0 118987, 10 77, 93 76, 61 65, 31

Здесь приняты следующие обозначения:
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s0 = 10−6МПа−1, g0 = 10−3МКл−1 · м2, β0 = 1МН · м2 ·МКл−2.

На рисунке 3 приведены графики распределения значений прогиба w про-
дольно поляризованной полосы из материалов ЭМ1(Oy) (линия 1), ЭМ4(Oy)
(линия 2), ЭМ5(Oy) (линия 3), ЭМ6(Oy) (линия 4) для случаев, когда оба края
полосы жестко защемлены (рис. а), когда левый край полосы жестко защемлен,
правый край полосы свободно оперт (рис. б ), когда левый край полосы жестко
защемлен, правый край полосы свободен от внешних воздействий (рис. в), оба
края полосы свободно оперты (рис. г).
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Рис. 3. Графики прогиба срединной плоскости полосы с продольной поляризацией

В таблице 2 приведены значения изгибающих моментов Mx, My в некоторых
точках (линиях) продольно поляризованной полосы из материалов ЭМ1(Oy) и
ЭМ4(Oy) для различных типов электрических граничных условий (э.г.у.) (тип
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1 – оба края полосы неэлектродированы, тип 2 – оба края полосы электроди-
рованы и задан нулевой потенциал электрического поля, тип 3 – левый край
полосы электродирован, правый край полосы неэлектродирован) и различных
типов механических граничных условий (м.г.у.) (тип а – оба края полосы жестко
защемлены, тип б – левый край полосы жестко защемлен, правый край поло-
сы свободно оперт, тип в – левый край полосы жестко защемлен, правый край
полосы свободен от внешних воздействий, тип г – оба края полосы свободно
оперты).

Таблица 2. Значения моментов Mx, My

в точках (линиях) продольно поляризованной полосы
Вели- Тип Тип Точка (линия)
чина э.г.у. м.г.у. −a −2a/3 −a/3 0 a/3 2a/3 a

Материал ЭМ1(Oy)
Mx, 10−2 1, 2, 3 а −33, 333 −5, 556 11, 111 16, 667 11, 111 −5, 556 −33, 333

б −50, 000 −13, 889 11, 111 25, 000 27, 778 19, 444 0, 000

в −200, 000 −138, 889 −88, 889 −50, 000 −22, 222 −5, 556 0, 000

г 0, 000 27, 778 44, 444 50, 000 44, 444 27, 778 0, 000

My, 10−2 1, 2, 3 а −10, 774 −1, 796 3, 591 5, 387 3, 591 −1, 796 −10, 774

б −16, 162 −4, 489 3, 591 8, 081 8, 979 6, 285 0, 000

в −64, 647 −44, 894 −28, 732 −16, 162 −7, 183 −1, 796 −0, 000

г 0, 000 8, 979 14, 366 16, 162 14, 366 8, 979 0, 000

Материал ЭМ4(Oy)
Mx, 10−2 1, 2, 3 а −33, 333 −5, 556 11, 111 16, 667 11, 111 −5, 556 −33, 333

б −50, 000 −13, 889 11, 111 25, 000 27, 778 19, 444 0, 000

в −200, 000 −138, 889 −88, 889 −50, 000 −22, 222 −5, 556 0, 000

г 0, 000 27, 778 44, 444 50, 000 44, 444 27, 778 0, 000

My, 10−2 1, 2, 3 а −10, 138 −1, 690 3, 379 5, 069 3, 379 −1, 690 −10, 138

б −15, 206 −4, 224 3, 379 7, 603 8, 448 5, 914 0, 000

в −60, 826 −42, 240 −27, 034 −15, 206 −6, 758 −1, 690 −0, 000

г 0, 000 8, 448 13, 517 15, 206 13, 517 8, 448 0, 000

В таблице 3 приведены значения момента электрической индукции MDy в
некоторых точках (линиях) продольно поляризованной полосы из материалов
ЭМ1(Oy) и ЭМ4(Oy) для этих же типов граничных условий.

Таблица 3. Значения момента MDy

в точках (линиях) продольно поляризованной полосы
Мате- Тип Тип Точка (линия)
риал э.г.у. м.г.у. −a −2a/3 −a/3 0 a/3 2a/3 a

Значения момента MDy, 10−5

ЭМ1(Oy) 1, 2, 3 а 0, 005 0, 001 −0, 002 −0, 002 −0, 002 0, 001 0, 005

б 0, 007 0, 002 −0, 002 −0, 003 −0, 004 −0, 003 −0, 000

в 0, 028 0, 019 0, 012 0, 007 0, 003 0, 001 0, 000

г 0, 000 −0, 004 −0, 006 −0, 007 −0, 006 −0, 004 0, 000

ЭМ4(Oy) 1, 2, 3 а 0, 686 0, 114 −0, 229 −0, 343 −0, 229 0, 114 0, 686

б 1, 029 0, 286 −0, 229 −0, 515 −0, 572 −0, 400 −0, 000

в 4, 116 2, 858 1, 829 1, 029 0, 457 0, 114 0, 000

г 0, 000 −0, 572 −0, 915 −1, 029 −0, 915 −0, 572 0, 000
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Рис. 4. Графики прогиба срединной плоскости полосы с поперечной поляризацией
для случаев, когда оба края неэлектродированы или когда левый край электродирован,

а правый край неэлектродирован

На рисунке 4 приведены графики распределения значений прогиба w по-
перечно поляризованной полосы из материалов ЭМ1(Ox) (линия 1), ЭМ4(Ox)
(линия 2), ЭМ5(Ox) (линия 3), ЭМ6(Ox) (линия 4), когда оба края неэлектроди-
рованы или когда левый край электродирован и на нем задан нулевой электриче-
ский потенциал, а правый край неэлектродирован, для случаев, когда оба края
полосы жестко защемлены (рис. а), когда левый край полосы жестко защемлен,
правый край полосы свободно оперт (рис. б ), когда левый край полосы жестко
защемлен, правый край полосы свободен от внешних воздействий (рис. в), оба
края полосы свободно оперты (рис. г).

На рисунке 5 приведены графики распределения значений прогиба w по-
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Рис. 5. Графики прогиба срединной плоскости полосы с поперечной поляризацией
для случая, когда оба края полосы электродированы

перечно поляризованной полосы из материалов ЭМ1(Ox) (линия 1), ЭМ4(Ox)
(линия 2), ЭМ5(Ox) (линия 3), ЭМ6(Ox) (линия 4), оба края которой электро-
дированы и на них задан нулевой электрический потенциал, для случаев, когда
оба края полосы жестко защемлены (рис. а), когда левый край полосы жестко
защемлен, правый край полосы свободно оперт (рис. б ), когда левый край по-
лосы жестко защемлен, правый край полосы свободен от внешних воздействий
(рис. в), оба края полосы свободно оперты (рис. г).

На рисунке 6 приведены графики распределения значений плотности потен-
циала электрического поля ϕ0 для поперечно поляризованной полосы из мате-
риалов ЭМ1(Ox) (линия 1), ЭМ4(Ox) (линия 2), ЭМ5(Ox) (линия 3), ЭМ6(Ox)
(линия 4), оба края которой неэлектродированы, для случаев, когда оба края
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Рис. 6. Графики распределения плотности потенциала электрического поля полосы
с поперечной поляризацией для случая, когда оба края полосы неэлектродированы

полосы жестко защемлены (рис. а), когда левый край полосы жестко защемлен,
правый край полосы свободно оперт (рис. б ), когда левый край полосы жестко
защемлен, правый край полосы свободен от внешних воздействий (рис. в), оба
края полосы свободно оперты (рис. г).

На рисунке 7 приведены графики распределения значений плотности потен-
циала электрического поля ϕ0 для поперечно поляризованной полосы из мате-
риалов ЭМ1(Ox) (линия 1), ЭМ4(Ox) (линия 2), ЭМ5(Ox) (линия 3), ЭМ6(Ox)
(линия 4), оба края которой электродированы и на них задан нулевой элек-
трический потенциал, для случаев, когда оба края полосы жестко защемлены
(рис. а), когда левый край полосы жестко защемлен, правый край полосы сво-
бодно оперт (рис. б ), когда левый край полосы жестко защемлен, правый край
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Рис. 7. Графики распределения плотности потенциала электрического поля полосы
с поперечной поляризацией для случая, когда оба края полосы электродированы

полосы свободен от внешних воздействий (рис. в), оба края полосы свободно
оперты (рис. г).

В таблице 4 приведены значения изгибающих моментов Mx, My в некоторых
точках (линиях) поперечно поляризованной полосы из материалов ЭМ1(Ox) и
ЭМ4(Ox) для различных типов электрических граничных условий (э.г.у) (тип
1 – оба края полосы неэлектродированы, тип 2 – оба края полосы электроди-
рованы и задан нулевой потенциал электрического поля, тип 3 – левый край
полосы электродирован, правый край полосы неэлектродирован) и различных
типов механических граничных условий (м.г.у.) (тип а – оба края полосы жестко
защемлены, тип б – левый край полосы жестко защемлен, правый край поло-
сы свободно оперт, тип в – левый край полосы жестко защемлен, правый край
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Таблица 4. Значения моментов Mx, My

в точках (линиях) поперечно поляризованной полосы
Вели- Тип Тип Точка (линия)
чина э.г.у. м.г.у. −a −2a/3 −a/3 0 a/3 2a/3 a

Материал ЭМ1(Ox)
Mx, 10−2 1, 2, 3 а −33, 333 −5, 556 11, 111 16, 667 11, 111 −5, 556 −33, 333

б −50, 000 −13, 889 11, 111 25, 000 27, 778 19, 444 0, 000

в −200, 000 −138, 889 −88, 889 −50, 000 −22, 222 −5, 556 0, 000

г 0, 000 27, 778 44, 444 50, 000 44, 444 27, 778 0, 000

My, 10−2 1 а −7, 727 −1, 288 2, 576 3, 863 2, 576 −1, 288 −7, 727

б −11, 590 −3, 219 2, 576 5, 795 6, 439 4, 507 0, 000

в −46, 359 −32, 194 −20, 604 −11, 590 −5, 151 −1, 288 0, 000

г 0, 000 6, 439 10, 302 11, 590 10, 302 6, 439 0, 000

2 а −7, 727 −1, 288 2, 576 3, 863 2, 576 −1, 288 −7, 727

б −11, 589 −3, 217 2, 579 5, 800 6, 446 4, 516 0, 010

в −46, 442 −32, 277 −20, 687 −11, 673 −5, 234 −1, 371 −0, 083

г 0, 041 6, 480 10, 343 11, 631 10, 343 6, 480 0, 041

3 а −7, 727 −1, 288 2, 576 3, 863 2, 576 −1, 288 −7, 727

б −11, 590 −3, 219 2, 576 5, 795 6, 439 4, 507 0, 000

в −46, 359 −32, 194 −20, 604 −11, 590 −5, 151 −1, 288 0, 000

г 0, 000 6, 439 10, 302 11, 590 10, 302 6, 439 0, 000

Материал ЭМ4(Ox)
Mx, 10−2 1, 2, 3 а −33, 333 −5, 556 11, 111 16, 667 11, 111 −5, 556 −33, 333

б −50, 000 −13, 889 11, 111 25, 000 27, 778 19, 444 0, 000

в −200, 000 −138, 889 −88, 889 −50, 000 −22, 222 −5, 556 0, 000

г 0, 000 27, 778 44, 444 50, 000 44, 444 27, 778 0, 000

My, 10−2 1 а −7, 280 −1, 213 2, 427 3, 640 2, 427 −1, 213 −7, 280

б −10, 920 −3, 033 2, 427 5, 460 6, 066 4, 246 0, 000

в −43, 678 −30, 332 −19, 413 −10, 920 −4, 853 −1, 213 0, 000

г 0, 000 6, 066 9, 706 10, 920 9, 706 6, 066 0, 000

2 а −7, 280 −1, 213 2, 427 3, 640 2, 427 −1, 213 −7, 280

б −10, 879 −2, 886 2, 679 5, 819 6, 531 4, 818 0, 677

в −50, 244 −36, 898 −25, 978 −17, 485 −11, 419 −7, 779 −6, 566

г 3, 283 9, 349 12, 989 14, 202 12, 989 9, 349 3, 283

3 а −7, 280 −1, 213 2, 427 3, 640 2, 427 −1, 213 −7, 280

б −10, 920 −3, 033 2, 427 5, 460 6, 066 4, 246 0, 000

в −43, 678 −30, 332 −19, 413 −10, 920 −4, 853 −1, 213 0, 000

г 0, 000 6, 066 9, 706 10, 920 9, 706 6, 066 0, 000

полосы свободен от внешних воздействий, тип г – оба края полосы свободно
оперты).

В таблице 5 приведены значения момента электрической индукции MDy в
некоторых точках (линиях) поперечно поляризованной полосы из материалов
ЭМ1(Ox) и ЭМ4(Ox) для этих же типов граничных условий.

Из представленных результатов следует, что электроупругое состояние по-
лосы сильно зависит от множества факторов, таких как механические и элек-
трические условия на границах полосы, свойства ее материала, направление ее
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Таблица 5. Значения момента MDy

в точках (линиях) поперечно поляризованной полосы
Мате- Тип Тип Точка (линия)
риал э.г.у. м.г.у. −a −2a/3 −a/3 0 a/3 2a/3 a

Значения момента MDx, 10−5

ЭМ1(Ox) 2 а 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000

б −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 006

в 0, 046 0, 046 0, 046 0, 046 0, 046 0, 046 0, 046

г −0, 023 −0, 023 −0, 023 −0, 023 −0, 023 −0, 023 −0, 023

ЭМ4(Ox) 2 а 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000

б −1, 133 −1, 133 −1, 133 −1, 133 −1, 133 −1, 133 −1, 133

в 10, 985 10, 985 10, 985 10, 985 10, 985 10, 985 10, 985

г −5, 492 −5, 492 −5, 492 −5, 492 −5, 492 −5, 492 −5, 492

электрической поляризации.
Как и ожидалось, наименьший прогиб полосы наблюдался в случае жест-

кого защемления обоих краев полосы, а наибольшего значения в этом случае
он достигал на средней линии полосы. Если один из краев жестко защемлен, а
другой свободно оперт, то максимальное значение прогиба возрастало до 2–2, 5
раз, а его положение смещалось к опертому краю. Если оба края плиты свобод-
но оперты, то значения прогиба возрастали до 6, 5 раз сравнительно со случаем
жесткого защемления обоих краев, а если один край жестко защемлен, а второй
свободен от внешних воздействий – до 70 раз.

Наибольший прогиб возникал в полосе из материала ЭМ1, который является
наиболее мягким (обладает наибольшими значениями коэффициентов дефор-
мации). Наличие электродирования обоих краев приводило к заметному росту
значений прогиба для поперечно поляризованных полос из материалов ЭМ4,
ЭМ5, ЭМ6, а для полосы из материала ЭМ1 рост значений прогиба практиче-
ски незаметен. Материал ЭМ1 характеризуется наибольшими значениями пьезо-
электрических модулей и коэффициентов диэлектрической проницаемости, по-
этому пьезоэлектрический эффект для него слабо выражен.

Если один из краев полосы неэлектродирован, то наличие или отсутствие
электродного покрытия на другом краю не влияет на значения прогиба полосы.

При продольной поляризации полосы пьезоэлектрический модуль g11 = 0
и, как следствие, G11 = G̃11 = 0, тогда система (6) распадается на два несвя-
занных уравнения – уравнение упругого изгиба и уравнение электростатики.
Поэтому при продольной поляризации значения прогиба определяются толь-
ко упругими свойствами материала и механическими граничными условиями, а
электрические свойства материала и электрические граничные условия влияния
на значения прогиба полосы не оказывают.

Схожие закономерности имеют место и для потенциала электрического поля.
Если оба края полосы неэлектродированы, то наибольшие по модулю значения
потенциала возникали вблизи свободного края в полосе, у которой один край
жестко защемлен, а второй край свободен. Для остальных комбинаций гранич-
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ных условий значения потенциала оказывались значительно ниже. Если один из
краев жестко защемлен, то потенциал электрического поля на нем равен нулю.
Если один из краев (или оба) не является жестко защемленным, то на нем дости-
галось максимальное по модулю значение потенциала. Если же на обоих краях
полосы задан нулевой потенциал, то наибольшие значения потенциал электри-
ческого поля обретал в одной из точек (линий) ближней к защемленному краю
половины полосы.

Если полоса поляризована в продольном направлении, то потенциал элек-
трического поля остается равным нулю независимо от типа электрического гра-
ничного условия.

Иные закономерности имеют место для изгибающих моментов и моментов
электрической индукции. Так, изгибающий момент Mx (в поперечном направ-
лении) не зависит от упругих и электрических свойств материала полосы, а
определяется только шириной полосы и величиной усилий, действующих по ос-
нованию полосы. Если полоса поляризована в продольном направлении, то из-
гибающий момент My (в продольном направлении) не зависит от электрических
граничных условий и электрических свойств материала полосы. Если оба края
полосы жестко защемлены, то и в этом случае значения моментов не зависят
электрических граничных условий.

Если один из краев полосы жестко защемлен, то около него возникает наи-
большая концентрация моментов; когда второй край свободен, то эта концен-
трация в 4 раза превышает концентрацию моментов для случая, когда второй
край свободно оперт, и до 6–7 раз – когда второй край жестко защемлен. Если
оба края полосы оперты, то максимальная концентрация достигается в центре
полосы.

Если край полосы не является жестко защемленным, то происходит его раз-
грузка – не только момент Mx, но и момент My равен нулю.

Когда полоса поляризована в продольном или поперечном направлении, то
крутящий момент Hxy в полосе не возникает.

Если полоса продольно поляризована, то в ней возникает момент электриче-
ской индукции MDy, закономерности изменения которого сходны с закономер-
ностями изменения изгибающего момента My. Если полоса поперечно поляризо-
вана, то при электродированных краях в ней возникает момент электрической
индукции MDx, значения которого равны во всех точках полосы, и не возни-
кает поток электрической индукции, если один из краев лишен электродного
покрытия.
Заключение. Получено общее решение системы уравнений, описывающих

изгибное деформирование тонкой пьезоэлектрической полосы под действием из-
гибной нагрузки, с использованием которого построены решения некоторых фи-
зически реализуемых краевых задач. На основе полученных решений проведены
численные исследования влияния свойств материала и условий на краях поло-
сы на ее изгибное электроупругое состояние. Установлено, что закономерности
влияния типа механических граничных условий на значения моментов электри-
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ческой индукции аналогичны закономерностям их влияния на значения изгиба-
ющих моментов.
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The solution of the problem of bending of thin piezoelectric strip under transverse
loading action.

A bending problem is solved for thin piezoelectric strip loaded with uniformly distributed pressure
along the upper base. The problem is reduced to the system of two ordinary differential equations.
The general solution of the system and the solutions of several physically implementable boundary
value problems are obtained. The influence of material’s properties and boundary conditions on
the electro-elastic state of the strip is identified with the numerical studies based on the obtained
solutions.
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АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
АРМИРОВАННОЙ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНЫ
В ОКРЕСТНОСТИ ИСТОЧНИКОВ ЕГО ВОЗМУЩЕНИЯ

В работе рассматривается анализ напряженного состояния пластины из армированного упру-
гопластического материала (подобного бетону) с тремя источниками его возмущения: про-
емом, жестким включением и приложенной к нему местной нагрузкой. Применен метод непол-
ной дискретизации, аппроксимация выполнена методом Бубнова – Галеркина, линеаризация
осуществлена дискретным методом продолжения по параметру нагрузки с итерационным
уточнением на каждом шаге модифицированным методом Ньютона, преобразованным приме-
нительно к потребностям данного вычислительного процесса. Условия прочности и деформа-
ционные зависимости соответствуют деформационной теории пластичности бетона Круглова
– Козачевского, арматуры - в виде укороченной диаграммы Прандтля.
Ключевые слова: армированная упругопластическая пластина, напряженно-деформирован-
ное состояние, неполная дискретизация, метод Бубнова-Галеркина, метод Ньютона, дефор-
мационная теория пластичности бетона.

Введение. Задача анализа напряженно-деформированного состояния упру-
гих пластин на определенном этапе развития механики деформируемого твер-
дого тела была достаточно актуальна как с точки зрения развития математиче-
ского аппарата теории упругости, так и благодаря распространенности пластин
и пластинчатых систем в строительстве, кораблестроении, тяжелом машино-
строении. В это время были получены многие частные решения теории пластин
для канонических областей (прямоугольник, круг, кольцо, сектор) – например,
полиномиальные решения; решения, основанные на разделении переменных и
разложении функций распределения решения вдоль одной из координат в ряд
по тригонометрической либо другой ортогональной системе (для нас важно,
что при этом требуется однородность пластины хотя бы в направлении этой
координаты), однородные решения. Однако, при достаточно широком распро-
странении пластин в различных зданиях и сооружениях потребности практики
выдвинули ряд задач, которые не могли быть решены на базе этих решений (на-
личие проемов, различные случаи местного нагружения). Одновременно с этим
потребность разработки более экономичных конструкций требовала учета ре-
альных деформативных и прочностных свойств материалов. Так, известно, что
адекватный учет пластических деформаций позволяет уточнить оценку несущей
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способности конструкции в сторону ее увеличения. Выполнить указанный учет
с применением «точных» (в рамках принимаемых теорий) решений невозмож-
но. Для решения соответствующих задач приходится прибегать к различным
численным методам. Это обусловлено двумя проблемами: во-первых, форма об-
ласти в ряде случаев отличается от канонической, в реальных объектах пластина
неоднородна, в ней имеются проемы, ослабленные области, жесткие включения;
во-вторых, определяющие соотношения реальных материалов (например, бето-
на, высокоуглеродистой арматуры, древесины) достаточно сложны, нелинейны
и характеризуются существенной асимметрией относительно естественного со-
стояния. Важно, что полученные по экспериментальным данным модели пове-
дения бетона при нагружении либо не могут быть увязаны с хрестоматийными
моделями классической теории пластичности, либо требуют существенной мо-
дификации последних.

Таким образом, для численного анализа напряженно-деформированного со-
стояния пластин в реальных случаях необходимо преодолеть две трудности:
построить решение системы уравнений МДТТ (линейных дифференциальных
уравнений в частных производных для статической и геометрической подсистем
и нелинейных функциональных для физической подсистемы) на континуальной
расчетной схеме с усложненной геометрией и с учетом неоднородности матери-
ала.

Это предопределяет необходимость прибегнуть к дискретизации области, на
которой задана задача, и к линеаризации полученной нелинейной модели.
1. Исходные положения. Известно, что возможны два уровня дискретиза-

ции всей области, на которой задана задача: 1) полная дискретизация - методы
конечных разностей (МКР) и конечных элементов (МКЭ); 2) неполная (или в
ряде источников – частичная) дискретизация (метод неполной дискретизации
– МНД). Иногда метод неполной дискретизации называется полудискретным
методом. Кроме этого, с дискретизацией связан известный метод граничных
элементов (МГЭ), предусматривающий дискретизацию не всей области, а лишь
ее границы. Промежуточное положение между МКЭ и МНД занимает метод
конечных полос (МКП), в основу которого положены конечные элементы, про-
стирающиеся на всю длину области, что характерно также и для МНД. Однако,
МКП предполагает однородность конструкции вдоль длины и допускает только
определенные варианты граничных условий и нагрузок (количество публика-
ций по МКП достаточно велико, укажем, например, на источники [1, 2, 3]). Мы
остановимся на МНД, как на методе, позволяющем достигнуть той же точности,
что и МКЭ, при одинаковой сетке узлов на начальной линии.

Алгоритмы преобладающего количества программных комплексов, реализу-
ющих МКЭ, МКП и МНД, сформулированы в пространстве перемещений.

Широко известны и повсеместно используются методы полной дискретиза-
ции, в том числе практически во всех коммерческих программах расчета объ-
ектов строительства, машиностроения, реакторо-, корабле-, авиастроения и т.
п. Менее известны и практически не используются в широкой проектной и кон-
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структорской практике методы неполной дискретизации.
Строго говоря, схема неполной дискретизации всегда предполагает разделе-

ние переменных; она используется и в методе прямых, и при разложении реше-
ния в ряд по системе ортогональных функций одной из координат. Однако, в
последнем случае дискретизации подвергается не область, а пространство функ-
ций, описывающих возможные перемещения системы.

Применение методов дискретизации включает на самом деле два этапа –
собственно дискретизацию (области либо функционального пространства) и ап-
проксимацию искомых полей на дискретной схеме.

Дискретизация пространства функций, описывающих возможные перемеще-
ния системы, рассматривается в ряде работ, начиная с классических решений
Рибера и Файлона. Затем этот метод был обобщен на оболочки вращения, пре-
имущественно цилиндрические [4 - 7]. В этом случае обычно решения получают-
ся из уравнений теории упругости трехмерного состояния обнулением напряже-
ний на гранях для плосконапряженного состояния или линейных деформаций
и поворотов нормали для плоской деформации. Аппроксимация решения осу-
ществляется разложением решения по системе ортогональных функций одной
координаты с обычным определением коэффициентов такого ряда. Континуаль-
ность области вдоль второй координаты в расчетной схеме сохраняется, система
дифференциальных уравнений в частных производных преобразуется в систему
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Метод прямых в приложении к задачам расчета пластин также применяет-
ся достаточно давно, его идея и история использования показаны, например,
в [8 - 10]. В случае прямоугольной области ее дискретизация осуществляется
следующим образом: на границе, параллельной одной из координатных осей
прямоугольной декартовой системы координат, вводится сетка узлов с малым
конечным шагом, после чего через эти узлы, проводятся прямые, параллельные
смежной границе, то – есть, второй координатной оси; эти прямые (они и дали
название методу) выделяют на заданной области полосы малой конечной шири-
ны. В системе уравнений МДТТ для плоской задачи аппроксимация производ-
ных в первом направлении выполняется обычным методом конечных разностей.
В результате континуальность области во втором направлении сохраняется, и
система дифференциальных уравнений в частных производных преобразуется в
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, решение которой завер-
шает этап аппроксимации.

Другой подход к аппроксимации решения на полудискретной расчетной схе-
ме был предложен Л.В. Канторовичем [11, 12] и основан на использовании того
или иного вариационного принципа, например минимума полной потенциальной
энергии системы Ритца, минимума невязки приближенного решения Бубнова-
Галеркина. Использование принципа Ритца требует, чтобы оператор задачи был
положительно определенным, при определенных правых частях – положитель-
ным; применение принципа Бубнова-Галеркина таких требований не предъявля-
ет. Так как настоящая работа ориентирована на широкий спектр деформатив-
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ных свойств материала, остановимся на втором принципе. Следует отметить,
что и в [7] также использован вариационный принцип.

Идея метода, основанного на этом принципе, была предложена еще в 1913
году И.Г. Бубновым [13] и развита Б.Г. Галеркиным [14]. Отметим, что он полно-
стью соответствует началу возможных перемещений; при этом множество рас-
сматриваемых возможных перемещений в теоретических исследованиях может
быть счетным, а в практических задачах, предполагающих получение числен-
ных результатов, оно всегда конечно, то-есть, оно всегда дискретно. Координат-
ные функции, аналогично МКЭ, для тангенциальных перемещений приняты в
виде линейных биномов.

Метод неполной дискретизации позднее был применен В.З. Власовым [15]
и развит И.Е Милейковским [16] применительно к расчету пластин и складча-
тых пластинчатых систем, а позднее – и оболочек и их систем. Модификация
метода В.З. Власова, предложенная И.Е. Милейковским в форме «метода исход-
ных уравнений», позволила получить систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений в нормальной форме; решение краевой задачи для таких систем
может быть выполнено достаточно универсальным методом С.К. Годунова [17].

И.Е. Милейковскому также принадлежит идея применения теории плит сред-
ней толщины при любой заданной их толщине; благодаря появлению новой сте-
пени свободы (вместо суммарного угла сдвига, равного нулю, рассматриваются
раздельно повороты нормали и элемента тангенциальной координатной оси) ма-
тематический аппарат метода значительно упрощается и избавляется от проти-
воречия между гипотезой о нулевом сдвиге и использованием поперечной силы
для определения одного из этих узлов.

Затем метод исходных уравнений был преобразован автором для распростра-
нения на расчет несущих стен башенных сооружений промышленного назначе-
ния [18].

Построение определяющих зависимостей для бетона, арматуры и их компо-
зиции – железобетона – достаточно сложная задача. Это обусловлено наличием
определенных несоответствий в эмпирических данных различных исследовате-
лей, что, в свою очередь, вызвано различием в методике экспериментов и, не в
последнюю очередь, неоднородностью прочностных и деформативных свойств
материала, а также общей для всех материалов сложностью фиксации моментов
выхода из упругой области и разрушения материала.

Для плоского напряженного состояния бетона В.М. Кругловым и А.И. Ко-
зачевским [19] был предложен специальный вариант деформационной теории
пластичности, ориентированный на учет особенностей деформирования и раз-
рушения бетона. Одна из основных из этих особенностей – неупругий и сложный
характер зависимости σ0 ∼ ε0 и влияние на нее вида напряженного состояния.

Для арматуры, учитывая, что в стенах рассматриваемых сооружений при-
меняется сравнительно низкопрочная арматура, принимается укороченная диа-
грамма Прандтля с контролем достигнутых деформаций.

Для железобетона рассматривается две стадии нагружения – до и после об-
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разования трещин. До образования трещин усилия в сечении железобетонной
конструкции определяются суммированием усилий в бетоне и арматуре; посту-
лируется поточечная совместность деформаций бетона и арматуры. После обра-
зования трещин такая совместность уже не имеет места. Выдвигаясь из бетона
в трещину, арматура частично разрыхляет тонкий цилиндрический слой окру-
жающего ее бетона вплоть до образования системы конических трещин, и если
условно принять толщину этого слоя бесконечно малой, то возникает модель-
ное представление о проскальзывании арматуры в бетоне по цилиндрической
поверхности их контакта (подобно модели погранслоя в гидродинамике). Со-
гласно этой модели, между трещинами наблюдается взаимный сдвиг бетона и
арматуры, предопределяющий, согласно распространенным моделям контакта,
величину касательных напряжений на контакте бетона и арматурного стерж-
ня. В результате возникает различие между деформациями и напряжениями
арматуры в трещине, наибольшими по длине арматурного стержня, и поэто-
му используемыми в условиях прочности железобетона, и средними на шаге
трещин, используемыми в деформационных соотношениях. Поэтому известны
две модели работы железобетона – дискретных трещин и дисперсных трещин.
Здесь использована наиболее разработанная и обоснованная экспериментально
(в основном – Н.И. Карпенко [20]) вторая модель, использующая идею В.И. Му-
рашева о закономерной связи введенного им коэффициента, равного отношению
средних на шаге трещин деформаций арматурного стержня к его деформации в
сечении с трещиной, с уровнем деформаций арматурного стержня. Эта модель
учитывает приобретенную анизотропию свойств железобетона, схему трещин,
разрыхляющее влияние деформирующейся арматуры на бетон в пределах его
полосы между трещинами и некоторые другие эффекты.

Линеаризацию в нашем случае целесообразно выполнять шагово-итерацион-
ным методом, по [21] – методом дискретного продолжения по параметру нагруз-
ки с итерационным уточнением на каждом шаге путем применения модифици-
рованного метода Ньютона (несколько видоизмененным нами применительно к
особенностям предлагаемого вычислительного процесса).
2. Постановка задачи. Общее напряженно-деформированное состояние

пластины и системы пластин, а также местные состояния в окрестности источни-
ков возмущения (концентраторы напряжений, местные нагрузки) исследовались
ранее при помощи программы КРЕПР (длительное нагружение армированных
упруговязких пластин и складок) и ПРОРАБ (кратковременное нагружение ар-
мированных упругопластических пластин и складок, а также кратковременное
догружение армированных упруговязкопластических пластин и складок, ранее
подвергнутых длительному нагружению). В частности, в [22, 23] численно изу-
чалось напряженно-деформированное состояние армированной упругопласти-
ческой пластины и складки из такого же материала; здесь же прослеживалось
последовательное развитие области разрушения материала. В докладе [24] ана-
логичная задача решалась для складки с жестким включением. В этих работах
единственным источником возмущения полей напряжений и деформаций был
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проем.
В работе [25] показано, что концентрация напряжений в окрестности угла

прямоугольного проема не приводит к появлению сингулярности, характерной
для упругой пластины с идеальными углами: это обусловлено неидеальностью
геометрии угла проема и упругопластическим характером деформирования ма-
териала; там же даны рекомендации по учету указанной неидеальности.

На практике встречаются случаи, когда достаточно близко друг к другу рас-
полагается несколько разнообразных источников возмущения, и зоны их влия-
ния пересекаются.
3. Результаты исследований. В настоящей работе численно исследует-

ся напряженно-деформированное состояние армированной упругопластической
стены в зоне совместного влияния трех источников его возмущения – проема,
жесткого включения и приложенной к нему местной нагрузки (рис. 1). Принятые

Рис. 1. Железобетонная пластина (к примеру расчета).

прочностные и деформативные свойства материала соответствуют аналогичным
свойствам бетона и арматуры до образования трещин, а железобетона – после
их образования. Для исследования принята железобетонная пластина шири-
ной L=6 м и высотой H=4 м, толщиной 300 мм, армирование: вертикальное
Asy = 10∅20400 на 1м сечения, по 5 стержней на метр у каждой грани (интен-
сивность армирования 31,4 см2/м), горизонтальное Asx = 10∅16400 на 1 м сече-
ния, по 5 стержней у каждой грани (интенсивность армирования 20,11 см2/м).
Бетон класса В30, средняя кубиковая прочность 38,5 МПа (так как задача не
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проектная, а исследовательская, то вместо кубиковой прочности с обеспечен-
ностью 0,95, равной 30 МПа, в соответствии с принятым классом бетона, была
использована средняя кубиковая прочность); предел текучести арматуры при-
нят, в соответствии с ее классом, равным 400 МПа. Пластина ослаблена проемом
шириной L2 = 2 и высотой H3 = 2 м. Над проемом на расстоянии H2 = 1,4 м
от верха проема расположена жесткая вставка высотой H1 = 0,6 м и шириной
b =0,3 м, нагруженная поверху вертикальной силой Q, которая в процессе реали-
зации шагово–итерационного метода пошагового наращивалась до разрушения
пластины. Принималось, что разрушение происходит на том шаге наращивания
нагрузки, на котором процесс итерационного уточнения расходится. Разрушаю-
щая нагрузка оказалась равной 1,075 МН. Использовалась симметрия пластины
и нагрузки.

Расчет выполнялся при помощи программы ПРОРАБ. На рисунке 2 при-
ведены некоторые результаты расчета в виде эпюр: нормальных напряжений
в бетоне σby и арматуре σsy в горизонтальном сечении I-I по верху простенка
(рис. 2, а, б), нормальных напряжений в бетоне σbx и арматуре σsx в вертикаль-
ных сечениях в зависимости от его абсциссы вдоль координатной линии над
проемом (сечение II-II, рис. 2, в, г).

Рис. 2. Эпюры напряжений: а – в бетоне в сечении I-I; б – в арматуре в сечении I-I; в – в бетоне
в сечении II-II; г – в арматуре в сечении II-II.

Как показал численный анализ, в простенке на уровне его верха, совпада-
ющего с верхом проема (где в упругом решении имеет место сингулярность) в
исследуемой пластине происходит концентрация нормальных напряжений, смяг-
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ченная упругопластическим характером деформирования материала и неиде-
альностью входящего угла.

В горизонтальном волокне, расположенном непосредственно над проемом,
в пределах простенка, в бетоне и арматуре действуют сжимающие нормальные
напряжения, которые над проемом переходят в растягивающие; на эпюре напря-
жений в горизонтальной арматуре в сечении, где в растянутом бетоне возникла
трещина и установились напряжения остаточного зацепления ее берегов, имеет
место скачок напряжений.
Выводы. Дискретизация методом неполной дискретизации в сочетании с

методом Бубнова – Галеркина и линеаризация модифицированным методом
Ньютона позволяют выполнять анализ напряженно – деформированного состо-
яния пластин, выполненных из армированного упругопластического материала,
в области совместного влияния различных источников возмущения этого состо-
яния.
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V.M. Levin
Analysis of stress-strain state of a reinforced elastoplastic plate in the vicinity of sources
of its disturbance.

The paper considers the analysis of the stress state of a plate made of a reinforced elastoplastic
material (like concrete) with three sources of its disturbance: an opening, a rigid inclusion, and a
local load applied to it. The method of incomplete discretization was applied, the approximation
was performed by the Bubnov – Galerkin method, the linearization was carried out by the discrete
method of continuation in the load parameter with iterative refinement at each step by the modified
Newton’s method, transformed in relation to the needs of this computational process. Strength
conditions and deformation dependences correspond to the deformation theory of plasticity of
concrete by Kruglov – Kozachevsky, reinforcement – in the form of a shortened Prandtl diagram.
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НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ УСТОЙЧИВОСТИ ТОРОИДАЛЬНЫХ ОБОЛОЧЕК

Представлено решение задачи распространения численно-аналитической нечетко-множествен-
ной методики описания эффектов влияния неконтрастности в значениях исходных физико-
механических и геометрических параметров на случай анализа математической модели поте-
ри устойчивости тонкой замкнутой изотропной оболочки тороидальной формы, подвержен-
ной воздействию интенсивных статических равномерно распределенных по внешней поверх-
ности нормальных сжимающих усилий. Методика предполагает применение приема фаззи-
фикации обладающих разбросами экзогенных параметров модели с переходом к их нечетко-
интервальными представлениям и последующее расширение области определения функци-
ональных расчетных соотношений детерминистической версии рассматриваемой модели на
аргументы нечетко-множественного типа в рамках альфа-уровневой формы эвристического
принципа обобщения. Приведены отдельные результаты численных исследований с примене-
нием излагаемой методики.
Ключевые слова: тонкие изотропные оболочки, замкнутая тороидальная форма, действие
равномерных сжимающих усилий, прикладные модели статического деформирования, эффек-
ты потери устойчивости, неопределенные исходные параметры, учет разбросов значений,
методы теории нечетких множеств, эвристический принцип обобщения.

Введение и цели исследования. Исследования статических деформа-
ционных моделей устойчивости тонкостенных оболочечных конструкций [1], в
частности оболочек замкнутой тороидальной формы, несмотря на достаточно
длительную историю сохраняют важное фундаментальное и прикладное значе-
ние, практический интерес для инженерных применений в важнейших научно-
промышленных отраслях, таких машиностроение, строительство, воздушный и
подводный транспорт, аэрокосмическая техника [1 – 7], к которым в послед-
нее время добавились междисциплинарные разработки в области термоядерной
энергетики. К сохраняющим крайнюю актуальность аспектам таких исследова-
ний относятся вопросы анализа эффектов влияния неопределенности в виде раз-
бросов экспериментальных и технологических расчетных значений неконтраст-
ных физико-механических и геометрических параметров конструкций на подле-
жащие определению показатели критических интенсивностей внешних нагруже-
ний. Развитая практика применения для учета отмеченных факторов неопреде-
ленности методов вероятностного стохастического анализа [8, 9] зачастую стал-
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кивается с ситуацией отсутствия имеющей корректную статистическую приро-
ду исходной информации. Более мягкие условия к характеру неопределенных
экзогенных данных и дополнительные возможности в этом направлении, вклю-
чая возможности использования результатов обработки маломощных частотных
выборок и данных субъективных экспертных заключений, а также наличие ап-
парата непосредственного оперирования неконтрастными величинами без про-
цедур их усреднения, открываются в рамках применения в таких исследовани-
ях методов нечетких множеств (методов теории нечетких вычислений) [10–14].
Данный подход к получению оценок влияния разбросов исходных параметров
предполагает осуществление процедуры фаззификации неконтрастных исход-
ных параметров с разбросами значений путем перехода к нечетко-интервальным
величинам, используемым далее в качестве нечетко-множественных аргумен-
тов в аналитических соотношениях детерминистических версий моделей расчета
критических усилий на основе применения модифицированной альфа-уровневой
версии эвристического принципа обобщения [15–17].

В контексте изложенных соображений, целью осуществляемых в работе ис-
следований является распространение нечетко-множественной методики полу-
чения оценок для эффектов влияния разбросов значений экзогенных механиче-
ских и геометрических параметров в математических моделях механики дефор-
мирования применительно к задачам устойчивости тонкостенных конструкций
в виде тонких замкнутых изотропных оболочек тороидальной формы, подвер-
женных действия равномерно распределенных по граничной поверхности сжи-
мающих внешних усилий.
1. Описание критических значений внешнего нормального давле-

ния в рамках детерминистической версии модели. В представляемом ис-
следовании используются полученные в [1, 2] результаты решения в классиче-
ской постановке задачи определения критических значений равномерно распре-
деленных по внешней поверхности нормальных усилий, обуславливающих поте-
рю устойчивости при безмоментном деформировании тонкой замкнутой в обоих
направлениях изотропной тороидальной оболочки.

Оболочка характеризуется геометрическими параметрами толщины стенки
h, радиуса круговых сечений Rs трубчатой части и расстояния Rl от оси симмет-
рии оболочки до центров поперечных сечений, а также физико-механическими
параметрами модуля Юнга E и коэффициента Пуассона ν материала оболочки.
Для оболочки с описанными характеристиками, согласно [1], значения критиче-
ских усилий q∗n описываются соотношениями

q∗n = Φn(h,Rs, Rl, E, ν) =

= EhR−1
s (1− ν2)−1(δn(k) + (h2/(12R2

s))λn(k))

(n = 1, 2, ...),

(1)

в которых
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k = Rs/Rl,

δn(k) =
(1 + k2/4)−1((k2/2)(n2 + ((1− ν2)/2)n2k2 + (1 + ν)2k2 + ν + 1)

(n2(n2(1 + k2/2) + (1 + ν)k2/2))
,

λn(k) =
(1 + k2/4)−1((n2 − 1 + n2k2/2)(n2(1 + k2/2) + k2)

(n2(1 + k2/2) + (1 + ν)k2/2) + k2/2)
.

(2)

При этом для функций Φn(h,Rs, Rl, E, ν) во всей области их определения
выполняются свойства

∂Φn(h,Rs, Rl, E, ν)/∂E > 0,Φn(h,Rs, Rl, E, ν)/∂h > 0, (3)

учитываемые ниже при реализации процедуры перехода в функциональных
отображениях (1) к нечетко-интервальным аргументам.

Для оценки меры влияния неконтрастности значений указанных исходных
физико-механических и геометрических параметров в модели устойчивости рас-
сматриваемой оболочки на определяемые соотношениями (1), (2) критические
величины параметра внешнего нагружения, в данных функциональных соотно-
шениях реализуется переход к нечетко-множественным аргументам с примене-
нием α – уровневой формы эвристического принципа расширения [10–17].
2. Получение нечетко-множественных оценок для параметров кри-

тических усилий.Исходным этапом процедуры расширения области определе-
ния аргументов h,Rs, Rl, E, ν функциональных соотношений (1), (2) на нечетко-
множественные величины h̃, R̃s, R̃l, Ẽ, ν̃ в виде нормальных трапецеидальных
нечетких интервалов является ведение их представлений кортежами из значе-
ний границ носителей и границ интервалов модальных значений [18, 19]

h̃ = (h1, h2, h3, h4), R̃s = (Rs1, Rs2, Rs3, Rs4), R̃l = (Rl1, Rl2, Rl3, Rl4),

Ẽ = (E1, E2, E3, E4), ν̃ = (ν1, ν2, ν3, ν4).
(4)

Далее введенные интервалы представляются разложениями по множествам
альфа-срезов в форме

h̃ =
⋃

α∈[0,1]
[hα, hα], R̃s =

⋃
α∈[0,1]

[Rsα, Rsα], R̃l =
⋃

α∈[0,1]
[Rlα, Rlα],

Ẽ =
⋃

α∈[0,1]
[Eα, Eα], ν̃ =

⋃
α∈[0,1]

[να, να],
(5)

где

hα = (1− α)h1 + αh2, hα = αh3 + (1− α)h4;

Rsα = (1− α)Rs1 + αRs2, Rsα = αRs3 + (1− α)Rs4;

Rlα = (1− α)Rl1 + αRl2, Rlα = αRl3 + (1 − α)Rl4;

Eα = (1− α)E1 + αE2, Eα = αE3 + (1 − α)E4;

να = (1− α)ν1 + αν2, να = αν3 + (1− α)ν4.

(6)
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Нечетко-множественные описания для эндогенных параметров интенсивно-
сти критических усилий с применением α – уровневой формы эвристического
принципа расширения [15–17] при учете свойств (3) соответственно записыва-
ются в виде:

q̃∗n =
⋃

α∈[0,1]
[q∗

nα
, q∗nα],

q∗
nα

= inf
Rs∈[Rsα,Rsα]

Rl∈[Rlα,Rlα]

ν∈[να,να]

Φn(hα, Rs, Rl, Eα, ν),

q∗nα = sup
Rs∈[Rsα,Rsα]

Rl∈[Rlα,Rlα]

ν∈[να,να]

Φn(hα, Rs, Rl, Eα, ν).

(7)

Данные соотношения позволяют провести расчеты, связанные с получением
описаний для функций принадлежности μq̃∗n(q

∗
n) нечетко-множественных харак-

теристик q̃∗n
3. Результаты численных исследований. На основе применения описан-

ной методики реализован ряд расчетов, связанных с нечетко-множественным
анализом рассматриваемой модели.

При этом полагается, что рассматриваемая оболочка изготовлена из стали, и
в качестве задачи численного анализа подлежат расчету функции принадлеж-
ности для нечетко-множественных оценок q̃∗n в случае задания совокупности
нечетко-интервальных исходных параметров вида:

Ẽ = (19.7E∗, 19.9E∗, 20.0E∗, 20.2E∗), ν̃ = (0.276, 0.279, 0.282, 0.285),

R̃s = (0.95R∗, 0.99R∗, 1.02R∗, 1.06R∗),

R̃l = (104.95R∗, 104.99R∗, 105.02R∗, 105.06R∗),

h̃ = (0.0038R∗, 0.004R∗, 0.0042R∗, 0.0044R∗),

E∗ = 1010[Па], R∗ = 1[м].

(8)

Результаты расчетов μq̃∗n(q
∗
n) с использованием соотношений (1), (2), (7) для

этого варианта задания неконтрастных исходных параметров приведены на ри-
сунках 1 – 3. При этом с учетом немонотонной зависимости q∗n от n и зависимо-
сти соответствующей минимальному значению q∗n величины n от совокупности
физико-механических и геометрических характеристик модели, для рассматри-
ваемого варианта нечетких экзогенных параметров дано описание функции при-
надлежности для минимального по медианному значению нечетко-множествен-
ного показателя q̃∗3 и двух следующих по возрастанию медианных значений на
носителях нечетко-множественных величин q̃∗2 и q̃∗4.
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Рис.1. Профиль функции принадлежности μq̃∗3 (q
∗
3).

Рис.2. Профиль функции принадлежности μq̃∗2 (q
∗
2).

Рис.3. Профиль функции принадлежности μq̃∗4 (q
∗
4).
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Анализ результатов расчетов позволяет заключить, что максимальные раз-
бросы для задаваемых в виде (8) исходных нечетко-интервальных параметров
Ẽ, ν̃, R̃l относительно медианных значений на носителях составляют не более
1.6%; для исходного параметра R̃s этот разброс составляет 5.5%, а для исходно-
го параметра h̃ – 7.3%. Расчетный оцениваемый максимально возможный раз-
брос для параметров q̃∗2 и q̃∗3 относительно средних значений на интервалах их
носителей составляет в данном случае порядка 26.4%, а в диапазонах наибо-
лее достоверных значений на модальных интервалах относительно их средних
значений – порядка 8.2%. Для параметра q̃∗4 оценка максимально возможно-
го разброса на интервале носителя составляет порядка 33.5%, а в диапазоне
наиболее достоверных значений на модальном интервале – порядка 10.5%. Вид
рассчитанных функций принадлежности позволяет оценить меру возможности
достижения соответствующих значений эндогенным параметром интенсивности
критического давления q∗n в случае задания рассматриваемых неконтрастных
исходных параметров расчетной модели.
Выводы. Результатами представленных в данной работе исследований яв-

ляется распространение численно-аналитической нечетко-множественной мето-
дики учета факторов неопределенности обладающих разбросами значений ис-
ходных физико-механических геометрических параметров в процессе анализа
модели устойчивости тонкой изотропной идеально упругой замкнутой оболочки
тороидальной геометрической формы. Методика базируется на задании фаз-
зифицированных неконтрастных исходных параметров с разбросами значений
нечетко-интервальными величинами и на расширении областей определения фу-
нкциональных соотношений детерминистических версий рассматриваемых мо-
делей на нечетко-множественные аргументы. На основании реализованных вы-
числительных экспериментов получены описания функций принадлежностей
для рассчитываемых нечетко-множественных эндогенных характеристик интен-
сивности критических усилий и представлен сопоставительный анализ величин
разбросов исходных параметров и разбросов в получаемых нечетко-множествен-
ных оценках.

Описываемая методика дает возможность установить диапазоны наиболее
достоверных отклонений в значениях эндогенных параметров расчетных моде-
лей при оговариваемых разбросах исходных физико-механических и геометри-
ческих параметров и определить предельные границы возможных разбросов для
значений исследуемых характеристик на минимальном уровне уверенности.
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Fuzzy-set analysis of the mathematical model of the stability of toroidal shells.
The solution of the problem of generalization of a numerical-analytical fuzzy-multiple methodology
for describing the effects of the influence of non-contrast in the values of the initial physical-
mechanical and geometric parameters for the case of analyzing of the mathematical model of
buckling of a thin closed isotropic toroidal shell subjected to intense static uniformly distributed
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normal compressive forces on the outer surface is presented. The technique involves the use of
fuzzification of the non-contrasted exogenous parameters of the model with a transition to their
fuzzy-interval representations and the subsequent expansion of the domain of definition of the
functional calculation ratios of the deterministic version of the model under consideration to argu-
ments of fuzzy-set type within applying of the alpha-level form of the heuristic principle of generaliza-
tion.

Some results of numerical studies using the described technique are presented.

Keywords: thin isotropic shells, closed toroidal shape, uniform compressive forces, applied models
of static deformation, buckling effects, uncertain initial parameters, scatter errors of values, methods
of the theory of fuzzy sets, heuristic principle of generalization.
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АЛГОРИТМ МЕТОДА ДИФРАГИРОВАННЫХ ВОЛН
ПО ПРОГНОЗУ ДИЗЪЮНКТИВОВ УГОЛЬНЫХ ПЛАСТОВ

В данной статье приведены математические основы метода дифрагированных волн и дан крат-
кий анализ того, как могут проявляться геологические нарушения на сейсмических изобра-
жениях горного массива.
Ключевые слова: шахтная сейсморазведка, прогноз дизъюнктивов, метод дифрагирован-
ных волн.

Введение и общая характеристика проблемы. Одной из основных про-
блем шахтной сейсморазведки является зависимость информативности метода
от типа геологического нарушения, от его положения и ориентации в простран-
стве и целого ряда иных параметров [1]. Особую сложность в обнаружении
представляют собой тектонические нарушения ориентированные относительно
профиля наблюдений таким образом, что отраженные от него волн, либо пре-
ломленные волны не могут быть зарегистрированы. В этом случае методы от-
раженных (МОВ) либо проходящих (МПВ) волн имеют крайне ограниченное
применение.

В настоящее время в качестве альтернативы ведутся исследования в области
разработки нового подхода на основе использования дифрагированных волн [2,
3]. Подход апробирован на практике на ряде объектов Украины, России и Казах-
стана, реализован в специализированном программном обеспечении [4] и может
быть рекомендован как дополнительный способ обработки данных сейсмораз-
ведки, который не привязан к определенным схемам наблюдений и, в этом плане
универсален. Основная проблема метода в том, что для него пока не сформули-
рованы четкие условия применимости и системы прогнозных критериев.

В данной статье приведены математические основы метода дифрагирован-
ных волн и дан краткий анализ того, как могут проявляться геологические на-
рушения на сейсмических изображениях горного массива.
1. Алгоритм реализации метода дифрагированных волн. Рассмотрим

систему наблюдений (рис. 1), состоящую их источников сейсмических колебаний
Sk (k = 1..K) и сейсмоприемников Rl (l = 1..L).
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Рис. 1. К пояснению алгоритма получения изображений углепородного массива методом ди-
фрагированных волн.

Получение мигрированных сейсмических изображений базируется на следу-
ющем алгоритме. Решается задача в заданной плоскости. Как правило, если
исследования проводятся не из полевой выработки, то это плоскость залегания
угольного пласта. Для построения сейсмических изображений участок углепо-
родного массива разбивается на регулярную решетку элементарных ячеек eij c
размерами сторон равными h и номерами i и j вдоль координатных осей X и Z,
соответственно.

Согласно принципу Гюйгенса-Френеля каждая ячейка рассматривается как
источник вторичных колебаний. Рассчитать сейсмическое изображение среды в
элементарной ячейке eijследует используя соотношение:

Aij =
K∑
k=1

L∑
l=1

ASkRl
ij , (1)

где ASkRl
ij представляет собой частичное изображение ячейки среды, постро-

енное по сейсмотрассе сейсмоприемника l для пункта возбуждения k ; TSkRl
ij –

время, за которое сигнал от пункта возбуждения k через ячейку eij достигает
сейсмоприемника l. Его следует вычислить по формуле:

Tij
(Rl) = h/V ((i− i(Rl))

2 + (j − j(Rl))
2),

Tij
(Sk) = h/V ((i− i(Sk))

2 + (j − j(Sk))
2),

Tij
(SkRl) = Tij

(Rl) + Tij
(Sk),

(2)

где V – средняя скорость на участках сейсмического луча от источника коле-
баний до ячейки eij и далее до сейсмоприемника. При построении изображения
следует использовать значения скоростей распространения информативных вол-
новых пакетов, полученные в результате расчета спектров скоростей. В качестве
выступают соответствующие моменту времени мгновенные значения амплитуды
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сейсмических колебаний на сейсмотрассе волнового поля, возбужденного источ-
ником S и зарегистрированного приемником R. Кроме этого, в алгоритме по-
строения сейсмических изображений могут быть использованы коэффициенты
учета направленностей источника и приемника. Соответствующее выражение
для построения сейсмического изображения ячейки среды имеет вид:

Aij =
K∑
k=1

L∑
l=1

glijq
k
ijA

SkRl
ij , (3)

где glij – коэффициент учета направления оптимального приема сейсмоприем-
ника, а qkij – коэффициент учета направленности источника колебаний. Пусть
диаграмма направленности сейсмоприемника Rl такова, что направление наибо-
лее эффективного приема информативной компоненты смещений частиц среды
составляет определенный угол c направлением профиля (рис. 2). Поправка на
направленность приемника может быть определена как gij

l = g(βi
l j), где βij

l –
угол между направлением приема отражённого сигнала и направлением опти-
мального приема сигнала. Хотя вид функции g

(
βij
l

)
, как правило, записать в

аналитическом виде не представляется возможным, на практике может быть
использовано выражение glij = cosβij

l . Аналогичным образом вводится поправ-
ка qkij на направление удара (за исключением случая использования взрывного
источника, для которого qkij = 1).

Рис. 2. К пояснению учета направленности источника и приемника.

Обязательной процедурой при использовании метода дифрагированных волн
является предварительная нормировка сейсмотрасс. Она необходима для того,
чтобы устранить влияние неоднородности уровня их записи, которая возникает
по целому ряду причин. Это различные условия контакта сейсмоприемников с
породой либо углем, различия в силах ударов (взрывов) источника колебаний
и многое другое. Как результат, уровни записи сейсмотрасс могут отличаться
на порядок [1]. Нормировка значений сейсмических отсчетов по сейсмотрассе в
данном случае производится по формуле :

A (t) = A0 (t)K, (4)

где A (t) – выходные значения сейсмических отсчетов; A0 (t) – исходные зна-
чения; K = C/max (A0 (t)) , где C – коэффициент нормировки (одинаков для
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всех сейсмотрасс); max (A0 (t)) – максимальное значение амплитуды сигнала
исходной сейсмотрассы. Коэффициент нормировки, по сути, задает новый (оди-
наковый для всех сейсмотрасс) уровень записи. В отдельных случаях может
быть использована регулировка уровня записи (АРУ). Она позволяет компен-
сировать падение амплитуды колебаний, вызванное различными причинами и, в
первую очередь, эффектом расхождения волны в пространстве. Используемый
для АРУ алгоритм основан на соотношении, которое представляет собой более
общий случай соотношения (4):

A (t) = A0 (t)K (t) , (5)

где K (t) =
C

max (A0 (t))− δ
; max (A0 (t)) - максимальное значение амплитуды

сигнала на участке исходной сейсмотрассы от t-T/2, до t+T/2, где Т – шири-
на полосы усреднения; δ – значение порогового уровня алгоритма регулировки
амплитуд. На рисунке 3 в качестве примера приведен набор теоретических сей-
смограсс SH волн, на которых присутствуют как прямые, так и отраженные
от нарушения колебания. В зависимости от отношения амплитуд прямых и от-
раженных волн на исходных сейсмотрассах доминируют либо те, либо другие.
Процедура нормировки не изменяет данную конфигурацию. Процедура АРУ
повышает амплитуду информативных волн (рис. 3, б). Недостаток в том, что
она так же действует и на волны-помехи.

Рис. 3. Пример набора теоретических сейсмограсс SH волн, на которых присутсявуют как
прямые, так и отраженные от нарушения колебания: а) исходные сейсмотрассы, б) после при-

менения процедуры АРУ.

2. Применение метода для прогноза дизъюнктивов угольных пла-
стов. То, как проявляются геологические аномалии на сейсмических изобра-
жениях, полученных по методу дифрагированных волн, можно проиллюстри-
ровать следующим путем. На первом этапе для заданных условий средствами
математического моделирования [5] производится расчет теоретических сейсмо-
грасс. В качестве моделей использованы однородная среда, представляющая со-
бой ненарушенный горный массив, а также среды, в которых моделировалось
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тектоническое нарушение, раположенное под различными углами к профилю
наблюдений. Горная выработка с системой наблюдений лежит в плоскости рас-
чета. В качестве вмещающей породы выбран алевролит со скоростями распро-
странения продольных и поперечных волн Vp=2500 м/с и Vs=1550 м/с, соот-
ветственно. Сместитель нарушения моделировался как среда, в которой дан-
ные значения уменьшены на 30 м/с. Профиль наблюдений располагается вдоль
одиночной прямолинейной выработки. Двадцатьчетыре сейсмоприемника (СП)
расположены с регулярным шагом 5 м. Точка пункта возбуждения (ПВ) сей-
смических колебаний совпадает с точкой расположения первого из сейсмопри-
емников. На приведенном ранее рисунке 3 представлен фрагмент работы про-
граммного обеспечения [5] по расчету теотерических сейсмотрасс для одной из
моделей. Сейсмотрасса № 2.1 соответствует СП, расположенному в точке ПВ, а
сейсмотрасса № 2.24 – наиболее удаленному от ПВ сейсмоприемнику. Подобные
наборы сейсмотрасс (по одной, группами, либо все сразу) служат для построе-
ния сейсмических изображений по методу дифрагированных волн программным
комплексом для обработки данных сейсморазведки [4]. На участках ненарушен-
ных пород обработка по методу дифрагированных волн генерирует сейсмиче-
ские изображения, на которых отражаются только прямые волны в виде эллип-
сов (рис. 4), четкость которых велика в зоне ПВ и снижается по мере удаления.
Это, по сути, образ самого источника колебаний.

Рис. 4. Схема (а) и результат (б) формирования сейсмического изображения прямых волн на
ненарушенном участке горного массива.

Это происходит по той причине, что сигнал имеет свою длительность, и каж-
дый из максимумов исходных колебаний генерируется с задержкой (рис. 4, а).
Первые максимум и минимум генерируются с задержками, равными четверти
периода и полупериоду характерной длины волны, соответственно. Последую-
щие максимумы и минимумы имеют относительно первых задержки, кратные
полупериоду. Важно то, что задержки каждого из максимумов/минимумов не
зависят от расстояния между ПВ и СП, а определяются формой сигнала. При
использовании процедур обработки по методу дифрагированных волн образом
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первого максимума информативной волны является эллипс, дальняя от СП точ-
ка которого располагается на расстоянии одной восьмой длины волны сигнала
от ПВ (рис. 4, а). В этой точке размещаются образы первого максимума для
любого СП, которые, суммируясь, образуют наиболее интенсивный максимум
изображения. Подобным образом на расстоянии четверти длины волны от ПВ
будет формироваться наиболее четкий минимум. Чем дальше располагается точ-
ка среды от указанных точек минимумов и максимумов, тем больше расстояние
между эллипсами, являющимися образами максимумов и минимумов сигнала и,
в результате, суммирование происходит в различных фазах. Эллипсы размыва-
ются, что и наблюдается на рисунке 4, б. В случае если дизъюнктив расположен
таким образом, что системой наблюдений могут быть зарегистрированы волны,
отраженные от нарушения, то образы точек годографов на сейсмотрассах рас-
полагаются вдоль системы эллипсов, общей касательной к которым является
само нарушение. Каждый из отдельных эллипсов, согласно закону Снеллиуса,
касается в точке, в которой угол падения луча равен был бы углу отражения.
Данное свойство является базисом для применения метода эллипсов [6], и оно
же является причиной генерации характерных полос синфазности при построе-
нии изображений методом дифрагированных волн. На рисунке 5, а изображена
схема формирования сейсмического изображения тектонического нарушения на
основе отраженных волн, а на рисунке 5, б – результат построения такого изоб-
ражения. Использованы только две сейсмотрассы, СП которых расположены на
различных расстояниях от ПВ.

Рис. 5. Схема (а) и результат (б) формирования сейсмического изображения тектонического
нарушения на основе использования отраженных волн.

Точки пересечения эллипсов, соответствующие максимумам и минимумам
регистрируемого сигнала, размещаются вдоль нарушения. В этих точках про-
исходит суммирование амплитуд колебаний в одинаковых фазах. На рисунке 6
представлено сейсмическое изображение по полному набору сейсмотрасс для
всех СП. Результат сложения синфазных колебаний формирует очень четкую
картину тектонического нарушения. Результаты моделирования показывают,
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Рис. 6. Сейсмическое изображение нарушения на основе использования отраженных волн.

что точность определения ориентации нарушения относительно профиля наблю-
дений тем больше, чем больше расстояние между крайними точками отражений
сейсмических лучей на нарушении. Оно напрямую зависит от длины профиля
наблюдений и от расстояния от профиля до нарушения.

В случае, если дизъюнктив расположен таким образом, что системой наблю-
дений могут быть зарегистрированы только рассеянные на торце и вдоль нару-
шения волны, то образы точек годографов располагаются на эллипсах, зоной
пересечения которых является область рассеяния. Для иллюстрации на рисун-
ке 7 изображена схема и результат формирования сейсмических изображений
тектонического нарушения на основе рассеянных волн. Использованы две сей-
смотрассы, СП которых расположены по разные стороны от дизъюнктива.

Рис. 7. Схема (а) и результат (б) формирования сейсмического изображения тектонического
нарушения на основе использования рассеянных волн.

Поскольку построить общую касательную к такой системе эллипсов нель-
зя, то определить точно ориентацию нарушения не представляется возможным.
Метод дифрагированных волн генерирует изображение края нарушения как об-

79



А.А. Глухов

ласть, в которой полосы синфазности резко прерываются, либо претерпевают
излом. Для иллюстрации этого служат последующие рисунки (рис. 8 и рис. 9).
На рисунке 8 представлены результаты расчета для модели, в которой смести-
тель дизъюнктива расположен перпендикулярно профилю наблюдений строго
посредине расстановки СП. При этом ни один из СП не может зарегистрировать
отраженную волну. Регистрируется лишь результат рассеяния волн на наруше-
нии.

На рисунке 8, а изображение нарушения получено на основе использования
рассеянных SH волн, зарегистрированных тремя СП, расположенными на ми-
нимальном расстоянии от ПВ. Область, где колебания суммируются синфазно
располагается за нарушением по эллипсу с коэффициентом сжатия близким к 1.
В области перед нарушением зона синфазности размывается. На рисунке 8б для
изображения нарушения используются волны, зарегистрированных нескольки-
ми СП, расположенными на максимальном от ПВ расстоянии. Область, где ко-
лебания суммируются синфазно, располагается по эллипсу перед нарушением,
резко размываясь за ним. Наибольшие суммарные значения амплитуд наблюда-
ются в ближней к нарушению зоне. Изображения на рисунке 8, в и рисунке 8, г
построены по полному набору сейсмотрасс. Они отличаются тем, что образ на-
рушения на рисунке 8, в построен с учетом вклада прямых волн. Изображение
на рисунке 8, г отличается гораздо большей информативностью. Дизъюнктив
проявляется как зона резкого изменения угла полос синфазности, характеризу-
ющаяся, в то же время, наибольшими значениями суммарных амплитуд.

Рис. 8. Сейсмические изображения нарушения построенные на рассеянных волнах.
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Результаты расчета для модели, в которой сместитель дизъюнктива распо-
ложен на одно прямой с ПВ, представлены на рисунке 9.

На рисунке 9, а изображение нарушения построено на основе использования
рассеянных SH волн, зарегистрированных первым и последним СП на профи-
ле наблюдений. На рисунке 9, б и рисунке 9, в для изображения нарушения
используются волны, зарегистрированные наборами СП (по три), расположен-
ными вблизи и на наибольшем от ПВ расстоянии, соответственно.

Изображение на рисунке 9, г построено по полному набору сейсмотрасс. Об-
ласть, где колебания суммируются синфазно, располагается по эллипсу в зоне
перед нарушением (относительно ПВ), резко размываясь за его сместителем.
Расчеты показывают, что такая картина является типичной для таких углов
взаимного расположения дизъюнктива и профиля наблюдений, когда отражен-
ные волны не регистрируются. Следует отдельно отметить, рисунок 9 прекрасно
иллюстрирует явление возбуждения вторичных колебаний по пути распростра-
нения волны.

Рис. 9. Сейсмические изображения нарушения построенные на рассеянных волнах по трем
ближайшим к ПВ сейсмоприемникам.

Выводы. Таким образом, если системой наблюдений на профиле могут быть
зарегистрированы отраженные от нарушения волны, то с помощью предлагае-
мого алгоритма представляется возможным определить как дистанцию до нару-
шения, так и его ориентацию в массиве горных пород. Метод дифрагированных
волн позволяет получить изображение нарушения в виде характерных полос
синфазности.

Если дизюнктив расположен таким образом, что на профиле наблюдений
могут быть зарегистрированы только рассеянные на нарушении волны, предла-
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гаемый алгоритм позволяет определить расстояние до аномалии и дать оценку
её ориентации. Метод дифрагированных волн генерирует изображение наруше-
ния как область, в которой полосы синфазности резко прерываются либо пре-
терпевают излом.
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Введение и общая характеристика подходов к решению рассмат-
риваемой проблемы. Практически во всех расчетных схемах взаимодействия
крепежных конструкций с вмещающими породами одним из основных парамет-
ров, определяющих нагрузку на охранную крепь, является суммарная мощность
отслоившихся породных слоев в кровле пласта (параметр h). Но при расшире-
нии конкретных практических задач числовые значения этого параметра, чаще
всего, являются неопределенными, так как количественные и качественные ха-
рактеристики деформировании и разрушения пород в кровле в процессе веде-
ния горных работ могут изменяться в самых широких пределах. Они зависят от
мощности и угла падения разрабатываемого пласта, литологического состава,
мощности и физико-механических свойств пород, их трещиноватости и обвод-
ненности, а также от величины захвата направления выемки угля, ширины под-
держиваемого выработанного пространства, жесткости крепи и многих других
факторов.

Совокупность всех этих обстоятельств практически исключает возможность
использования известных расчетных методов для определения параметров рас-
слоения пород в кровле пласта – положения поверхностей, ослабленных механи-
ческих контактов и степени их ослабленности. Поэтому объективную информа-
цию о поведении пород над призабойным и выработанным пространством можно
получить только экспериментальным путем. При этом совершенно очевидным
является то, что решение такой задачи следует осуществлять безшпуровыми
геофизическими методами контроля состояния горного массива, исключающи-
ми любое вмешательство в технологический процесс выемки угля.

По мере развития прикладной геофизики, совершенствования аппаратурной
базы и методического обеспечения, для решения широкого круга горных задач
предложено много методов, которые прямо или косвенно могут быть использо-
ваны для оценки расслоения породного массива в горных выработках. Из всех
этих методов, в качестве конкретных примеров, наиболее близких к решению
поставленной задачи, следует отметить несколько апробированных методик из
различных геофизических направлений. В частности:

1. Метод контроля параметров электромагнитного излучения, сопровожда-
ющего процессы деформирования и разрушения пород в горном массиве [1]. В
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основе этого метода лежат два априорных положения о том, что генерация элек-
томагнитного излучения происходит при зарождении и росте трещин в дефор-
мируемой области массива, а изменение частоты следования импульсов зависит
от физико-механических свойств пород.

2. Электрометрические методы контроля состояния кровли пласта в приза-
бойном пространстве, один из вариантов которых изложен в работе [2]. Практи-
чески во всех этих методах расслоение массива и изменение размеров породной
консоли в призабойном пространстве лавы устанавливаются по динамике из-
менения напряжений, которые в свою очередь оцениваются по величине кажу-
щегося электрического сопротивления пород. А в электрометрическом методе
прогноза состояния кровли на рудных месторождениях [3] используют экспери-
ментальную шкалу соответствия величин электросопротивления пород и степе-
ни нарушенности.

3. Радиометрический контроль напряженно-деформированного состояния го-
рного массива [4] основан на том, что расслоение кровли пласта или изменение
литологического состава пород приводят к изменению плотности массива, кото-
рая определяется гамма-гамма методом путем измерений интенсивности рассе-
янного в среде гамма – поля.

4. Метод исследований амплитудно-частотных параметров поля упругих ко-
лебаний, возникающих в массиве горных пород при любом ударном воздействии
[5, 6], основан на использовании резонансных свойств горного массива (резонанс-
ных частот и добротности), которые обусловлены наличием в изучаемом массиве
породных слоев, ограниченных поверхностями с ослабленными механическими
контактами.

Первые два метода являются косвенными. Один из них оценивает энергию
разрушения пород, величина которой не всегда является адекватной величине
смещения породного массива, а второй – связывает деформации пород с вели-
чиной кажущегося электрического сопротивления через оценку динамики из-
менения напряжений в кровле пласта. Эти недостатки предопределяют низкую
точность установления координат поверхностей ослабленных механических кон-
тактов в исследуемой области массива и не позволяют делать однозначные выво-
ды о степени расслоения вмещающих пород. Возможно поэтому данные методы
не получили широкое применение в промышленности.

Третий метод позволяет, в принципе, выявить положение полостей расслое-
ний пород в кровле пласта прямыми измерениями, но его практическая реали-
зация осуществляется путем каротажа шпуров, пробуренных через изучаемые
породные слои, с помощью специальных зондовых устройств. Необходимость
бурения шпуров в рабочей зоне выработки является большим недостатком и
существенно ограничивает область применения этого метода.

Четвертый из перечисленных выше методов был разработан сравнительно
недавно. Основные нормативные положения этого метода применительно к ре-
шению подземных горных задач и необходимая для этого аппаратура в искро-
безопасном исполнении появилась в конце восьмидесятых годов. На основе ис-
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пользования специфических свойств слоистого массива, метод геоакустических
спектральных измерений позволяет адекватно выявлять и определять простран-
ственное положение поверхностей ослабленных механических контактов путем
прямых измерений, что выгодно отличает его от косвенных методов. Теорети-
ческие основы данного метода, методика производства измерений и обобщение
практического опыта изложены в целом ряде публикаций [6-8], включая и от-
раслевой нормативный документ [9]. На основании этих публикаций основные
положения метода геоакустических спектральных измерений в обобщающем ви-
де можно представить следующим образом.
1. Основные положения метода геоакустических спектральных из-

мерений. При точечном ударе по поверхности слоистых пород поле упругих
колебаний в массиве включает в себя несколько составляющих: - зондирующий
импульс при ударном воздействии на массив; - собственные колебательные про-
цессы, возникающие в слоях – резонаторах при ударном воздействии; - поле,
изучаемое в окружающий массив ударно возбуждаемыми – резонторами.

При ударном точечном воздействии энергия упругих колебаний равномер-
но заполняет пространство горного массива, а плотность энергии этой состав-
ляющей поля убывает с удалением от точки удара пропорционально площади
поверхности сферы, с центром в точке удара. Поэтому даже при большей мощ-
ности зондирующего импульса амплитуда прямого сигнала является незначи-
тельной и пренебрежимо малой по сравнению с амплитудами сигналов от двух
других составляющих поля. При прохождении зондирующего импульса через
горный массив возбуждаются породные слои (слои – резонаторы). В каждом
слое – резонаторе под действием продольных волн возникают и распространяют-
ся вдоль слоя собственные колебания, идущие на поперечных волнах с частотой
f0. Для слоев-резонаторов строго выполняется соотношение между толщиной h,
частотой f0 и скоростью поперечных (сдвиговых) волн Vсдв., которое имеет вид:

f0 = Vсдв/h. (1)

При этом скорость поперечных колебаний можно рассматривать как посто-
янный коэффициент, равный 2500 м/с с отклонениями не более 10 м/с для всех
типов осадочных пород - от аргиллитов до песчаников. Собственный колебатель-
ный процесс слоя-резонатора на поперечных волнах имеет реактивный харак-
тер, и его амплитуда может значительно превышать амплитуду возбуждающего
сигнала. Это превышение оценивается добротностью Q ударно возбуждаемого
слоя-резонатора, значение которой при анализе спектрального изображения сиг-
нала определяется выражением:

Q =
A(f0)

A(0)
, (2)

где A(f0) – плотность спектра на соответствующей частоте; A(0) - плотность
спектра на нулевой частоте.
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Колебательный процесс, возникающий в слое – резонаторе, сопровождает-
ся направленным излучением в окружающее пространство. При этом основное
направление излучения совпадает с направлением перпендикуляра, восстанов-
ленного из точки удара. Наличие такого излучения проявляется в том, что
сейсмоприемники, установленные на обнаженной поверхности в непосредствен-
ной близости от точки удара, могут зафиксировать поле, излучаемое слоем-
резонатором, расположенным на достаточно большом удалении. А амплитуда
этих сигналов может превышать амплитуду зондирующих импульсов.

Если породный слой мощностью h является одиночным, плоскопараллель-
ным и ненарушенным, то в таком идеальном случае реакция слоя на ударное
воздействие будет иметь вид, показанный на рисунке 1 а. При многослойном
строении горного массива, состоящего из большого числа слоев – резонато-
ров, границами для спектрально-акустических измерений являются поверхности
ослабленных механических контактов, по которым происходят проскальзывания
соседних слоев.

Чаще всего такими поверхностями являются сомкнутые трещины и контак-
ты между литологическими разностями пород. Реакция многослойного массива
на ударное воздействие в общем случае имеет вид, показанный на рисунке 1 б.
Каждый экстремум на этом графике представляет структуру с поверхностью
ослабленного механического контакта. Расстояние от обнажения массива до по-
верхности ослабленного механического контакта определяется с достаточно вы-
сокой точностью по формуле, вытекающей из рассмотренного выше выражения
(1).

h = 2500/f0 (3)

где h – глубина акустического зондирования массива, м; f0 – частота на соот-
ветствующем участке спектра сигнала, Гц.

Рис. 1. Основные формы спектральных изображений акустических сигналов, принятых сей-
смоприемником при ударном возбуждении одиночного слоя-резонатора (а) и нескольких пло-

скопараллельных слоев – резонаторов (б)

Степень ослабленности механического контакта между соседними слоями,
определяется значениями добротности собственных колебаний слоя - резона-
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тора, залегающего ниже анализируемого контакта. При увеличении прочности
контакта между слоями добротность и амплитуда сигналов уменьшаются, а при
снижении прочности увеличиваются. Добротность составного слоя-резонатора
определяется граничными условиями его внешних поверхностей и в незначи-
тельной степени зависит от поверхностей контактов внутри слоя.

Добротность слоев-резонаторов не остается постоянной, а трансформируется
в течение срока эксплуатации выработки в соответствии с изменением величины
сцепления на поверхности ослабленных механических контактов под действием
изменяющегося горного давления или гидрогеологических условий.

Для производства геоакустических спектральных измерений в угольных шах-
тах в конце восьмидесятых годов была разработана достаточно простая и вме-
сте с тем надежная геофизическая аппаратура «Резонанс МК» [10], состоя-
щая из пьезокерамического сейсмоприемника (геофона), измерительного блока
и устройства возбуждения акустических колебаний (молотка).

Аппаратура «Резонанс МК» осуществляет последовательный спектральный
анализ, поэтому количество ударов по поверхности массива должно соответство-
вать количеству точек на частотной оси. Кроме того, на одной частоте должно
быть произведено, как минимум, два измерения – с целью проверки результата
на повторяемость. Таким образом, при использовании аппаратуры «Резонанс
МК» для выполнения одного цикла геоакустических спектральных измерений
требуется большое количество ударов, наносимых по ограниченному участку
кровли пласта, что накладывает определенные требования к прочности вмеща-
ющих пород и технике нанесения ударов. Это обстоятельство является наиболее
существенным недостатком аппаратуры «Резонанс МК». В целом же за десять
лет эксплуатации в различных горно-геологических условиях эта аппаратура
зарекомендовала себя положительно.

В результате последовательного спектрального анализа принимаемого сиг-
нала строиться спектрограмма (f), для чего по оси координат откладывается
величина амплитуды сигнала, считываемая с табло прибора, а по двойной оси
абсцисс – частота (f) от 0,1 до 10 кГц и расстояние по нормали к кровле пласта
(мощность породных слоев). Связь между собственной частотой f0i и его геоло-
гической мощностью hi определяется по формуле (1). Разбивка шкалы частот
производится в логарифмическом масштабе, поэтому при постоянном отноше-
нии соседних частот расстояние между ними является постоянным.

Интерпретация спектрограмм сводится к выявлению положительных экс-
тремумов и их амплитуды, определению частот f0i, на которых эти экстремумы
имеют место, и определению значений h0i, соответствующих этим частотам. В
зависимости от степени ослабленности механического контакта между сосед-
ними породными слоями изменяется добротность колебаний и, соответственно,
высота подъема резонансной кривой на частоте f0i. В пределе, когда происходит
полное отслоение нижнего слоя кровли (вплоть до отрыва от вышележащих по-
род, но при условии сохранения монолитности и однородности этого слоя), зна-
чение A(f0) может приближаться к максимально возможной величине, которая
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по характеристикам аппаратуры «Резонанс МК» составляет 256 делений.
В качестве примера, иллюстрирующего возможность количественной оценки

расслоения пород кровли с помощью аппаратуры «Резонанс МК», рассмотрим
результаты геоакустических спектральных измерений на сопряжении 3-й запад-
ной лавы с 4-м западным бремсбергом пласта l1 на шахте им. ХХIХ съезда
КПСС («Сутоган») ГХК «Луганскуголь».

Пласт l1 на участке 3-й западной лавы имел простое строение, мощность
0,9-1,0 м и угол падения 4−6◦. Непосредственная кровля пласта была представ-
лена слоями аргиллита темно-серого, тонкослоистого, склонного к обрушению,
и алевролита тонкослоистого. Выше залегал известняк L1 скрыто кристалличе-
ский, крепкий, мощностью 0,6-0,7 м. В непосредственной почве пласта залегал
аргиллит комковатой структуры, «кучерявчик» мощностью 0,3-0,4 м, а ниже
– песчаник тонкослоистый, склонный к пучению, мощностью 1,6 м и алевро-
лит неясно слоистый, мощностью до 4,0 м. На участке 3-й западной лавы пласт
отрабатывался по столбовой системе разработки. Очистные работы велись по
восстанию мехкомплексом КД-80. Поддержание 4-го западного бремсберга, осу-
ществлялось блочными железобетонными тумбами (БЖБТ), которые устанав-
ливались в виде сплошной полосы шириной 1,0 м. Для обеспечения податли-
вости такой конструкции между железобетонными плитами укладывались де-
ревянные брусья. Спектрограммы, полученные по результатам акустического
зондирования кровли пласта в трех точках лавы, представлены на рисунке 2.

Рис. 2. Основные формы спектральных изображений акустических сигналов, принятых сей-
смоприемником при ударном возбуждении одиночного слоя-резонатора (а) и нескольких пло-

скопараллельных слоев – резонаторов (б)

Анализ этих спектрограмм позволяет исследовать динамику расслоения по-
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род кровли над призабойным пространством. Вблизи забоя (точка 1), где дефор-
мирование вмещающих пород происходит, в основном, за счет упругого восста-
новления подработанного массива, сплошность пород непосредственной кровли
практически не нарушена. Это подтверждается тем, что вся толщина непосред-
ственной кровли мощностью 6-8 м (рис. 2, а), резонирует как монослой, а вы-
сокая амплитуда сигнала (кривая 1, рис. 2, б) свидетельствует об отсутствии
в пределах этого монослоя существенной нарушенности пород. С удалением от
забоя на 3-4 м (точка 2) породы получают возможность смещаться в вырабо-
танное пространство. Поддержание кровли на этом участке осуществляется за
счет призабойной крепи, сопротивление которой является недостаточным, что-
бы избежать расслоения породной толщи.

Как видно из спектрограммы (кривая 2 на рис. 2, б), амплитуда акустическо-
го сигнала на частоте 1,14 кГц, которая соответствует отслоившемуся породному
слою мощностью 2,2 м, возросла более чем на порядок. Одновременно с этим
в два раза уменьшилась максимальная амплитуда сигнала, характеризующаяся
ослабленный механический контакт на границе смены литологического состава
пород при переходе от алевролита к известняку. Произошедшая трансформация
спектрограммы свидетельствует о том, что в кровле угольного пласта выделился
слой породы мощностью 2,2 м. деформирующийся независимо от вышележаще-
го массива.

Еще одно изменение в поведении пород кровли отмечается около охранной
полосы из БЖБТ (кривая 3 на рис. 2, б). Спектрограмма акустических сигна-
лов на этом участке лавы трансформировались практически к первоначальному
виду, но с несколько меньшей добротностью во всем диапазоне частот. Сравне-
ние спектрограмм, полученных в точках 1 и 3, показывает, что они достаточно
близки между собой (h01=7,5 м и h03=7 м). А это означает, что после возведения
полосы из БЖБТ с несущей способностью до 30 МПа толща пород мощностью
7,5 м получила жесткую опору в выработанном пространстве, в результате че-
го, контакт между смещающимися слоем кровли и вышележащими породами
восстановился с увеличением межслоевого сцепления. Две спектрограммы по-
лученные на шахте «Комиссаровская» (ГХК «Луганскуголь») при акустическом
зондировании пород кровли на сопряжении 1-й западной лавы с 1-м западным
бремсбергом пласта l5 мощностью 0,72-0,85 м и углом падения 7− 8◦ показаны
на рисунке 3.

Выемочное поле на этом участке характеризовалось достаточно сложны-
ми тектоническими условиями и неустойчивыми вмещающими породами. Непо-
средственно над угольным пластом залегал сланец песчаный, мелкозернистый, с
зеркалами скольжения, прочностью на одноосное сжатие 29-35 МПа, мощностью
2,0 м, а выше – сланец глинистый, прочностью 34-40 МПа, мощностью 5,0 м.
Основная кровля была представлена мелкозернистым песчаником, прочностью
70,0 МПа и мощностью 7,3 м. В почве залегали сланцы песчаные и глинистые
средней крепости.

Охрана сопряжения 1-й западной лавы пласта l5 с 1-м западным бремсбергом
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осуществлялась сплошной полосой из БЖБТ шириной 1,0 м, которая распола-
галась на расстоянии 0,8 м от «бровки» бремсберга. Оставление полосы от забоя
лавы не превышало 5-6 м. Первая спектрограмма (кривая 1, рис. 3) отражает
состояние пород в кровле пласта на расстоянии 1,0 м от забоя лавы.

Рис. 3. Основные формы спектральных изображений акустических сигналов, принятых сей-
смоприемником при ударном возбуждении одиночного слоя-резонатора (а) и нескольких пло-

скопараллельных слоев – резонаторов (б)

Исходя из этой спектрограммы, основным ослабленным механическим кон-
тактом, определяющим устойчивость непосредственной кровли, является по-
лость расслоения на границе между песчаным и глинистым сланцем на рас-
стоянии 2,0 м, от пласта. Второй, незначительный по величине экстремум этой
спектрограммы на частоте 0,36 кГц соответствует границе раздела между гли-
нистым сланцем и песчаником.

Кривая 2 на рисунке 3 является частотным спектром акустического поля
в точке приема, находящейся на расстоянии 4,5 м от торца охранной крепи
из БЖБТ. При зондировании этого участка горного массива на фоне сниже-
ния добротности нижнего слоя кровли наблюдается значительное (более чем в
два раза) увеличение амплитуды, акустического сигнала на резонансной часто-
те 0,36 кГц, характеризующей границу раздела между глинистым сланцем и
песчаником. Оба экстремума на спектрограмме практически сравнялись по аб-
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солютной величине на уровне 100 ус. ед., что указывает на появление в кровле
второй полости расслоения пород.

Таким образом, решая задачу определения расчетной нагрузки на охранную
крепь через суммарную мощность отслоившихся породных слоев в кровле пла-
ста (hсл), на основании последнего практического примера можно сделать сле-
дующие выводы. На расстоянии 1,0 м от забоя лавы нагрузка на призабойную
крепь определяется массой слоя песчаного сланца мощностью 2,0 м, на расстоя-
нии 4-5 м от забоя лавы нагрузку на охранную крепь необходимо рассчитывать
исходя из общей мощности непосредственной кровли, равной 7,0 м.

В процессе испытаний на шахтах Донбасса новых видов охранной крепи бы-
ли получены десятки спектрограмм акустического зондирования горного масси-
ва, которые аналогичным образом определяют характер и числовые параметры
расслоения породной толщи в кровле пласта. Эти спектрограммы демонстриру-
ют широкие возможности геоакустических спектральных измерений для оценки
расслоения кровли пласта, представленной одним породным слоем или много-
слойным массивом пород.

В настоящее время в РАНИМИ наряду с использованием современных дости-
жений электронной аналоговой и цифровой техники разработана более совер-
шенная модификация аппаратуры спектральной сейсморазведки – «Резонанс –
2к». В этой аппаратуре для обработки информации используется параллельный
спектральный анализ, что в 30 - 40 раз сокращает объемы шахтных измере-
ний и соответственно количество ударов наносимых по ограниченному участку
кровли пласта.
Выводы. Применение современной прецизионной электронной элементной

базы с использованием методики высококачественной обработки аналогового
сигнала позволяет аппаратуре выполнять оцифровку сигналов от сейсмодатчи-
ков с минимальными искажениями и без потери полезной информации. Малый
вес и габариты позволяют эксплуатировать аппаратуру в любых по сложенно-
сти условиях даже одним человеком. Входящий в аппаратуру вычислительный
комплекс дает возможность обрабатывать информацию непосредственно в про-
цессе выполнения измерений или после накопления некоторого объема данных.
При этом измерительный модуль может накапливать данные по 256 точкам.

Программное обеспечение позволяет в процессе обработки информации про-
изводить распечатки спектров и всех спектральных характеристик для каждой
точки приема сигналов. Окончательные результаты геоакустических спектраль-
ных измерений представляются в графическом виде путем построения на соот-
ветствующих разрезах поверхностей ослабленных механических контактов по
всему профилю зондирования горного массива.
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V.A. Kanin, V.V. Vasyutina
Evaluation of rock cleavage in the seam roof.

New technigue has been developed to monitor integrity of a roof in a longwall face using acoustic
resonance. Cases of successful practical implementation of this technigue were discussed.
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