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АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ
ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА С НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ

В статье развиты некоторые аналитические методы исследования решений уравнений дина-
мики гиростата. В задаче об интегрировании уравнений движения гиростата на инвариантных
соотношениях класса Чаплыгина установлено новое достаточное условие существования ин-
тегрирующего множителя приведенных уравнений.
Ключевые слова: первые интегралы, инвариантные соотношения, гиростат.

Введение. Согласно методике исследования уравнений динамики гиростата
с постоянным и переменным гиростатическим моментом, необходимо последо-
вательно решить следующие задачи: найти условия существования инвариант-
ных соотношений, описывающих программные движения; провести редукцию
уравнений движения на заданных инвариантных соотношениях к системе мень-
шей размерности; осуществить поиск новых первых интегралов редуцированных
уравнений и провести с их помощью интегрирование уравнений движения; по-
строить решения редуцированных уравнений или в замкнутом виде, или в виде
рядов Ляпунова.

1. Интегрирование уравнений динамики на инвариантных соотно-
шениях. Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений,
которые, как правило, рассматриваются в динамике твердого тела

ẋi = Xi(x1, x2, ..., xn),
∂Xi

∂xi
= 0, (i = 1, n). (1)

Правые части уравнений (1) предполагаются непрерывно-дифференцируемыми
до порядка k в области En ⊂ Rn.

Для интегрирования системы (1) в квадратурах, согласно теории Якоби, до-
статочно знать n− 2 первых независимых интеграла.

Найдем условия интегрируемости уравнений (1) в квадратурах в случае, ко-
гда они допускают k первых интегралов

ϕj(x1, x2, ..., xn) = cj (j = 1, k), (2)
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и l инвариантных соотношений класса Чаплыгина (k + l = n− 2)

g1(x1, x2, ..., xn) = 0, g2(x1, x2, ..., xn) = 0, ..., gl(x1, x2, ..., xn) = 0, (3)

которые удовлетворяют соотношениям

ġ1 = gm11
1 λ11 + gm12

2 λ12 + ...+ gm1l
l λ1l,

ġ2 = gm21
1 λ21 + gm22

2 λ212 + ...+ gm2l
l λ2l,

. . . . . . . . .

ġl = gml1
1 λl1 + gml2

2 λl2 + ...+ gmll
l λll,

(4)

где mij > 0, λij = λij(x1, x2, ..., xn), cj (j = 1, k) – произвольные постоянные.
Пусть x = (x1, x2, ..., xn)

T . Введем в точке x(0) ∈ En и её окрестности новые
координаты y1, y2, ..., yn

xi = qi(y1, y2, ..., yn), D(y1, y2, ..., yn) =

∣∣∣∣ ∂qi∂yj

∣∣∣∣ �= 0 (i, j = 1, n), (5)

где y = (y1, y2, ..., yn)
T ∈ E∗

n ⊂ Rn. Так как якобиан замены переменных в (5)
отличен от нуля, то замена обратима

yi = Qi(x1, x2, ..., xn), (i = 1, n). (6)

Для якобиана замены из (6) выполняются условия

D∗(x1, x2, ..., xn) =
∣∣∣∣∂Qi(x1, x2, ..., xn)

∂xj

∣∣∣∣ �= 0 (i, j = 1, n),

D∗(x1, x2, ..., xn) =
1

〈D(y1, y2, ..., yn)〉 , 〈D(y1, y2, ..., yn)〉 =
= D (Q1(x1, x2, ..., xn), ..., Qn(x1, x2, ..., xn)) .

(7)

Уравнения (1) с помощью замены (5) преобразуются к виду

ẏi = Yi(y1, y2, ..., yn) (i = 1, n). (8)

Преобразуем систему (1) к системе (6) с учетом k первых интегралов (2) и l
инвариантных соотношений (3)

yj = ϕj(x1, x2, ..., xn) (j = 1, k),

yk+1 = g1(x1, x2, ..., xn), ..., yk+l = gl(x1, x2, ..., xn),

yn−1 = xn−1, yn = xn.

(9)

Тогда, с учетом равенств (4), получим

ẏ1 = 0, ..., ẏk = 0, (10)
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ẏk+1 = ym11
k+1Λ11 + ym12

k+2Λ12 + ...+ ym1l
k+lΛ1l,

ẏk+2 = ym21
k+1Λ21 + ym22

k+2Λ22 + ...+ ym2l
k+lΛ2l,

. . . . . . . . . .

ẏk+l = yml1
k+1Λl1 + yml2

k+2Λl2 + ...+ ymll
k+lΛll,

(11)

ẏn−1 = Yn−1(y1, y2, ..., yn), ẏn = Yn(y1, y2, ..., yn). (12)

В системе (11) Λij = Λij(y1, y2, ..., yn).
Предположим, что у системы (10)-(12) имеются n − 2 первых интеграла и

отсутствуют инвариантные соотношения. Тогда из системы (10)-(12) следует

y1 = c1, ..., yn−2 = cn−2,

ẏn−1 = Yn−1(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn),

ẏn = Yn(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn).

(13)

Известно, что для систем уравнений (1), (8) имеет место тождество Якоби

n∑
i=1

∂Xi(x1, x2, ..., xn)

∂xi
=

=

〈
1

D(y1, y2, ..., yn)

n∑
j=1

∂D(y1, y2, ..., yn)Yj(y1, y2, ..., yn)

∂yj

〉
.

(14)

При наших предположениях тождество (14) примет вид

∂D(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn)Yn−1(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn)

∂yn−1
+

+
∂D(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn)Yn(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn)

∂yn
= 0.

(15)

Равенство (15) означает, что функция D(c1, c2, ..., cn−2, yn−1, yn) является инте-
грирующим множителем последних двух уравнений системы (13). Таким обра-
зом, система (13) допускает дополнительный первый интеграл f(c1, c2, ..., cn−2,
yn−1, yn) = cn−1, где cn−1 – произвольная постоянная. Выражая из него, напри-
мер, параметр yn−1, получим yn−1 = yn−1(c1, c2, ..., cn−2, cn−1, yn). Подстановка
этой функции в уравнение для yn системы (13) приводит к уравнению, из кото-
рого путем обращения интеграла можно определить функцию

yn = yn(c1, c2, ..., cn−2, cn−1, cn, t), (16)

где cn – произвольная постоянная, возникшая из операции обращения интегра-
ла. Таким образом, система (13) интегрируется в квадратурах. Это означает,
что интегрируется и система (1).

Предположим, что в системе (10)-(12) имеют место соотношения mii = 1 и
Λii(y1, y2, ..., yk, yk+1, ..., yk+i−1, 0, yk+i+1, ..., yn) �= 0. Тогда эта система на первых
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интегралах y1 = c1, ..., yk = ck и инвариантных соотношениях yk+1 = 0, ..., yk+l =
0 примет вид

y1 = c1, ..., yk = ck, yk+1 = 0, ..., yk+l = 0,

ẏn−1 = Yn−1(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
l

, yn−1, yn),

ẏn = Yn(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
l

, yn−1, yn).

(17)

Якобиан обратной замены, согласно формулам (7), примет вид

D(y1, y2, ..., yn) =
1

〈D∗(x1, x2, ..., xn)〉 �= 0. (18)

Тождество Якоби (14) на первых интегралах и инвариантных соотношениях (17)
примет вид

Λ11(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn) + Λ22(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)+

+Λ33(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0, yn−1, yn) + ...+ Λll(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0, yn−1, yn)+

+
∂D(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0, yn−1, yn)Yn−1(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0, yn−1, yn)

∂yn−1
+

+
∂D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)Yn(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)

∂yn
= 0.

(19)

Потребуем, чтобы выполнялось условие

Λ11(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn) + Λ22(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)+

+...+ Λll(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn) = 0.
(20)

Из равенства (19), в силу (20), следует

∂D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)Yn−1(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)

∂yn−1
+

+
∂D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)Yn(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn)

∂yn
= 0.

(21)

Соотношение (21) позволяет утверждать, что последние два уравнения из си-
стемы (17) интегрируются в квадратурах, а их интегрирующим множителем
является функция

D̃(yn−1, yn) = D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn). (22)

Таким образом, получено достаточное условие (20) интегрируемости систе-
мы (1), которая допускает k первых интегралов и l инвариантных соотношений
класса С.А. Чаплыгина при mii = 1 (i = 1, l).

8
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Рассмотрим теперь систему (10)–(12) не вводя ограничений на числа mij.
Левая часть тождества Якоби (14) в силу ограничений на правые части урав-
нений (1) равна нулю, а правая часть (14), с учетом соотношений (10), примет
вид

n∑
j=k+1

∂D(y1, y2, ..., yn)Yj(y1, y2, ..., yn)

∂yj
= 0. (23)

Равенство (23) на первых интегралах ym = cm (m = 1, k) и инвариантных соот-
ношениях yk+1 = 0, ..., yk+l = 0 примет вид

D(M∗)
[
m11y

m11−1
k+1 Λ11(M∗) +...+mlly

mll−1
k+l Λll(M∗)

]
+

+
∂D(M∗)Yn−1(M∗)

∂yn−1
+
∂D(M∗)Yn(M∗)

∂yn
= 0,

(24)

где (M∗) = (c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn).
Ранее был изучен случай [1] mii > 1 (i = 1, l). На инвариантных соотно-

шениях yk+1 = 0, ..., yk+l = 0 из равенства (24) получим соотношение (21),
при выполнении которого последние два уравнения из системы (17) интегри-
руются в квадратурах. Интегрирующий множитель уравнений (17) имеет вид:
D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn).

Таким образом, случаи mii = 1 (i = 1, l) и mii > 1 (i = 1, l) рассмотрены.
Рассмотрим случай, когда часть величин mii равна единице, а часть mii больше
единицы. Положим m11 > 1, ..., mσσ > 1, mσ+1σ+1 = 1, ..., mll = 1.
Так как D(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn) �= 0, то для обобщения указанных выше
результатов положим

Λσ+1σ+1(c1, c2, ..., ck , 0, ..., 0, yn−1, yn)+

+...+ Λll(c1, c2, ..., ck, 0, ..., 0, yn−1, yn) = 0.
(25)

Равенство (25) есть достаточное условие существования интегрирующего мно-
жителя уравнений (17), и поэтому система (10)–(12) интегрируема, а значит
система (1) интегрируется в квадратурах.

2. Методы нахождения первых интегралов на инвариантных мно-
жествах. Рассмотрим уравнения Кирхгофа-Пуассона, которые описывают дви-
жения гиростата с постоянным гиростатическим моментом под действием потен-
циальных и гироскопических сил

Aω̇ = (Aω + λ)× ω + ω ×Bν + s× ν + ν × Cν, ν̇ = ν × ω. (26)

Здесь A – тензор инерции гиростата; ω – вектор угловой скорости тела-носителя;
ν – единичный вектор оси симметрии силовых полей; λ – гиростатический мо-
мент; s – вектор, сонаправленный с вектором обобщенного центра масс; B и C–
постоянные симметричные матрицы третьего порядка.

9
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Уравнения (26) допускают три первых интеграла

Aω · ω − 2(s · ν) + Cν · ν = 2E, ν · ν = 1,

(Aω + λ) · ν − 1

2
(Bν · ν) = k.

(27)

Движения гиростата рассмотрим в главной системе координат. Тогда компо-
ненты вектора x = Aω таковы: A1ω1, A2ω2, A3ω3, где ωi – компоненты вектора
угловой скорости, а Ai – главные моменты инерции гиростата.

Запишем уравнения (26), (27) в форме уравнений (1), но с учетом размерно-
сти фазового пространства

ẋi = Xi(x1, x2, ..., x6),
∂Xi(x1, x2, ..., x6)

∂xi
= 0 (i = 1, 6), (28)

где Xi(x1, x2, ..., x6) – многочлены относительно переменных x1 = ω1, x2 =
ω2, x3 = ω3, x4 = ν1, x5 = ν2, x6 = ν3. В силу геометрического интеграла
из (27), все функции x4, x5, x6 ограничены по t. Функции x1 = x1(t), x2 =
x2(t), x3 = x3(t), в силу интегралов (27), также ограничены. Таким образом,
все решения уравнений (26), (27) существуют при заданных начальных данных
на бесконечном промежутке по t.

Запишем интегралы (27) в виде

f1(x1, x2, ..., x6) = c1,

f2(x4, x5, x6) = x24(t) + x25(t) + x26(t) = c2 = 1,

f3(x1, x2, ..., x6) = c3.

(29)

Согласно теории Якоби существование у системы (29) дополнительного первого
интеграла позволило бы получить остальные три интеграла

f4(x1, x2, ..., x6) = c4, f5(x1, x2, ..., x6) = c5,

f6(x1, x2, ..., x6, t) = c6.
(30)

В.В. Козловым и Д.А. Онищенко [2] была доказана неинтегрируемость урав-
нений (28), (29) в общем случае. Поэтому представляет большой интерес по-
строение интегрального многообразия (29), (30) при фиксированных значениях
произвольных постоянных ci (i = 4, 6).

Пусть x = x(t;x(0)) – решение уравнений (28). Начальное значение векто-

ра x таково: x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , ...., x

(0)
6

)T �= 0. Будем предполагать, что x(0)

не принадлежит особому инвариантному множеству уравнений (28), то есть
Xi

(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , ...., x

(0)
6

)
�= 0 и i = 1, 6.

Множество M ⊂ E6 называется неособым инвариантным множеством си-
стемы (28), в случае x(t;x(0)) ∈ M для t ≥ 0 и произвольной неособой точ-
ки x(0) ∈ M . Величина E6 задается соотношениями (29), (30). Известно, что в

10
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окрестности каждой неособой точки уравнений (28) существуют первые инте-
гралы fi(x1, x2, ..., x6) = cj , (j = 1, 5). Для того, чтобы функция f(x1, x2, ..., x6)
была первым интегралом, должно выполняться равенство

Lxf =

6∑
i=1

∂f(x1, x2, ..., x6)

∂xi
Xi(x1, x2, ..., x6) = 0, (31)

где
(

∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, ..., ∂f
∂x6

)
�= 0.

Рассмотрим инвариантное множество

M : ϕj(x1, x2, ..., x6) = 0 (j = 1, k; k < 6), (32)

и функцию f(x1, x2, ..., x6), которая принимает постоянное значение на множе-
стве (32). Тогда условие того, что f(x1, x2, ..., x6) – первый интеграл на множе-
стве M , можно записать так

f(x1, x2, ..., x6)
∣∣∣ϕj(x1,x2,...,x6)=0 = c (j = 1, k), (33)

где c – произвольная постоянная.
Предполагаем, что функции (32) непрерывно дифференцируемы и

rang
(
∂ϕj

∂xk

)
= k.

3. Способ нахождения первого интеграла в случае, когда инвари-
антное множество М построено. Пусть известны инвариантные соотноше-
ния (32), из которых можно определить переменные xi

xi = xi(u1, u2, ..., um), (34)

где u1, u2, ..., um (m = dimM = 6− k). Тогда с помощью (34) можно получить
редуцированную систему уравнений

u̇j = Uj(u1, u2, ..., um) (j = 1,m). (35)

Для нахождения первого интеграла на инвариантном множестве M необходимо
решить задачу о существовании первого интеграла уравнений (35)
F (u1, u2, ..., um) = c, где c – произвольная постоянная. Тогда должно выполнять-
ся тождество, аналогичное условию (31)

m∑
j=1

∂F (u1, u2, ..., um)

∂uj
Uj(u1, u2, ..., um) ≡ 0 (∀u1, u2, ..., um) .

Примером может служить система трех уравнений, которая появляется в
результате редукции уравнений движения на трех ИС [3]

ν̇1 = ν−1
3 (aν2 + bν2ν3 + cν2ν

2
3 − dν33 ),

ν̇2 = ν−1
3 (−aν1 − bν1ν3 − cν1ν

2
3 + eν33),

ν̇3 = ν3(dν1 − eν2).

(36)

11
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Система (36) является аналогом системы (35). Можно показать, что она имеет
первые интегралы

ν21 + ν22 + ν23 = 1, eν1 + dν2 + cν3 + b ln |ν3| − aν−1
3 = const,

которые позволяют свести интегрирование системы к квадратурам.
4. Второй способ нахождения первого интеграла. Отличительной чер-

той второго способа является использование первых интегралов исходных урав-
нений, то есть функций (29).

Обозначим через x∗(t) = (x∗1(t), x∗2(t), ..., x∗n(t)) – решения уравнений (28), для
которого соотношение

f(x1, x2, ..., xn) = c (37)

является первым интегралом. Это означает, что для всех решений x∗(t) выпол-
няется условие f(x∗1(t), x∗2(t), ..., x∗n(t)) = c, где c – постоянная. В силу метода
инвариантных соотношений П.В. Харламова, для всех этих решений выполня-
ются равенства

f(x1, x2, ..., x6) = c, f (1)(x1, x2, ..., x6) = Lxf(x1, x2, ..., x6) = 0,

f (2)(x1, x2, ..., x6) = Lxf
(1)(x1, x2, ..., x6) = 0, f1(x1, x2, ..., x6) = c1,

f2(x4, x5, x6) = x24(t) + x25(t) + x26(t) = c2 = 1,

f3(x1, x2, ..., x6) = c3,

(38)

где f (1) и f (2) – первая и вторая производные от f(x1, x2, ..., x6).
Множество значений x1, x2, ..., x6, для которого равенства (38) зависимы, и

составляет инвариантное множество M . При этом должно выполняться условие,
что величина c – произвольная постоянная.

Практический способ в нахождении условий существования множества M
состоит в последовательном решении двух задач. Первая задача заключается в
том, что исследуются условия, при выполнении которых равен-
ство f (1)(x1, x2, ..., x6) = 0 было бы тождеством на первом интеграле (37) и
интегралах f1(x1, x2, ..., x6) = c1, f2(x1, x2, ..., x6) = c2, f3(x1, x2, ..., x6) = c3. При
ее решении уравнение f (1)(x1, x2, ..., x6) = 0 может быть преобразовано к виду
Φ(u, υ, c, c1, c3) = 0, где u, υ – новые независимые переменные. Требование то-
го, чтобы уравнение Φ(u, υ, c, c1, c3) = 0 было тождеством для любых значений
u, υ и параметра c, дает условия на постоянные c1, c3 и параметры уравнений
(26). Множество M в этом случае описывается уравнениями f(x1, x2, ..., x6) = c,
f1(x1, x2, ..., x6) = c1, f2(x4, x5, x6) = x24(t)+x

2
5(t) + x26(t) = 1, f3(x1, x2, ..., x6) =

c3. Здесь c1, c3 могут быть как произвольными постоянными, так и функциями
параметра c.

Вторая задача состоит в том, что в системе (38) требуется, чтобы равенство
f (2)(x1, x2, ..., x6) = 0 становилось тождеством на оставшихся соотношениях из
системы (38). То есть, во второй задаче исследуется система (38) в предположе-
нии, что функции f(x1, x2, ..., x6) = c, f (1)(x1, x2, ..., x6) = 0, f1(x1, x2, ..., x6) =

12
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c1, f2(x1, x2, ..., x6) = c2, f3(x1, x2, ..., x6) = c3. независимы. При указанном под-
ходе в общем случае приходим к уравнению вида F (u, c, c1, c3) = 0, где u – неко-
торая переменная. Требование того, чтобы это уравнение было тождеством по u
и параметру c, приводит к условиям существования инвариантного множества
M .

5. Примеры существования первого интеграла на инвариантных
многообразиях. Рассмотрим классическую задачу о движении тяжелого твер-
дого тела с неподвижной точкой, то есть в (26), (27) положим B = 0, C = 0,
λ = 0,

Aω̇ = Aω × ω + s× ν, ν̇ = ν × ω, (39)

Aω · ω − 2(s · ν) = 2E, ν · ν = 1, Aω · ν = k. (40)

Обозначим ω = (p, q, r) и потребуем, чтобы в (39), (40) выполнялись условия
на параметры: A1 = 2A2, s = (s, 0, 0). Здесь A1, A2 – главные моменты инерции.
Тогда уравнения (39) допускают решение Бобылева–Стеклова

p = κ, r = 0, sν1 = 2−1A2q
2 + c, sν2 = −κA2q, sν3 =

√
f(q),

q∫
q0

dq√
f(q)

= − t− t0
A2

, f(q) = −A
2
2

4
q4 −A2

(
c+A2κ

2
)
q2 + s2 − c2,

(41)

где κ – произвольная постоянная.
Постоянные первых интегралов из (50) принимают значения E = A1κ2

2 − c,

k = 2κA2c
s . В решении Бобылева–Стеклова (41) три произвольных постоянных

κ, c, q0. Важно, что данное решение можно охарактеризовать линейным первым
интегралом p = κ = const, который не является следствием классических инте-
гралов.

Рассмотрим для уравнений (26), (27) решение Е.К. Щетининой [4], получен-
ное при обобщении решения В.Н. Рубановского [5]. Пусть выполняются условия

A12 = A23 = 0, A2
13 = (A22 −A11) (A22 −A33) , B11 = B22 = −B33,

B12 = B23 = 0, B2
13 = (A22 −A11) (C33 − C11) ,

A13B13 = B11 (A22 −A11) , C11 = C22, Cij = 0 (i �= j),

λ1 = −B11 sinκ0, λ2 = 0, λ3 = −A33B13 sinκ0
A22 −A11

, s1 = s2 = 0,

s3 = −A13B
2
13 sinκ0

(A22 −A11)
2 , tgκ0 =

A22 −A11

A13
, n =

B13 sinκ0
A22 −A11

.

(42)

При условиях (42) уравнения (26) допускают решение

ω1 = a′0n sinnt, ω2 = a′0n cosnt, ω3 = n(a0 + 1),

ν1 =
1

2
d1(a0 + 1) cos 2nt+ a′0c1 sinnt+

1

2
d1(a0 − 1),

ν2 = a′0c1 cosnt+
1

2
d1(a0 + 1) sin 2nt, ν3 = a0c1 − a′0d1 sinnt,

(43)
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где a0 = cos θ0, a′0 = sin θ0, c1 = cos κ0, d1 = sinκ0.
В соотношениях (43) a0 – постоянная со значениями из интервала (−1, 1).
Решение (43) представим в виде

ω2
1 + ω2

2 = n2(1− c20), ω3 = n (1 + c0),

ν1 =
ω2
1d1

n2(1− c0)
+
c1
n
ω1 − d1, ν2 =

ω2

n

(
c1 +

ω1d1
n (1− c0)

)
,

ν3 = c0c1 − d1
n
ω1,

(44)

где c0 – произвольная постоянная ( c0 = cos θ0, |c0| < 1 ). Решение (44) может
быть охарактеризовано либо линейным первым интегралом, либо квадратичным
первым интегралом.

Заключение. Развиты некоторые аналитические методы исследования ре-
шений уравнений динамики гиростата. Рассмотрена задача о нахождении перво-
го интеграла на инвариантном множестве уравнений Кирхгофа–Пуассона. Раз-
работана методика нахождения первого интеграла и инвариантного множества
уравнений Кирхгофа–Пуассона.
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫХ
ТРЕХПАРЦИАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН В
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОМ ОРТОТРОПНОМ
ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Рассматривается новая модификация модели распространения произвольно ориентированных
трехпарциальных поверхностных волн в функционально-градиентном ортотропном полупро-
странстве, в которой применяется отличный от ранее использовавшихся вариант экспоненци-
ального закона изменения физико-механических характеристик полубесконечного ортотропно-
го функционально-градиентного тела при отходе от границы вглубь полупространства вдоль
одного из упруго-эквивалентных направлений. Вводимая функция непрерывной неоднород-
ности характеризует локализацию области интенсивных изменений физико-механических па-
раметров материала в приграничной зоне полупространства и асимптотическое сглаживание
закона изменения свойств в глубине массива.

Для рассматриваемой модели предложен и реализован итерационный численно-аналитиче-
ский алгоритм интегрирования системы дифференциальных уравнений в частных производ-
ных с переменными коэффициентами, описывающей распространение гармонических произ-
вольно ориентированных в граничной плоскости трехпарциальных поверхностных волн.
Ключевые слова: упругое ортотропное полупространство, поперечная непрерывная неод-
нородность, распространение локализованных волн, системы волновых уравнений, аналити-
ческое интегрирование, векторные ряды.

Введение. Проблемы волнового деформирования неоднородных функцио-
нально-градиентных упругих сред относятся к числу крайне актуальных фун-
даментальных и прикладных задач математического моделирования для целого
ряда научно-технических отраслей. В частности, исследование закономерностей
распространения поверхностных волн напряжений вдоль плоских граничных
поверхностей при одновременном учете анизотропии и неоднородности физико-
механических свойств полубесконечных тел представляет интерес для проектно-
конструкторских разработок области акустоэлектронных радиокомпонентов на
поверхностных ультраакустических волнах. Эти же проблемы имеют важное
значение для горной сейсмоакустики.

Ввиду значимости исследований по данной проблематике, методы иссле-
дования моделей локализованных поверхностных волн у границ непрерывно-
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неоднородных сред рассматривались в работах [1–6] на основе ряда подходов
к описанию свойства локализацию области интенсивных изменений физико-
механических параметров материала в приграничной зоне полупространства и
асимптотическое сглаживание закона изменения свойств в глубине массива. Так,
для описания данных свойств в работах [3–5] применялся прием выделения в по-
лубесконечном теле приграничного слоя с непрерывной экспоненциальной тол-
щинной неоднородностью физико-механических параметров и находящейся под
ним, сопрягаемой с неоднородным приграничным слоем полубесконечной обла-
сти, занимаемой однородной средой. Вариант приближенного решения уравне-
ний для поверхностных волн релеевского типа в изотропной среде с указанной
неоднородностью физико-механических свойств приведен в [2].

С учетом вышеизложенного, целью данной работы является разработка ана-
литического алгоритма интегрирования системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений с переменными коэффициентами третьего порядка, описы-
вающей распространение произвольно ориентированных трехпарциальных по-
верхностных волн в функционально-градиентном ортотропном полупростран-
стве в рамках нового варианта модели локализованной у его поверхности зоны
выраженной непрерывной неоднородности физико-механических свойств. Ре-
зультаты представляемого исследования обобщают подход, рассматриваемый в
работе [1].

1. Общая характеристика и основные соотношения модели.
Рассматривается ортотропное функционально-градиентное полубесконечное

упругое тело, занимающее в координатном пространстве Ox1x2x3 область

V =
{
(x1, x2) ∈ R2, x3 ≥ 0

}
, (1)

и имеющее ориентированные вдоль координатных осей Oxj упруго-эквивалент-
ные направления. Вдоль координатного направления Ox3 физико-механические
характеристики материала являются переменными непрерывными величинами.

Для описания эффектов существования локализованной у граничной поверх-
ности тела x3 = 0 зоны существенной непрерывной неоднородности его свойств
со снижающимися при отходе от границы вглубь полупространства (при неогра-
ниченном росте |x3|) темпами изменения соответствующих величин, использу-
ется функциональный закон изменения плотности и упругих постоянных

ρ (x3) = ρ0 · ϕ (λ, β, x3) , cij (x3) = cij0 · ϕ (λ, β, x3)

(ij = 11, 12, 13, 22, 23, 33, 44, 55, 66) , ϕ (λ, β, x3) = exp (λexp (−βx3)) ,
(2)

где λ, β – действительнозначные параметры неоднородности; β > 0 при x3 > 0
и β < 0 при x3 < 0.

При таком варианте описания закона неоднородности материала полупро-
странства, в его глубине

cij → cij0, ρ→ ρ0,

а при малых значениях толщинной формируется приграничная зона неоднород-
ности, характеризуемая совокупностью параметров λ, β.

16



Интегрирование системы уравнений распространения произвольно ориентированных

Для материала рассматриваемого типа система уравнений пространствен-
ного динамического деформирования относительно функций волновых упругих
перемещений Uj (x1, x2, x3, t) принимает вид(

c11 (x3) ∂
2
1 + c66 (x3) ∂

2
2 + c55 (x3) ∂

2
3 + c′55 (x3) ∂3 − ρ

∂2

∂t2

)
U10+

+(c12 (x3) ∂1∂2 + c66 (x3) ∂1∂2)U20+

+
(
c13 (x3) ∂1∂3 + c55 (x3) ∂1∂3 + c′55 (x3) ∂1

)
U30 = 0,

(c12 (x3) ∂1∂2 + c66 (x3) ∂1∂2)U10+

+

(
c66 (x3) ∂

2
1 + c12 (x3) ∂

2
2 + c44 (x3) ∂

2
3 + c′44 (x3) ∂3 − ρ

∂2

∂t2

)
U20+

+
(
c23 (x3) ∂2∂3 + c44 (x3) ∂2∂3 + c′44 (x3) ∂1

)
U30 = 0,(

c55 (x3) ∂1∂3 + c13 (x3) ∂1∂3 + c′13 (x3) ∂1
)
U10+

+
(
c44 (x3) ∂2∂3 + c23 (x3) ∂2∂3 + c′23 (x3) ∂2

)
U20+

+

(
c55 (x3) ∂

2
1 + c44 (x3) ∂

2
2 + c33 (x3) ∂

2
3 + c′33 (x3) ∂3 − ρ

∂2

∂t2

)
U30 = 0,

(3)

где
∂j = ∂/∂xj .

Для комплексных функций колебательных перемещений в стационарных упру-
гих волнах, распространяющихся вдоль произвольного направления в плоскости
Ox1x2, характеризуемого компонентами n1, n2 вектора волновой нормали, вво-
дится представление:

Uj (x1, x2, x3, t) = Uj0 (x3) e
−i(ωt−k(n1x1+n2x2)). (4)

В результате подстановки представлений (4) в уравнения (3) относительно
амплитудных составляющих Uj0(x3) комплексных функций волновых переме-
щений может быть получена система обыкновенных дифференциальных урав-
нений третьего порядка, имеющая в матрично-векторной форме вид(

A1∂
2
3 +A2∂3 +A3

)
F = 0, (5)

где

F = (U10, U20, U30)
T , (6)

A1 =

⎛⎝c55 0 0
0 c44 0
0 0 c33

⎞⎠ ,

A2 =

⎛⎝ c′55 0 ikn1 (c13 + c55)
0 c′44 ikn2 (c23 + c44)

ikn1 (c13 + c55) ikn2 (c23 + c44) c′33

⎞⎠ ,
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A3 =

=

⎛⎝Ω2 − (c11k2n2
1 + c66k

2n2
2

) − (c12 + c66) k
2n1n2 ikn1c

′
55

− (c12 + c66) k
2n1n2 Ω2 − (c66k2n2

1 + c12k
2n2

2

)
ikn2c

′
44

ikn1c
′
13 ikn2c

′
23 Ω2 − (c55k2n2

1 + c44k
2n2

2

)
⎞⎠ .

Далее, с учетом выражений

c′ij (x3) = c
(0)
ij γe

−βx3eλe
−βx3

γ = βλ; (7)

A1 = A
(0)
1 +A

(1)
1 γe−βx3 ,

A2 = A
(0)
2 +A

(1)
2 γe−βx3 ,

A3 = A
(0)
3 +A

(1)
3 γe−βx3 ,

(8)

систему (5) можно записать в виде(
A

(0)
1 ∂23 +A

(0)
2 ∂3 +A

(0)
3

)
F = −γe−βx3

(
A

(1)
2 ∂3 +A

(1)
3

)
F , (9)

где A(0)
1 , A

(0)
2 , A

(0)
3 – матрицы левой части уравнения (9), имеющие вид

A
(0)
1 =

⎛⎜⎝c
(0)
55 0 0

0 c
(0)
44 0

0 0 c
(0)
33

⎞⎟⎠ ,

A
(0)
2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 ikn1

(
c
(0)
13 + c

(0)
55

)
0 0 ikn2

(
c
(0)
23 + c

(0)
44

)
ikn1

(
c
(0)
13 + c

(0)
55

)
ikn2

(
c
(0)
23 + c

(0)
44

)
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
(10)

A
(0)
3 =

⎛⎜⎝Ω2−
(
c
(0)
11 k2n2

1+c
(0)
66 k2n1n2

)
−
(
c
(0)
12 +c

(0)
66

)
k2n1n2 0

−
(
c
(0)
12 +c

(0)
66

)
k2n1n2 Ω2−

(
c
(0)
11 k2n2

1+c
(0)
66 k2n1n2

)
0

0 0 Ω2−
(
c
(0)
11 k2n2

1+c
(0)
66 k2n1n2

)

⎞⎟⎠ ,
а A(1)

2 , A
(1)
3 – матрицы правой части уравнения (9):

A
(1)
2 =

⎛⎜⎝c
(0)
55 0 0

0 c
(0)
44 0

0 0 c
(0)
33

⎞⎟⎠ , A
(1)
3 =

⎛⎜⎝ 0 0 ikn1c
(0)
55

0 0 ikn2c
(0)
44

ikn1c
(0)
13 ikn2c

(0)
23 0

⎞⎟⎠ . (11)
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Для интегрирования системы (9) применяется метод последовательных при-
ближений, представляемый алгоритмом

F = F 0 + F 1 + F 2 + ...+ Fn + ...,(
A

(0)
1 ∂23 +A

(0)
2 ∂3 +A

(0)
3

)
F 0 = 0,(

A
(0)
1 ∂23 +A

(0)
2 ∂3 +A

(0)
3

)
F 1 = −γe−βx3

(
A

(1)
2 ∂3 +A

(1)
3

)
F 0, ...,(

A
(0)
1 ∂23 +A

(0)
2 ∂3 +A

(0)
3

)
Fn = −γe−βx3

(
A

(1)
2 ∂3 +A

(1)
3

)
Fn−1.

(12)

В качестве исходного этапа реализации этого алгоритма на основе интегриро-
вания методом Эйлера однородной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами(

A
(0)
1 ∂23 +A

(0)
2 ∂3 +A

(0)
3

)
F = 0, (13)

имеющей в развернутой форме вид

c
(0)
55 U

′′
01 + ikn1

(
c
(0)
13 + c

(0)
55

)
U ′
30 +

(
Ω2 −

(
c
(0)
11 k

2n21 + c
(0)
66 k

2n1n2

))
U01−

−
(
c
(0)
12 + c

(0)
66

)
k2n1n2U20 = 0,

c
(0)
44 U

′′
02 + ikn2

(
c
(0)
23 + c

(0)
44

)
U ′
30 −

(
c
(0)
12 + c

(0)
66

)
k2n1n2U10+

+
(
Ω2 −

(
c
(0)
11 k

2n21 + c
(0)
66 k

2n1n2

))
U02 = 0,

c
(0)
33 U

′′
03 + ikn1

(
c
(0)
13 + c

(0)
55

)
U ′
10 + ikn2

(
c
(0)
23 + c

(0)
44

)
U ′
20+

+
(
Ω2 −

(
c
(0)
11 k

2n21 + c
(0)
66 k

2n1n2

))
U03 = 0.

(14)

В процессе интегрирования система (14) преобразуется к форме

a1U
′′
01 + b1U

′
30 + c1U01 + d1U20 = 0,

a2U
′′
02 + b2U

′
30 + c2U01 + d2U02 = 0,

a3U
′′
03 + b3U

′
10 + c3U

′
02 + d3U30 = 0,

(15)

и после подстановки U01 = Q1e
δx3 , U02 = Q2e

δx3 , U03 = Q3e
δx3 трансформирует-

ся в однородную систему алгебраических уравнений относительно неизвестных
Q1, Q2, Q3: (

a1δ
2 + c1

)
Q1 + d1Q2 + b1δQ3 = 0,

(c2Q1 +
(
a2δ

2 + d2
)
Q2 + b2δQ3 = 0,

b3δQ1 + c3δQ2 +
(
a3δ

2 + d3
)
Q3 = 0.

(16)

Из (16) следует полиномиальное характеристическое уравнение для δ и соотно-
шения связи Q1, Q2, Q3 при каждом δj :∣∣∣∣∣∣

(
a1δ

2 + c1
)

d1 b1δ
c2

(
a2δ

2 + c2
)

b2δ
b3δ c3δ

(
a3δ

2 + d3
)
∣∣∣∣∣∣ = (17)
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= a1a2a3δ
6 + (a1a3c2 + a2a3c1 + a1a2d3 − a2b1b3 − a1b2c3) δ

4+

+(c1c2a3 + a1c2d3 + c1a2d3 + d1b2b3 + b1c2c3 − b1b3c2 − d1c2a3 − b2c1c3) δ
2+

+c1c2d3 − c2d1d3 = 0.

Преобразуя (17) к виду

Aδ6 +Bδ4 + Cδ2 +D = 0, (18)

можно найти явные аналитические выражения для величин δj с применением
формул Кардано.

Отвечающие данному множеству значений δj решения системы дифферен-
циальных уравнений (16) выбираются в виде:

U01 = Q
(1)
1 eδ1x3 +Q

(2)
1 eδ2x3 +Q

(3)
1 eδ3x3 +Q

(4)
1 eδ4x3 +Q

(5)
1 eδ5x3 +Q

(6)
1 eδ6x3 ,

U02 = Q
(1)
2 eδ1x3 +Q

(2)
2 eδ2x3 +Q

(3)
2 eδ3x3 +Q

(4)
2 eδ4x3 +Q

(5)
2 eδ5x3 +Q

(6)
2 eδ6x3 ,

U03 = Q
(1)
3 eδ1x3 +Q

(2)
3 eδ2x3 +Q

(3)
3 eδ3x3 +Q

(4)
3 eδ4x3 +Q

(5)
3 eδ5x3 +Q

(6)
3 eδ6x3 ,

(19)

а для связывания коэффициентов Q(j)
1 , Q

(j)
2 , Q

(j)
3 соответственно записываются

системы линейных алгебраических уравнений(
a1δ

2 + c1
)
Q

(j)
1 + d1Q

(j)
2 + b1δQ

(j)
3 = 0,

(c2Q
(j)
1 +

(
a2δ

2 + d2
)
Q

(j)
2 + b2δQ

(j)
3 = 0,

b3δQ
(j)
1 + c3δQ

(j)
2 +

(
a3δ

2 + d3
)
Q

(j)
3 = 0,

(20)

и их решения находятся в форме

Q
(j)
1 = Q(j), Q

(j)
2 = Δ

(j)
2 Q(j), Q

(j)
3 = Δ

(j)
3 Q(j); (21)

Δ
(j)
2 = (b2b3 − c2a3) δ

2
j − c2d3)χ

−1,

Δ
(j)
3 =

(−a2b3δ2j + c2c3 − d2b3
)
δjχ

−1.
(22)

В итоге, записывается представление F 0 в виде линейной комбинации базисных
частных решений F 0j с произвольными коэффициентами cj

F 0 = c1F 01 + c2F 02 + c3F 03 + c4F 04 + c5F 05 + c6F 06, (23)

где
F 0j = f

0j
eδjx3 , f

0j
= (1,Δ

(j)
2 ,Δ

(j)
3 )T . (24)

Далее, в рамках алгоритма (12) соответственно строятся шесть векторных
базисных частных решений F j системы (9), отвечающих последовательному вы-
бору

F 0 = F 0j, F 0j = f
0j
eδjx3 , F 1j = f

1j
e(δj−β)x3 , ..., Fnj = f

nj
e(δj−nβ)x3 , (25)
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где

f
nj

= −γM−1
1n,jM2n,jfn−1,j

,

M1n,j = (δj − nβ)2A0
1 + (δj − nβ)A0

2 +A0
3, M 2n,j =

(
(δj − β)A1

2 +A1
3

)
,

(26)

и, следовательно,

f
nj

= (−γ)nM−1
1n,jM2n,jM

−1
1n−1,jM2n−1,j · ... ·M−1

11,jM21,jf01. (27)

В итоге, с введением обозначения

Q
nj

=M−1
1n,jM2n,j, (28)

представление для соответствующего базисного частного решения (9) может
быть записано в следующем явном виде

F j (x3) = f0je
δjx3 − γM−1

11,jM21,jf0je
(δj−β)x3+

+γ2M−1
12,jM22,jM

−1
11,jM21,jf0je

(δj−2β)x3 − ...+

+(−γ)nM−1
1n,jM2n,jM

−1
1n−1,jM2n−1,j...M

−1
11,jM21,jf01e

(δj−nβ)x3 + ... =

= f0je
δjx3 − γQ

1j
f
0j
e(δj−β)x3 + γ2Q

2j
Q

1j
f
0j
e(δj−2β)x3 − ...+

+(−γ)nQ
nj
Q

n−1j
...Q

1j
f01e

(δj−nβ)x3 + ...

(29)

Заключение.Найденные с применением изложенной методологии векторно-
матричные аналитические представления (29) для амплитудных векторных фу-
нкций колебательных упругих смещений в трехпарциальных локализованных
гармонических волнах, распространяющихся вдоль граничной поверхности по-
лубесконечного ортотропного тела с локализованной у граничной поверхности
непрерывной экспоненциальной толщинной неоднородностью физико-механичес-
ких параметров, являются базовыми элементами для получения решений задач
о гармонических произвольно ориентированных в граничной плоскости трех-
парциальных поверхностных волнах. Построенные решения применимы также
для исследования волновых деформационных процессов в геомассивах с пла-
стами полезных ископаемых, заключенными между упругими неоднородными
полупространствами горных пород, в том числе для теоретического анализа
строения и свойств массивов геоакустическими методами.
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Integration of a system of equations arbitrary oriented three-partial surface waves
propagation in a functional-gradient orthotropic half-space.

A new modification of the model of arbitrarily oriented three-partial surface waves propagation in
a functionally gradient orthotropic half-space is considered. The introduced function of continuous
inhomogeneity characterizes the localization of the area of intense changes in the physical and
mechanical parameters of the material in the boundary zone of the half-space and the asymptotic
smoothing of the law of change in properties in the depth of the massive. For the model under
consideration, an iterative numerical-analytical algorithm for integrating a system of differential
equations in partial derivatives with variable coefficients is proposed and implemented, which
describes the propagation of harmonic three-partial surface waves arbitrarily oriented in the boundary
plane.

Keywords: elastic orthotropic half-space, transverse continuous inhomogeneity, propagation of
localized waves, systems of wave equations, analytic integration, vector series.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ СВОБОДНО ОПЕРТОЙ
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПЛИТЫ. I

Решена задача об изгибе свободно опертой по краю прямоугольной плиты из пьезоэлектриче-
ского материала, находящейся под давлением по верхнему основанию. При этом рассмотрены
случаи, когда различные стороны прямоугольного контура плиты электродированы либо ли-
шены электродного покрытия. Решения получены в виде двойных тригонометрических рядов.
На основе полученных решений проведены численные исследования влияния свойств матери-
ала плиты и электрических граничных условий на электроупругое состояние плиты.
Ключевые слова: теория изгиба тонких плит, пьезоэлектрический материал, прямоуголь-
ная плита, свободно опертый край, функция прогиба, изгибающие моменты, двойные триго-
нометрические ряды

Введение. В современной технике широкое применение в качестве элемен-
тов конструкций получили тонкие плиты из пьезоматериалов. В процессе экс-
плуатации эти плиты подвергаются механическому и электрическому воздей-
ствиям, которые могут приводить к изгибным деформациям, что следует учи-
тывать при проектировании и эксплуатации конструкций [1–7]. При решении
задач изгиба плит в рамках прикладной теории зачастую используются гипоте-
зы Кирхгофа-Лява [8, 9]: гипотеза прямой нормали, в соответствии с которой
прямолинейные отрезки, нормальные к срединной плоскости до деформации,
при изгибе плиты остаются прямолинейными и нормальными к изогнутой сре-
динной поверхности и не меняют своей длины; гипотеза о нерастяжимости
срединной плоскости; гипотеза о ненадавливании слоев, в соответствии с кото-
рой влияние взаимодействия (давления) продольных слоев плиты на удлинения
и сдвиги материальных волокон, лежащих в этих слоях, является достаточно
малым и им можно пренебречь. Эти гипотезы механического характера допол-
ним гипотезой на индукции электрического поля [10, 11]: потоком индукции по
толщине плиты можно пренебречь.

В монографиях [12, 13] приведены решения множества задач об изгибе изо-
тропных прямоугольных плит при различных механических граничных услови-
ях, об изгибе ортотропных прямоугольных плит в случае свободного опирания
по краям.

В данной работе получено решение задачи об изгибе свободно опертой по
краю прямоугольной плиты из пьезоэлектрического материала кристаллогра-
фического класса 6mm. Основания плиты не электродированы, по верхнему
основанию действует распределенное давление. Края плиты свободно оперты.
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Различные края плиты могут быть электродированы либо лишены электродно-
го покрытия. Решения задач получены в виде двойного тригонометрического
ряда. Проведены численные исследования влияния свойств материала плиты и
электрических граничных условий на значения моментов и прогиба плиты.

1. Постановка задачи об изгибе

O
x

y
z

2h

q

Рис. 1

тонких пьезоэлектрических плит.
Рассмотрим отнесенную к декартовой
системе координат Oxyz тонкую пли-
ту толщины 2h (рис. 1), изготовлен-
ную из пьезоэлектрического материа-
ла. Срединная плоскость плиты лежит
в плоскости Oxy и занимает двумер-
ную область S. Пусть для каждой точ-
ки плиты имеется плоскость упругой
симметрии, параллельная срединной плоскости. Основания плиты лишены элек-
тродного покрытия, по верхнему основанию распределены нормальные усилия
q(x, y). Край плиты свободно оперт, по нему некоторым образом распределены
электрические воздействия.

Задача определения электроупругого состояния плиты сводится к интегри-
рованию следующей системы дифференциальных уравнений относительно
функции прогиба плиты w(x, y) и функции плотности потенциала электриче-
ского поля ϕ0(x, y) [11, 14]:

L4Sw(x, y) + L3Gϕ0(x, y) = −q(x, y),
L3Gw(x, y) + L2Bϕ0(x, y) = 0.

(1)

Здесь L4S , L3G, L2B — дифференциальные операторы, определяемые следую-
щими выражениями:

L4S = −
(
S̃11

∂4

∂x4
+ 4S̃16

∂4

∂x3∂y
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) ∂4

∂x2∂y2
+ 4S̃26

∂4

∂x∂y3
+ S̃22

∂4

∂y4

)
,

L3G = G̃11
∂3

∂x3
+
(
G̃21 + G̃16

) ∂3

∂x2∂y
+
(
G̃12 + G̃26

) ∂3

∂x∂y2
+ G̃22

∂3

∂y3
,

L2B = B̃11
∂2

∂x2
+ 2B̃12

∂2

∂x∂y
+ B̃22

∂2

∂y2
,

где

S̃ij =
2h3

3
Sij, G̃ij =

2h3

3
Gij , B̃ij =

2h3

3
Bij ;⎛⎜⎜⎜⎜⎝

S11 S12 S16 G11 G21

S12 S22 S26 G12 G22

S16 S26 S66 G16 G26

−G11 −G12 −G16 B11 B12

−G21 −G22 −G26 B12 B22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
s11 s12 s16 g11 g21
s12 s22 s26 g12 g22
s16 s26 s66 g16 g26
−g11 −g12 −g16 β11 β12
−g21 −g22 −g26 β12 β22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
−1

;
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sij — коэффициенты деформации материала плиты, gij — пьезоэлектрические
модули, βij — коэффициенты диэлектрической проницаемости.

Систему уравнений (1) следует интегрировать при соответствующих гранич-
ных условиях. После этого прогиб плиты и плотность потенциала электрическо-
го поля становятся известными, и по ним в любой точке плиты можно находить
значения изгибающих моментов Mx, My, крутящего момента Hxy, моментов
электрической индукции MDx, MDy [11, 14]:

Mx = −
(
S̃11

∂2w

∂x2
+ 2S̃16

∂2w

∂x∂y
+ S̃12

∂2w

∂y2
− G̃11

∂ϕ0

∂x
− G̃21

∂ϕ0

∂y

)
,

My = −
(
S̃12

∂2w

∂x2
+ 2S̃26

∂2w

∂x∂y
+ S̃22

∂2w

∂y2
− G̃12

∂ϕ0

∂x
− G̃22

∂ϕ0

∂y

)
,

Hxy = −
(
S̃16

∂2w

∂x2
+ 2S̃66

∂2w

∂x∂y
+ S̃26

∂2w

∂y2
− G̃16

∂ϕ0

∂x
− G̃26

∂ϕ0

∂y

)
,

MDx = G̃11
∂2w

∂x2
+ 2G̃16

∂2w

∂x∂y
+ G̃12

∂2w

∂y2
+ B̃11

∂ϕ0

∂x
+ B̃12

∂ϕ0

∂y
,

MDy = G̃21
∂2w

∂x2
+ 2G̃26

∂2w

∂x∂y
+ G̃22

∂2w

∂y2
+ B̃12

∂ϕ0

∂x
+ B̃22

∂ϕ0

∂y
.

(2)

Если материал плиты принадлежит к кристаллографическому классу 6mm
и поляризован вдоль оси Oy, то

s16 = s26 = 0,

g11 = g12 = g26 = 0,

β12 = 0,

следовательно,

S̃16 = S̃26 = 0,

G̃11 = G̃12 = G̃26 = 0,

B̃12 = 0.

Тогда дифференциальные операторы L4S , L3G, L2B примут вид

L4S = −
(
S̃11

∂4

∂x4
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) ∂4

∂x2∂y2
+ S̃22

∂4

∂y4

)
,

L3G =
(
G̃21 + G̃16

) ∂3

∂x2∂y
+ G̃22

∂3

∂y3
,

L2B = B̃11
∂2

∂x2
+ B̃22

∂2

∂y2
,
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а значения моментов можно определять по формулам

Mx = −
(
S̃11

∂2w

∂x2
+ S̃12

∂2w

∂y2
− G̃21

∂ϕ0

∂y

)
,

My = −
(
S̃12

∂2w

∂x2
+ S̃22

∂2w

∂y2
− G̃22

∂ϕ0

∂y

)
,

Hxy = −
(
2S̃66

∂2w

∂x∂y
− G̃16

∂ϕ0

∂x

)
,

MDx = 2G̃16
∂2w

∂x∂y
+ B̃11

∂ϕ0

∂x
,

MDy = G̃21
∂2w

∂x2
+ G̃22

∂2w

∂y2
+ B̃22

∂ϕ0

∂y
.

(3)

Тогда становится возможным определение моментов на произвольной пло-
щадке с нормалью n и касательной s [10, 11]:

Mn =Mx cos
2(nx) +My cos

2(ny)− 2Hxy cos(nx) cos(ny),

Ms =Mx cos
2(ny) +My cos

2(nx) + 2Hxy cos(nx) cos(ny),

Hns = (My −Mx) cos(nx) cos(ny) +Hxy

(
cos2(nx)− cos2(ny)

)
,

MDn =MDx cos(nx) +MDy cos(ny), MDs =MDx cos(ny)−MDy cos(nx).

(4)

2. Вид граничных условий для случая свободного опертого края
плиты. Механические граничные условия имеют вид [9]

w = 0, Mn = 0. (5)

Если по краю плиты отсутствует электродное покрытие, то электрическое
граничное условие имеет вид [10, 15]

MDn = 0, (6а)

а eсли электродное покрытие присутствует и задано распределение ϕ∗
0 потенци-

ала электрического поля [15] —

ϕ0 = ϕ∗
0. (6б)

3. Постановка и решение задачи об из-

O a

b

x

y

Рис. 2

гибе прямоугольной плиты. Рассмотрим тон-
кую прямоугольную пьезоэлектрическую плиту
cо сторонами, равными a и b (рис. 2). Основания
плиты лишены электродного покрытия, по верх-
нему основанию x3 = −h распределены нормаль-
ные усилия q(x, y). Край плиты свободно оперт.

В этом случае механические граничные условия принимают вид:

26



Решение задачи об изгибе прямоугольной плиты

• на краях плиты x = 0, x = a:

w
∣∣∣
x=0

= w
∣∣∣
x=a

= 0, Mx

∣∣∣
x=0

=Mx

∣∣∣
x=a

= 0; (7)

• на краях плиты y = 0, y = b:

w
∣∣∣
y=0

= w
∣∣∣
y=b

= 0, My

∣∣∣
y=0

=My

∣∣∣
y=b

= 0. (8)

Рассмотрим некоторые случаи электрических граничных условий.
Края плиты y = 0, y = b неэлектродированы, на краях плиты x = 0,

x = a потенциал электрического поля равен нулю. В этом случае электриче-
ские граничные условия принимают вид:

• на краях плиты x = 0, x = a:

ϕ0

∣∣∣
x=0

= ϕ0

∣∣∣
x=a

= 0; (9)

• на краях плиты y = 0, y = b:

MDy

∣∣∣
y=0

=MDy

∣∣∣
y=b

= 0. (10)

Функцию прогиба w(x, y) выберем в виде, известном из решения задачи об
изгибе изотропной или ортотропной свободно опертой плиты [12]:

w(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn sin
πmx

a
sin

πny

b
, (11)

где Amn – неизвестные постоянные. В этом виде функция прогиба удовлетво-
ряет первым условиям (7), (8). Для того, чтобы тождественно удовлетворить
вторым условиям (7), (8) и условиям (9), (10), функцию плотности электриче-
ского потенциала ϕ0(x, y) выберем в виде

ϕ0(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Bmn sin
πmx

a
cos

πny

b
, (12)

где Bmn – неизвестные постоянные.
Аналогично решению задачи об изгибе изотропной или ортотропной сво-

бодно опертой плиты, неизвестные постоянные Amn, Bmn будем определять из
подстановки функций (11), (12) в систему дифференциальных уравнений (1).

Тогда после функций (11), (12) в систему уравнений (1) получим

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
Amn

(
S̃11

π4m4

a4
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) π4m2n2

a2b2
+ S̃22

π4n4

b4

)
sin

πmx

a
sin

πny

b
−
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−Bmn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
sin

πmx

a
sin

πny

b

]
= q(x, y),

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
Amn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
sin

πmx

a
cos

πny

b
+

+Bmn

(
B̃11

π2m2

a2
+ B̃22

π2n2

b2

)
sin

πmx

a
cos

πny

b

]
= 0.

Представим функцию q(x, y) в виде

q(x, y) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Qmn sin
πmx

a
sin

πny

b
, (13)

где

Qmn =
4

ab

a∫
0

sin
πmx

a
dx

b∫
0

q(x, y) sin
πny

b
dy.

Тогда для определения неизвестных постоянных Amn, Bmn получим системы
уравнений вида

Amn

(
S̃11

π4m4

a4
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) π4m2n2

a2b2
+ S̃22

π4n4

b4

)
−

−Bmn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
= Qmn,

Amn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
+

+Bmn

(
B̃11

π2m2

a2
+ B̃22

π2n2

b2

)
= 0.

Отсюда находим

Amn =
Qmn

Δmn

(
B̃11

π2m2

a2
+ B̃22

π2n2

b2

)
,

Bmn = −Qmn

Δmn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
,

(14)

где

Δmn =

(
S̃11

π4m4

a4
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) π4m2n2

a2b2
+ S̃22

π4n4

b4

)(
B̃11

π2m2

a2
+ B̃22

π2n2

b2

)
+

+

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)2

.
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Рассмотрим некоторые частные случаи нагрузок q(x, y) по верхнему основа-
нию.

Если q(x, y) = q0 sin
πMx

a
sin

πNy

b
, где q0 = const, а M , N – натуральные

числа, то [12]:

Qmn =

⎧⎨⎩
q0, m =M иn = N,

0, m �=M илиn �= N,

тогда

Amn =

⎧⎪⎨⎪⎩
π2q0
ΔMN

(
B̃11

M2

a2
+ B̃22

N2

b2

)
, m =M иn = N,

0, m �=M илиn �= N,

Bmn =

⎧⎪⎨⎪⎩
− π3q0
ΔMN

((
G̃21 + G̃16

)M2N

a2b
+ G̃22

N3

b3

)
, m =M иn = N,

0, m �=M илиn �= N,

а функции прогиба и плотности потенциала электрического поля примут вид

w(x, y) =
π2q0
ΔMN

(
B̃11

M2

a2
+ B̃22

N2

b2

)
sin

πMx

a
sin

πNy

b
,

ϕ0(x, y) = − π3q0
ΔMN

((
G̃21 + G̃16

)M2N

a2b
+ G̃22

N3

b3

)
sin

πMx

a
cos

πNy

b
.

Если q(x, y) = q0 = const, то [12]:

Qmn =

⎧⎪⎨⎪⎩
16q0
π2mn

, m иn – нечетные,

0, m илиn – четное,

тогда

Amn =

⎧⎪⎨⎪⎩
16q0

mnΔmn

(
B̃11

m2

a2
+ B̃22

n2

b2

)
, m иn – нечетные,

0, m илиn – четное,

Bmn =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 16πq0
mΔmn

((
G̃21 + G̃16

) m2

a2b
+ G̃22

n2

b3

)
, m иn – нечетные,

0, m илиn – четное,

а функции прогиба и плотности потенциала электрического поля примут вид

w(x, y) =
∑

m=1,3,5,...

∑
n=1,3,5,...

16q0
mnΔmn

(
B̃11

m2

a2
+ B̃22

n2

b2

)
×
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× sin
πmx

a
sin

πny

b
,

ϕ0(x, y) = −
∑

m=1,3,5,...

∑
n=1,3,5,...

16πq0
mΔmn

((
G̃21 + G̃16

) m2

a2b
+ G̃22

n2

b3

)
×

× sin
πmx

a
cos

πny

b
.

Край плиты y = b неэлектродирован, на остальных краях потенциал элек-
трического поля равен нулю. В этом случае электрические граничные условия
принимают вид:

• на крае плиты y = b:

MDy

∣∣∣
y=b

= 0; (15)

• на остальных краях плиты:

ϕ0

∣∣∣
x=0

= ϕ0

∣∣∣
x=a

= ϕ0

∣∣∣
y=0

= 0. (16)

Функцию прогиба w(x, y) выберем в виде

w(x, y) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Amn sin
πmx

a
sin

πny

b
, (17)

где Amn – неизвестные постоянные. В этом виде функция прогиба удовлетворя-
ет первым условиям (7), (8). Тогда для того, чтобы тождественно удовлетворить
вторым условиям (7), (8) и условиям (16), (15), функцию плотности электриче-
ского потенциала ϕ0(x, y) выберем в виде

ϕ0(x, y) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Bmn sin
πmx

a

(
cos

πny

b
− 1
)
, (18)

где Bmn – неизвестные постоянные.
Неизвестные постоянные Amn, Bmn будем определять из подстановки функ-

ций (17), (18) в систему дифференциальных уравнений (1).
Тогда после подстановки функций (17), (18) в систему уравнений (1) получим

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
Amn

(
S̃11

π4m4

a4
+ 2
(
S̃12 + 2S̃66

) π4m2n2

a2b2
+ S̃22

π4n4

b4

)
sin

πmx

a
sin

πny

b
−

−Bmn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
sin

πmx

a
sin

πny

b

]
= q(x, y),

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
Amn

((
G̃21 + G̃16

) π3m2n

a2b
+ G̃22

π3n3

b3

)
sin

πmx

a
cos

πny

b
+
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+Bmn

(
B̃11

π2m2

a2
+ B̃22

π2n2

b2

)
sin

πmx

a
cos

πny

b

]
= 0.

Эта система уравнений совпадает с системой из предыдущего подпункта,
поэтому все остальные выкладки остаются справедливыми, и неизвестные ко-
эффициенты Amn, Bmn в общем случае определяются по формулам (14).

Край плиты y = 0 неэлектродирован, на остальных краях потенциал элек-
трического поля равен нулю. В этом случае электрические граничные условия
принимают вид:

• на крае плиты y = 0:

MDy

∣∣∣
y=0

= 0; (19)

• на остальных краях плиты:

ϕ0

∣∣∣
x=0

= ϕ0

∣∣∣
x=a

= ϕ0

∣∣∣
y=b

= 0. (20)

Пользуясь аналогией с предыдущим подпунктом, функции прогиба w(x, y)
и плотности потенциала φ0(x, y) будем искать в виде

w(x, y) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Amn sin
πmx

a
sin

πny

b
, (21)

ϕ0(x, y) =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Bmn sin
πmx

a

(
cos

πny

b
+ 1
)
, (22)

где Amn, Bmn – неизвестные постоянные, в общем случае определяемые по фор-
мулам (14).

После определения коэффициентов Amn, Bmn становится возможным опре-
деление значений прогиба w(x, y) и плотности потенциала электрического поля
ϕ0(x, y) в любой точке плиты. По известным функциям w(x, y) и ϕ0(x, y) также
можно вычислять значения изгибающих моментов, крутящего момента, момен-
та электрической индукции в точках плиты по формулам (3), а затем — значения
моментов на произвольных площадках по формулам (4).

При этом, из построенных решений следует, что при вышеописанных ком-
бинациях электрических граничных условий распределения моментов в плите
будет одинаковыми. Поэтому, в дальнейшем, при проведении численных иссле-
дований не будем характеризовать влияние электрических граничных условий.

4. Численные исследования. При проведении численных исследований
количество сохраняемых членов в рядах увеличивалось до тех пор, пока по-
грешность значений моментов не становилась достаточно малой. Для этого, как
показали исследования, необходимо сохранять от 20 до 50 членов в одинарных
рядах.
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Были проведены численные исследования для прямоугольных плит из сле-
дующих материалов:

• селенид кадмия CdSe [16, 17] (материал ЭМ1):

s11 = 23, 31s∗, s22 = 16, 68s∗, s66 = 74, 46s∗, s12 = −5, 38s∗,

g16 = −124, 40g∗, g21 = −41, 61g∗, g22 = 81, 15g∗,

β11 = 118987, 1β∗ , β22 = 106071, 5β∗ ;

• титанат бария BaTiO3 [16, 18] (материал ЭМ4):

s11 = 8, 7s∗, s22 = 7, 1s∗, s66 = 17, 5s∗, s12 = −1, 9s∗,

g16 = 20, 2g∗, g21 = −5, 2g∗, g22 = 12, 6g∗,

β11 = 77, 93β∗, β22 = 66, 47β∗ ;

• пьезокерамика PZT − 4 [16, 18] (материал ЭМ5):

s11 = 10, 9s∗, s22 = 7, 9s∗, s66 = 19, 3s∗, s12 = −2, 1s∗,

g16 = 39, 4g∗, g21 = −11, 1g∗, g22 = 26, 1g∗,

β11 = 76, 61β∗, β22 = 86, 92β∗ ;

• пьезокерамика PZT − 5A [16, 18] (материал ЭМ6):

s11 = 14, 40s∗, s22 = 9, 46s∗, s66 = 25, 20s∗, s12 = −2, 98s∗,

g16 = 38, 2g∗, g21 = −11, 4g∗, g22 = 24, 8g∗,

β11 = 65, 31β∗, β22 = 66, 46β∗ .

Здесь введены следующие обозначения: s∗ = 10−6 МПа−1, g∗ = 10−3 МКл−1 ·
м2, β∗ = 1МН · м2 ·МКл−2.

Для случая равномерного давления по верхнему основанию плиты на рисун-
ке 3 приведены распределения измеренных в 106 МН ·м моментов Mx (рис. 3а),
My (рис. 3б ), Hxy (рис. 3в) в квадратной плите из материала ЭМ1 для случаев
задач электроупругости (ЗЭУ), когда учитываются все свойства материала, и
упругости (ЗУ), когда не учитываются электрические свойства материала. На
рисунке 4 приведены распределения этих же моментов в квадратной плите из
материала ЭМ5. На рисунках 5 и 6 приведены аналогичные распределения мо-
ментов для случая прямоугольной плиты с соотношением сторон a/b = 2, на
рисунках 7 и 8 — с соотношением сторон a/b = 3, на рисунках 9 и 10 — с соотно-
шением сторон b/a = 2, на рисунках 11 и 12 — с соотношением сторон b/a = 3.
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 3. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в квадратной плите
из материала ЭМ1 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 4. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в квадратной плите
из материала ЭМ5 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 5. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами a/b = 2 из материала ЭМ1 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 6. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами a/b = 2 из материала ЭМ5 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 7. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами a/b = 3 из материала ЭМ1 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 8. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами a/b = 3 из материала ЭМ5 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 9. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами b/a = 2 из материала ЭМ1 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 10. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами b/a = 2 из материала ЭМ5 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 11. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами b/a = 3 из материала ЭМ1 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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(а: ЗЭУ) (a: ЗУ)

(б: ЗЭУ) (б: ЗУ)

(в: ЗЭУ) (в: ЗУ)

Рис. 12. Распределение моментов Mx (рис. а), My (рис. б), Hxy (рис. в) в прямоугольной плите
со сторонами b/a = 3 из материала ЭМ5 для случаев ЗЭУ и ЗУ
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В таблице 1 для прямоугольных плит из материалов ЭМ1, ЭМ4, ЭМ5, ЭМ6
с различными отношениями сторон приведены максимальные по модулю значе-
ния возникающих моментов Mx, My, Hxy для случаев ЗЭУ и ЗУ.

Таблица 1.
Максимальные по модулю значения моментов Mx, My , Hxy

Тип Вели- Мате- Отношение сторон прямоугольника
задачи чина риал a/b = 1 a/b = 2 a/b = 3 b/a = 2 b/a = 3
ЗЭУ −Mx ЭМ1 0, 0467 0, 0401 0, 0390 0, 1048 0, 1214

ЭМ4 0, 0472 0, 0478 0, 0457 0, 0995 0, 1174
ЭМ5 0, 0540 0, 0627 0, 0598 0, 1028 0, 1184
ЭМ6 0, 0521 0, 0608 0, 0587 0, 1011 0, 1176

−My ЭМ1 0, 0611 0, 1136 0, 1238 0, 0582 0, 0543
ЭМ4 0, 0456 0, 0994 0, 1178 0, 0451 0, 0435
ЭМ5 0, 0449 0, 0991 0, 1181 0, 0465 0, 0456
ЭМ6 0, 0471 0, 1002 0, 1183 0, 0511 0, 0501

−Hxy ЭМ1 0, 0106 0, 0105 0, 0089 0, 0136 0, 0109
ЭМ4 0, 0118 0, 0162 0, 0133 0, 0120 0, 0102
ЭМ5 0, 0049 0, 0122 0, 0112 0, 0026 0, 0026
ЭМ6 0, 0060 0, 0124 0, 0109 0, 0039 0, 0037

ЗУ −Mx ЭМ1 0, 0466 0, 0400 0, 0389 0, 1048 0, 1214
ЭМ4 0, 0400 0, 0361 0, 0349 0, 0945 0, 1154
ЭМ5 0, 0364 0, 0323 0, 0314 0, 0905 0, 1132
ЭМ6 0, 0361 0, 0327 0, 0319 0, 0899 0, 1129

−My ЭМ1 0, 0612 0, 1136 0, 1238 0, 0583 0, 0543
ЭМ4 0, 0475 0, 1011 0, 1184 0, 0453 0, 0429
ЭМ5 0, 0481 0, 1012 0, 1184 0, 0461 0, 0435
ЭМ6 0, 0514 0, 1035 0, 1193 0, 0520 0, 0488

−Hxy ЭМ1 0, 0106 0, 0105 0, 0089 0, 0136 0, 0109
ЭМ4 0, 0155 0, 0174 0, 0145 0, 0201 0, 0166
ЭМ5 0, 0163 0, 0177 0, 0149 0, 0221 0, 0184
ЭМ6 0, 0155 0, 0163 0, 0137 0, 0218 0, 0181

В таблице 2 для прямоугольных плит из материалов ЭМ1, ЭМ4, ЭМ5, ЭМ6 с
различными отношениями сторон приведены достигаемые в центрах плит мак-
симальные значения возникающего прогиба w, измеренного в 10−7 м, для слу-
чаев ЗЭУ и ЗУ.

Таблица 2. Максимальные значения прогиба w

Тип Мате- Отношение сторон прямоугольника
задачи риал a/b = 1 a/b = 2 a/b = 3 b/a = 2 b/a = 3
ЗЭУ ЭМ1 0, 9590 2, 1042 2, 4697 2, 6066 3, 2653

ЭМ4 0, 3781 0, 9947 1, 2655 0, 9608 1, 2145
ЭМ5 0, 5309 1, 5009 1, 9475 1, 2600 1, 5621
ЭМ6 0, 6465 1, 7691 2, 2759 1, 5931 2, 0027

ЗУ ЭМ1 0, 9579 2, 0989 2, 4624 2, 6058 3, 2649
ЭМ4 0, 3304 0, 8069 1, 0036 0, 9095 1, 1815
ЭМ5 0, 3823 0, 9115 1, 1280 1, 0985 1, 4570
ЭМ6 0, 4755 1, 0999 1, 3453 1, 4047 1, 8806
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В таблице 3 для прямоугольных плит из материалов ЭМ1, ЭМ4, ЭМ5, ЭМ6
с различными отношениями сторон приведены максимальные по модулю значе-
ния моментов MDx, MDy, измеренных в 10−3 МКл.

Таблица 3.
Максимальные по модулю значения моментов MDx, MDy

Вели- Мате- Отношение сторон прямоугольника
чина риал a/b = 1 a/b = 2 a/b = 3 b/a = 2 b/a = 3

MDx, ЭМ1 0, 0047 0, 0079 0, 0068 0, 0025 0, 0007
ЭМ4 −1, 4981 −3, 0533 −2, 8550 −0, 7305 −0, 2102

ЭМ5 −2, 1313 −5, 0170 −4, 9123 −0, 8773 −0, 2014

ЭМ6 −2, 5032 −5, 6387 −5, 4497 −1, 0929 −0, 2748

MDy, ЭМ1 −0, 0047 −0, 0039 −0, 0020 −0, 0052 −0, 0031

ЭМ4 1, 5059 1, 5037 0, 8793 1, 5700 0, 9426

ЭМ5 2, 1463 2, 4820 1, 5440 1, 9366 1, 0882
ЭМ6 2, 5193 2, 7858 1, 7032 2, 3895 1, 3777

Из представленных результатов следует, что на значения механических мо-
ментов Mx, My, Hxy существенно влияет соотношение сторон прямоугольной
плиты. Так, увеличение одной из сторон приводит к заметному росту значе-
ний изгибающих моментов, действующих вдоль короткой стороны, и куда менее
выраженным изменениям значений изгибающих моментов, действующих вдоль
длинной стороны. При этом максимальные значения крутящего момента при
увеличении одной из сторон прямоугольника сперва несколько возрастают, а за-
тем убывают. Для квадратных плит наибольшая концентрация моментов имеет
место в центре плиты. Для прямоугольных плит изгибающие моменты, дей-
ствующие вдоль короткой стороны, достигают наибольшей концентрации в цен-
тре плиты, тогда как концентрация изгибающих моментов, действующих вдоль
длинной стороны, не является максимальной в центре. Она возрастает от цен-
тра в направлении коротких сторон и достигает максимума на расстоянии около
половины короткой стороны. При этом, концентрация моментов остается сопо-
ставимой для всех материалов, несмотря на существенные отличия в значениях
коэффициентов деформации. По всей видимости, этому способствуют эквива-
лентные механические граничные условия (края плиты свободно оперты). Сле-
довательно, при свободном опирании края плиты упругие свойства материала
(значения коэффициентов деформации) незначительно влияют на значения мо-
ментов. Влияние же пьезоэлектрических свойств является более выраженным.
Так, для квадратной плиты из материала ЭМ4 учет этих свойств привел к ро-
сту максимальных значений моментов Mx на 18%, а для плит из материалов
ЭМ5, ЭМ6 – до 66%, тогда как максимальные значения момента My, наобо-
рот, незначительно уменьшились. При удлинении плиты в направлении оси Ox
(перпендикулярно направлению поляризации) учет пьезоэлектрических свойств
приводил к еще большему росту значений моментов Mx, а на значениях момен-
тов My сказывался слабо. При удлинении плиты в направлении оси Oy (в на-
правлении поляризации) вклад пьезоэффекта в концентрацию моментов являл-
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ся менее значительным. В плите же из материала ЭМ1, обладающего наиболее
слабыми пьезоэлектрическими свойствами, концентрация моментов для любых
конфигураций изменялась очень слабо относительно учета пьезосвойств.

Наибольший прогиб возникает в плите из материала ЭМ1, обладающего наи-
большими значениями коэффициентов деформации. Таким образом, упругие
свойства материала значительно влияют на значения прогиба. Учет же элек-
трических свойств материала на прогиб плиты из материала ЭМ1 приводил к
очень слабому увеличению прогиба. Для плит же из материалов ЭМ4, ЭМ5,
ЭМ6 учет электрических свойств материала приводил к значительному росту
значений прогиба. Так, для квадратной плиты из материала ЭМ4 увеличение
прогиба составило около 12%, а для плит из материалов ЭМ5, ЭМ6 — более
35%. При удлинении плиты в направлении оси Ox (перпендикулярно направле-
нию поляризации) увеличение становится ещё более значительным. Однако при
удлинении плиты в направлении оси Oy (в направлении поляризации) увеличе-
ние влияния пьезосвойств на значения прогиба становится менее выраженным.

В плите из материала ЭМ1 возникают наименьшее по величине моменты
электрической индукции MDx, MDy, а в плитах из материалов ЭМ4, ЭМ5, ЭМ6
концентрация этих моментов оказалась на 2 порядка выше. При этом, в плите
из материала ЭМ6 значения этих моментов превышают аналогичные значения
в плитах в плитах из материалов ЭМ4 и ЭМ5. Это связано с тем, что материал
ЭМ6 имеет несколько меньшие значения коэффициентов диэлектрической про-
ницаемости, чем материалы ЭМ4, ЭМ5. Материал ЭМ1 обладает существенно
большими значениями пьезоэлектрических модулей и коэффициентов диэлек-
трической проницаемости среди представленных материалов.

1. Берлинкур Д. Пьезоэлектрические и пьезомагнитные материалы и их применение в пре-
образователях / Д. Берлинкур, Д. Керран, Г. Жаффе // Физическая акустика / Под ред.
У. Мэзона. – М.: Мир, 1966. – Т. 1, ч. А. – С. 204–326.

2. Tiersten H.F. Linear piezoelectric plate vibrations: elements of the linear theory of piezo-
electricity and the vibrations piezoelectric plates / H.F. Tiersten. – New York: Plenum, 1969.
– 212 p.

3. Mindlin R.D. Forced thickness-shear and flexural vibrations of piezoelectric crystal plates /
R.D. Mindlin // J. Appl. Phys. – 1952. – Vol. 23. – P. 83–88.

4. Mindlin R.D. High frequency vibrations of piezoelectric crystal plates / R.D. Mindlin //
Int. J. Solids Struct. – 1972. – Vol. 8. – P. 895–906.

5. Bugdayci N. A two-dimensional theory for piezoelectric layers used in electro-mechanical trans-
ducers I: Derivation / N. Bugdayci, D.B. Bogy // Int. J. Solids Struct. – 1981. – Vol. 17. –
P. 1159–1178.

6. Krommer M. A Reissner–Mindlin-type plate theory including the direct piezoelectric and the
pyroelectric effect / M. Krommer, H. Irschik // Acta Mech. – 2000. – Vol. 141. – P. 51–69.

7. Bisegna P. Evaluation of higher-order theories of piezoelectric plates in bending and in stretch-
ing / P. Bisegna, G. Caruso // Int. J. Solids Struct. – 2001. – Vol. 38. – P. 8805–8830.

8. Love A.E.H. On the small free vibrations and deformations of elastic shells / A.E.H. Love //
Philosophical trans. of the Royal Society. – 1888. – Vol. serie A, No. 17. – P. 491–549.

9. Лехницкий С.Г. Анизотропные пластинки / С.Г. Лехницкий. – М.: Гостехиздат, 1957. –
463 с.

10. Калоеров С.А. Краевые задачи прикладной теории изгиба тонких электромагнитоупругих

45



Е.С. Глушанков, А.Б. Мироненко

плит / С.А. Калоеров // Вестн. Донец. нац. ун-та. Сер. А: Естеств. науки. – 2019. – № 1.
– С. 42–58.

11. Калоеров С.А. Задачи электроупругого, магнитоупругого и упругого изгиба тонких плит
как частные задачи электромагнитоупругого изгиба / С.А. Калоеров // Вестн. Донец.
нац. ун-та. Сер. А: Естеств. науки. – 2019. – № 3-4. – С. 58–79.

12. Тимошенко С.П. Пластинки и оболочки / С.П. Тимошенко, С. Войновский-Кригер. –
М.: Наука, 1966. – 636 c.

13. Mansfield E.H. The bending and stretching of plates / E.H. Mansfield. – Cambridge: Cambridge
Univ. Press, 1989. – 228 p.

14. Глушанков Е.С. Решение задачи об изгибе защемленной по краю эллиптической пьезо-
электрической плиты / Е.С. Глушанков // Журн. теорет. и прикладной механики. – 2020.
– № 4. – С. 5–15.

15. Гринченко В.Т. Электроупругость / В.Т. Гринченко, А.Ф. Улитко, Н.А. Шульга. – К.: На-
ук. думка. – 1989. – 280 с. (Механика связанных полей в элементах конструкций: В 5 т.,
Т. 5).

16. Калоеров С.А. Двумерные задачи электро- и магнитоупругости для многосвязных обла-
стей / С.А. Калоеров, А.И. Баева, О.И. Бороненко. – Донецк: Юго-Восток, 2007. – 268 с.

17. Liu J.X.Anisotropic thermopiezoelectric solids with an elliptic inslusion or a hole under uniform
heat flow / J.X. Liu, X.S. Zhang, X.L. Liu, J. Zheng // Acta Mech. Sinica. – 2000. – Vol. 16.
– P. 148–163.

18. Dunn M.L. Micromechanics of coupled electroelastic composites effective thermal expansion
and pyroelectric coefficients / Dunn M.L. // J. Appl. Phys. – 1993. – Vol. 73. – P. 5131–5140.

E.S. Glushankov, A.B. Mironenko
The solution of the problem of bending of simply supported rectangular piezoelectric
plate. I.

A bending problem is solved for simply supported thin rectangular piezoelectric plate loaded along
the upper base. The cases are considered whether different side surfaces of plate are electoded or
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
СВЯЗАННЫХ ЭЛЕКТРОУПРУГИХ СДВИГОВЫХ ВОЛН
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОЙ
ПЬЕЗОКЕРАМИКИ

Представлен аналитический векторно-матричный алгоритм получения решений системы урав-
нений стационарной волновой динамики для полубесконечной функционально-градиентной
пьезокерамической среды класса 6mm с горизонтальной осью электрической поляризации,
описывающей распространение локализованных связанных сдвиговых электроупругих волн
SH-типа вдоль перпендикулярного оси поляризации горизонтального направления в гранич-
ной плоскости. Приповерхностная непрерывная неоднородность физико-механических пара-
метров рассматриваемой среды описывается экспоненциальными функциями. Искомые реше-
ния получены в форме сходящихся по норме векторных экспоненциальных рядов и могут
быть использованы для анализа закономерностей распространения электромеханических по-
верхностных волн Гуляева-Блюстейна в среде рассматриваемого типа.
Ключевые слова: функционально-градиентное пьезокерамическое полупространство, экс-
поненциальная физико-механическая неоднородность, сдвиговые электроупругие волны, ин-
тегрирование волновых уравнений, аналитический итерационный алгоритм, векторные экс-
поненциальные ряды.

Введение и цель исследования. Локализованные сдвиговые волны Гуля-
ева-Блюстейна [1–7] являются одним из важнейших типов связанных электро-
упругих поверхностных волн, получивших самое широкое применение в аку-
стоэлектронике [8–10]. При этом для волн данного типа в полубесконечных
пьезокерамических телах основные характеристики процессов распространения,
востребованные в предпроектном моделировании, с высокой степенью полноты
исследованы для случая однородных линейно-поляризованных пьезокерамиче-
ских материалов. Однако исходя из возможностей создания новых модифика-
ций неоднородных пьезокерамических сред для специальных практических при-
менений [11–19], в том числе функционально-градиентных пьезокерамических
волноводов данного типа на основе применения аддитивных технологий, соот-
ветствующие варианты проблемы распространения локализованных сдвиговых
электроупругих волн SH-типа являются в высокой мере актуальными откры-
тыми по многим аспектам задачами волновой динамики пьезоактивных сред,
представляющими интерес для поиска новых конструктивных решений в разра-
ботках акустоэлектронных радиокомпонентов. В особой мере данное заключение
касается разработки высокоточных численно-аналитических методов получения
и исследования дисперсионных соотношений для подобных волноводных струк-
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тур.
В этом контексте, целью представляемого в данной статье исследования яв-

ляется разработка аналитического итерационного алгоритма интегрирования
системы уравнений распространения связанных электроупругих сдвиговых волн
в полупространстве функционально-градиентной пьезокерамики с экспоненци-
альными законами поперечной физико-механической неоднородности.

1. Основные соотношения рассматриваемой модели. Рассматривается
занимающая область x1 ≤ χ < 0 в координатном пространстве Ox1x2x3 полубес-
конечная непрерывно-неоднородная гексагональная пьезокерамическая упругая
среда класса 6mm с осью поляризации Ox3, имеющая переменные вдоль оси Ox1
физико-механические свойства.

Система уравнений стационарного динамического деформирования, описы-
вающая распространение локализованных связанных сдвиговых электроупру-
гих волн Гуляева-Блюстейна вдоль координатного направления Ox2 в рассмат-
риваемом полупространстве из неоднородного пьезоэлектрического материала
с физико-механическим характеристиками вида

cij = cij0 + βc exp(λx1), eij = eij0 + βe exp(λx1), (1)

εij = εij0 + βε exp(λx1), ρ = ρ0 + βρ exp(λx1),

в рамках модели квазистатического приближения для характеристик электри-
ческого поля включает соотношения

∂1σ13 + ∂2σ23 − ρü3 = 0, ∂1D1 + ∂2D2 = 0, ∂j = ∂/∂xj (j = 1, 2); (2)

σ13 = c44∂1u3 + e15∂1ϕ, σ23 = c44∂2u3 + e15∂2ϕ, (3)

D1 = −ε11∂1ϕ+ e15∂1u3, D2 = −ε11∂2ϕ+ e15∂2u3.

В соотношениях (1)–(3) u3(x1, x2, t), ϕ(x1, x2, t) – соответственно искомые ком-
плексные функции волнового упругого смещения и потенциала квазистатиче-
ского электрического поля в SH-волне; σ13, σ23 – комплексные функции каса-
тельных механических напряжений в исследуемых волнах; D1, D2 - комплекс-
ные функции индукции квазистатического электрического поля; cij(x1), eij(x1),
εij(x1), ρ(x1) – соответственно переменные характеристики модулей упругости,
пьезоэлектрических, диэлектрических параметров и плотности функционально-
градиентного пьезокерамического материала с асимптотически достигаемыми
значениями cij0, eij0, εij0, ρ0 в глубине полупространства при x1 → −∞; λ –
положительно определенный параметр экспоненциальной неоднородности.

С учетом выражений (1), (3), система уравнений (2), после введения пред-
ставлений

u3(x1, x2, t) = u30(x1) exp(−i(ωt− kx2)),

ϕ(x1, x2, t) = ϕ0(x1) exp(−i(ωt− kx2)),
(4)
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отвечающих волнам рассматриваемого типа с циклической частотой ω и волно-
вым числом k, может быть преобразована к виду

c440u
′′
30(x1) + e150ϕ

′′
0(x1) + (ρ0ω

2 − c440k
2)u30(x1)− e150k

2ϕ(x1) =

= −(βcu
′′
30(x1) + βcλu

′
30(x1) + βeϕ

′′
0(x1) + βeλϕ

′
0(x1)+

+(βρω
2 − βck

2)u30(x1)− βek
2ϕ0(x1)) exp(λx1),

e150u
′′
30(x1)− ε110ϕ

′′
0(x1)− e150k

2u30(x1) + ε110k
2ϕ0(x1) =

= −(βeu
′′
30(x1) + βeλu

′
30(x1)− βek

2u30(x1)−
−βεϕ′′

0(x1)− βελϕ
′
0(x1) + βεk

2ϕ0(x3)) exp(λx1).

(5)

Интегрирование (5) является первичным этапом процедуры получения диспер-
сионного соотношения для локализованных электроупругих волн рассматрива-
емого типа.

2. Аналитический векторно-матричный итерационный алгоритм ин-
тегрирования уравнений стационарной волновой динамики. Для реали-
зации предлагаемого алгоритма система уравнений (5) записывается в следую-
щей матричной форме

(A
(0)
1 ∂21 +A

(0)
2 )F = exp(λx1)(A

(1)
1 ∂21 +A

(1)
2 ∂1 +A

(1)
3 )F . (6)

В выражении (6): F (x1) = (u30(x1), ϕ0(x1))
T – вектор решения; A(0)

1 , A(0)
2 и

A
(1)
1 , A(1)

2 , A(1)
3 – матричные коэффициенты вида

A
(0)
1 =

(
c440 e150
e150 −ε110

)
, A

(0)
2 =

(
ρ0ω

2 − c440k
2 −e150k2

−e150k2 ε110k
2

)
; (7)

A
(1)
1 =

( −βc −βe
−βe βε

)
, A

(1)
2 =

( −λβc −λβe
−λβe λβε

)
,

A
(1)
3 =

( −(βρω
2 − βck

2 −βek2
βek

2 −βεk2
)
.

(8)

Для интегрирования системы (6) применяется метод последовательных прибли-
жений, описываемый соотношениями

F = F 0 + F 1 + F 2 + ...+ F p + ... (9)

(A
(0)
1 ∂21 +A

(0)
2 )F 0 = 0, (10)

(A
(0)
1 ∂21 +A

(0)
2 )F1 = exp(λx1)(A

(1)
1 ∂21 +A

(1)
2 ∂1 +A

(1)
3 )F 0, (11)

(A
(0)
1 ∂21 +A

(0)
2 )F 2 = exp(λx1)(A

(1)
1 ∂21 +A

(1)
2 ∂1 +A

(1)
3 )F1, ...,
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(A
(0)
1 ∂21 +A

(0)
2 )F p = exp(λx1)(A

(1)
1 ∂21 +A

(1)
2 ∂1 +A

(1)
3 )F p−1....

Представление F 0 определяется в результате интегрирования однородной систе-
мы (9) методом Эйлера и задается суммой двух базисных векторных решений
F

(j)
0 с произвольными постоянными коэффициентами aj

F 0 = a1F
(1)
0 + a2F

(2)
0 , (12)

где
F

(j)
0 = Q(0)

j
exp(δjx1); (13)

δj (Reδj > 0) – корни биквадратного характеристического уравнения

δ4 + [ε110(ρ0ω
2 − c440k

2)− 2e2150k
2 − ε110c440]δ

2+

+[(c440k
2 − ρ0ω

2)ε110k
2 + e2150k

4] = 0,
(14)

Q(0)
j

– векторные коэффициенты вида

Q(0)
j

= (1, e150/ε110)
T . (15)

Составляющие F (j)
p (j = 1, 2; p ≥ 1) определяются как частные решения после-

довательностей неоднородных уравнений (11) в виде

F (j)
p = Q(p)

j
exp((pλ+ δj)x1), (16)

где
Q(p)

j
=M−1

0pj M1pj Q
(p−1)
j

, (17)

M0pj = (pλ+ δj)
2A

(0)
1 +A

(0)
2 , (18)

M1pj = ((p − 1)λ+ δj)
2A

(1)
1 + ((p − 1)λ+ δj)A

(1)
2 +A

(1)
3 , (19)

или
Q(p)

j
=M−1

0pj M 1pj M
−1
0,p−1,jM1,p−1,j · ... ·M−1

01jM11jQ
(0)
j
. (20)

В итоге, для двух базисных решений системы уравнений (5) получены запи-
сываемые в форме экспоненциальных рядов с явно определяемыми векторными
коэффициентами представления

F (j) =

∞∑
p=0

Q(p)
j

exp((pλ+ δj)x1) (j = 1, 2). (21)

По признаку Даламбера функциональный ряд (21) является сходящимся по нор-
ме в области x1 ≤ χ < 0 ввиду свойства

lim
p→∞

∣∣∣(∥∥∥Q(p+1)
j

∥∥∥ exp(((p + 1)λ+ δj)x1))/(
∥∥∥Q(p)

j

∥∥∥ exp((pλ+ δj)x1))
∣∣∣ =

= exp(λx1) < 1.
(22)
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Таким образом, для полубесконечной пьезоактивной функционально-гради-
ентной гексагонально-анизотропной среды получены аналитические решения
уравнений распространения сдвиговых электроупругих волн, являющиеся ос-
новой для исследования закономерностей распространения в рассматриваемых
средах локализованных волн Гуляева-Блюстейна.

Выводы. В результате представленных исследований разработан базовый
аппарат для получения и численно-аналитического исследования дисперсион-
ных соотношений, описывающих распространение поверхностных волн Гуляева-
Блюстейна в рамках модели квазистатического приближения связанного элек-
тромагнитного поля при динамическом электроупругом деформировании непре-
рывно-неоднородной гексагональной пьезокерамической упругой среды класса
6mm.

Использован вариант экспоненциального описания закона неоднородности
для физико-механических характеристик пьезокерамического материала, соглас-
но которому в глубине полупространства эти характеристики асимптотически
стремятся к постоянным значениям, а при малых значениях поперечной коорди-
наты реализуется описание локализованной приповерхностной неоднородности
свойств материала.
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D.S. Karasev, S.V. Storozhev
Integration of equations a coupled electroelastic shear waves propagation in the half-
space of functional-gradient piezoceramics.

Is presented an analytical vector-matrix algorithm for obtaining solutions to the system of equations
of stationary wave dynamics which describes the propagation of localized coupled SH-type electro-
elastic shear waves along perpendicular to polarization axes horizontal direction in the boundary
plane in a semi-infinite functionaly-gradient piezoceramics medium of class 6mm with a horizontal
axis of electric polarization. The near-surface inhomogeneity of the physical and mechanical parameters
of the considered medium is described by exponential functions. The desired solutions in the form
of vector exponential series converging in the norm and can be used to analyze the patterns of
propagation of Gulyaev-Bluestein electromechanical surface waves in a medium of the type under
consideration are obtained.

Keywords: functionally-graded piezoceramic half-space, exponential physical and mechanical in-
homogeneity, shear electroelastic waves, integration of wave equations, analytical iterative algorithm,
vector exponential series.

ГОУ ВПО “Донецкий национальный университет”, Донецк
ГОУ ВПО “Донбасская национальная академия строительства
и архитектуры”, Макеевка

Donetsk National University, Donetsk
Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture,
Makeevka

s.v.storozhev@donnasa.ru

Получено 03.12.2022

52



ISSN 0136-4545 Журнал теоретической и прикладной механики. №4 (81) / 2022.

УДК 539.3
doi:10.24412/0136-4545-2022-4-53-62
EDN:SKFHUL

c©2022. Н.С. Бондаренко, А.С. Гольцев

КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ
ПРИ ТЕРМОУПРУГОМ ИЗГИБЕ ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН
С ТЕПЛОПРОНИЦАЕМЫМ РАЗРЕЗОМ В СЛУЧАЕ
СИММЕТРИЧНОГО ТЕПЛООБМЕНА

В рамках обобщённой теории {1,0}-аппроксимации построены аналитические выражения для
максимальных по модулю значений коэффициентов интенсивности напряжений в изотропной
пластине с теплопроницаемым разрезом. Численные исследования выявили влияние величи-
ны симметричного теплообмена и теплофизических свойств разреза на коэффициенты интен-
сивности температурных напряжений для поперечного и продольного сдвига при действии
градиента температурного момента.
Ключевые слова: {1,0}-аппроксимация, полиномы Лежандра, изотропная пластина, теп-
лопроницаемый разрез, коэффициент интенсивности напряжений.

Введение. Тонкостенные элементы конструкций широко используются в
различных отраслях современной техники и промышленности – в авиационной,
ракетно-космической, автомобильной и др. В процессе эксплуатации таких эле-
ментов конструкций в них могут появляться повреждения в виде трещин и дру-
гие трещиноподобные дефекты. Расчёты элементов с трещинами целесообразно
проводить с использованием линейной механики разрушения, в рамках которой
определяются коэффициенты интенсивности напряжений (КИН). Об актуаль-
ности решения задач механики разрушения свидетельствует ряд публикаций
последних лет [1, 2].

Тонкостенные элементы конструкций с целью улучшения их прочностных и
жесткостных характеристик часто изготавливаются из новых композиционных
материалов, что обуславливает необходимость учёта явлений, связанных с попе-
речными сдвигами и обжатием. В связи с этим построение обобщённых теорий
пластин является весьма актуальным [3, 4].

Необходимость учёта температурных полей вносит дополнительные трудно-
сти в расчёт КИН. В ряде современных публикаций [5–8] рассмотрены различ-
ные аспекты решений задач термоупругости и теплопроводности.

Целью работы является выявление влияния теплообмена с внешней средой
на лицевых поверхностях пластины (при его симметричном характере) и пара-
метра теплопроницаемости разреза на КИН в изотропной пластине с трещиной,
подверженной воздействию градиента температурного момента. Настоящая ста-
тья продолжает исследования, начатые в публикации [9], в которой аналогич-
ные исследования проводились для изотропной пластины с теплоизолирован-
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ным разрезом.
1. Постановка задачи. Рассмотрим изотропную пластину толщины 2h с

теплопроницаемым разрезом L в безразмерной системе координат Ox1x2x3 с
нормирующим параметром в виде полутолщины пластины h. На лицевых по-
верхностях пластины осуществляется конвективный теплообмен по закону Нью-
тона с окружающей средой нулевой температуры. Предполагаем, что теплооб-
мен имеет симметричный характер: Bi+ = Bi− = Bi, где Bi± – параметры
теплообмена на лицевых поверхностях (критерии Био).

Исследование термоупругого состояния пластины с разрезом будем осуществ-
лять на базе обобщённой теории пластин в варианте {1,0}-аппроксимации. В
рамках данного приближения компоненты термоупругого состояния представ-
ляются в виде рядов Фурье по полиномам Лежандра Pk от толщинной коорди-
наты x3 таким образом [10, 11]:

• температура

T (x1, x2, x3) = T0(x1, x2)P0(x3) + T1(x1, x2)P1(x3),

где T0(x1, x2) – средняя температура; T1(x1, x2) – температурный момент;

• компоненты вектора перемещений

u1(x1, x2, x3) = u(x1, x2)P0(x3) + γ1(x1, x2)P1(x3);

u2(x1, x2, x3) = v(x1, x2)P0(x3) + γ2(x1, x2)P1(x3);

u3(x1, x2, x3) = w0(x1, x2)P0(x3),

где u(x1, x2), v(x1, x2), w0(x1, x2), γk(x1, x2) – обобщённые перемещения,
из которых u(x1, x2), v(x1, x2) являются аналогами перемещений точек
срединной поверхности, w0(x1, x2) – аналог прогиба пластины, γ1(x1, x2),
γ2(x1, x2) – аналоги углов поворота нормали;

• компоненты тензора напряжений

σkk(x1, x2, x3) =
1

2
Nk(x1, x2)P0(x3) +

3

2
Mk(x1, x2)P1(x3) (k = 1, 2);

σ12(x1, x2, x3) =
1

2
S(x1, x2)P0(x3) +

3

2
H(x1, x2)P1(x3);

σk3(x1, x2, x3) =
1

2
Qk0(x1, x2)(P0(x3)− P2(x3)) (k = 1, 2);

σ33(x1, x2, x3) = 0,

где Nk(x1, x2), S(x1, x2), Mk(x1, x2), H(x1, x2), Qk0(x1, x2) – обобщённые
внутренние силовые факторы, из которых N1(x1, x2), N2(x1, x2), S(x1, x2)
являются аналогами мембранных усилий, M1(x1, x2), M2(x1, x2) – аналоги
изгибающих моментов, H(x1, x2) – аналог крутящего момента, Q10(x1, x2),
Q20(x1, x2) – аналоги перерезывающих сил.
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Мембранные усилия и перерезывающие силы определены с точностью до
множителя Eh (E – модуль Юнга), а моменты – с точностью до Eh2.

Уравнения обобщённой теории пластин в варианте {1,0}-аппроксимации вклю-
чают в себя [10, 11]:

• первое приближение трёхмерного уравнения теплопроводности, записан-
ное для случая симметричного теплообмена с внешней средой:

ΔTk − ρ2kTk = 0 (k = 0, 1), (1)

где

ρ20 =
3Bi

Bi+ 3
; ρ21 =

15(Bi + 1)

Bi+ 6
; Δ =

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
;

• уравнения Дюамеля–Неймана в перемещениях

N1 = B0

{
∂u

∂x1
+ ν

∂v

∂x2
− α(1 + ν)T0

}
;

N2 = B0

{
∂v

∂x2
+ ν

∂u

∂x1
− α(1 + ν)T0

}
;

S =
1− ν

2
B0

(
∂u

∂x2
+

∂v

∂x1

)
; M1 = D0

{
∂γ1
∂x1

+ ν
∂γ2
∂x2

− α(1 + ν)T1

}
;

M2 = D0

{
∂γ2
∂x2

+ ν
∂γ1
∂x1

− α(1 + ν)T1

}
; H =

1− ν

2
D0

(
∂γ1
∂x2

+
∂γ2
∂x1

)
;

Qi0 = Λ0

(
γi +

∂w0

∂xi

)
(i = 1, 2),

(2)

где ν – коэффициент Пуассона; α – температурный коэффициент линейного
расширения;

B0 = 3D0 =
2

1− ν2
; Λ0 =

5

6(1 + ν)
;

• уравнения равновесия

∂N1

∂x1
+
∂S

∂x2
= 0;

∂S

∂x1
+
∂N2

∂x2
= 0;

∂M1

∂x1
+
∂H

∂x2
−Q10 = 0;

∂H

∂x1
+
∂M2

∂x2
−Q20 = 0;

∂Q10

∂x1
+
∂Q20

∂x2
= 0. (3)

Компоненты термоупругого состояния в пластине с разрезом G∗ представим
в виде суммы:

G∗ = Gо +G,
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где Gо – компоненты термоупругого состояния в сплошной пластине (основного
термоупругого состояния), которое считаем известным; G – компоненты возму-
щённого термоупругого состояния, обусловленные наличием теплопроницаемого
разреза.

Граничнные условия на линии разреза L с нормалью �n = (n1, n2) формули-
руются для задачи теплопроводности (1) с учётом теплопроницаемости разреза
[12], а для задачи термоупругости (2), (3) – соответствующие случаю свободных
берегов разреза и отсутствия контакта между ними [13]. Помимо этого, для зада-
чи (2), (3) предполагается, что компоненты основного термоупругого состояния
Gо на линии разреза равны нулю. Таким образом, с учётом вышесказанного,
граничные условия имеют вид:

• для компонент температуры [12]:

∂Tk
∂n

∣∣∣∣
L

− βn[Tk] = −∂T
о
k

∂n

∣∣∣∣
L

(k = 0, 1), (4)

где [G] – скачок функции G при переходе через линию разреза L;

βn =
λ∗

δ∗
; λ∗ =

λc
λ
; δ∗ =

δ

l
;

λ∗ – относительная теплопроводность промежуточного слоя; λc – тепло-
проводность материала промежуточного слоя, расположенного между бе-
регами трещины; λ – теплопроводность материала пластины; δ∗ – отно-
сительное раскрытие разреза; l – половина длины разреза; δ – раскрытие
трещины;

• для коэффициентов разложений компонент тензора напряжений [13]:

Nn

∣∣
L
= 0; Snt

∣∣
L
= 0;

Mn

∣∣
L
= 0; Hnt

∣∣
L
= 0; Qn

∣∣
L
= 0, (5)

где Nn, Snt, Mn, Hnt, Qn – обобщённые усилия и моменты на элементе
длины разреза с нормалью �n и касательной �t:

Nn = n21N1 + 2n1n2S + n22N2; Snt = n1n2(N1 −N2) + (n22 − n21)S;

Mn = n21M1 + 2n1n2H + n22M2; Hnt = n1n2(M1 −M2) + (n22 − n21)H;

Qn0 = n1Q10 + n2Q20.

Первые два граничных условия (5) задаются для компонент безмоментного
термоупругого состояния, а последние три – для компонент состояния термо-
упругого изгиба пластины.
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Будем рассматривать только такие пластины, в которых разрез L удалён от
линии внешней границы на расстояние, значительно превышающее длину раз-
реза. В этом случае компоненты возмущённого термоупругого состояния G пре-
небрежимо малы у линии внешнего граничного контура и определяются лишь
условиями (4), (5), заданными на линии разреза.

2. Методика решения задачи. В статье [14] было построено решение при-
ближения порядка N трёхмерного уравнения теплопроводности для изотропной
пластины с теплопроницаемым разрезом для случая произвольного теплообме-
на. Полагая в полученных в [14] соотношениях

N = 1; Bi+ = Bi− = Bi,

получим решение задачи теплопроводности (1), (4).
Рассмотрим прямолинейный теплопроницаемый разрез длины 2l, располо-

женный вдоль оси абсцисс симметрично относительно начала координат:

L =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : |x1| ≤ l, x2 = 0
}
. (6)

Применим к соотношениям термоупругости (2), (3), (5) двумерное инте-
гральное преобразование Фурье, учитывающее разрывный характер искомых
функций на линии разреза L. Используя методику обращения, основанную на
применении специальной G-функции [13], запишем интегральные представления
компонент возмущённого термоупругого состояния для разреза (6) (s – коорди-
ната точки на линии разреза):

P q
j (x1, x2) = − l

2π

κ∑
k=1

1∫
−1

Kq
jk(x1 − ls, x2)ψ

q
k(s)ds, (7)

где P q
j – обобщённые внутренние силовые факторы:

P 0
1 = N1; P

0
2 = N2; P

0
3 = S; P 1

1 =M1; P
1
2 =M2; P

1
3 = H; P 1

k = Qk−3,0;

κ =

⎧⎪⎨⎪⎩
4 для P 0

1 –P
0
3 ;

5 для P 1
4 , P 1

5 ;
7 для P 1

1 –P
1
3 ;

ψq
k = ψq

k(s) – искомые функции:

ψ0
1 =

d[u]

ds
; ψ0

2 =
d[v]

ds
; ψ1

1 =
d[γ1]

ds
; ψ1

2 =
d[γ2]

ds
; ψ1

3 =
d[w0]

ds
;

ψ1
4 = [γ1]; ψ1

5 = [γ2]; ψ0
3 = ψ1

6 = [T0]; ψ0
4 = ψ1

7 = [T1].
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Ядра в формулах (7) представляют собой линейные комбинации специаль-
ных G-функций, например:

K0
14(x1 − ls, x2) =

αr

4

{
3 sinϕg010(r)− sin 3ϕg021(r)

}
,

где r, ϕ – координаты точки в полярной системе координат:

r =
√

(x1 − ls)2 + x22; cosϕ =
x1 − ls

r
; sinϕ =

x2
r
;

g0jk(r) = C0Gj,k (ρ0r) + C1Gj,k (ρ1r) ;

C0, C1 – коэффициенты, зависящие от критерия Био; Gn,ν(z) – специальная
G–функция, выражающаяся через функцию Макдональда Kν(z) [15].

В результате подстановки интегральных представлений (7) в граничные усло-
вия (5) задача термоупругости сведена к двум системам сингулярных интеграль-
ных уравнений (СИУ), описывающих при |ζ| � 1

• безмоментное термоупругое состояние:

1

π

1∫
−1

ψ0
j (s)

s− ζ
ds = F 0

j (ζ) (j = 1, 2); (8)

• состояние термоупругого изгиба:

1

2π

1∫
−1

ψ1
j (s)

s− ζ
ds +

1

2π

3∑
k=1

1∫
−1

E1
jk(ζ − s)ψ1

k(s)ds = F 1
j (ζ) (j = 1, 3), (9)

где разностные ядра зависят от специальной G-функции и её первообразной
IGn,ν(z) , например:

E1
11(ζ − s) = −1,5Λ0l

2(ζ − s)G2,0

(√
2,5l|ζ − s|

)
+

+0,3Λ0sign (ζ − s)
{
IG2,2

(√
2,5l|ζ − s|

)
− IG0,0

(√
2,5l|ζ − s|

)}
.

Правые части систем СИУ (8), (9) содержат интегралы от скачков компо-
нент температуры [Tk] с разностными ядрами, представляющими собой линей-
ные комбинации специальных G-функций.

В результате решения систем СИУ (8), (9) находятся все искомые функции
ψq
k, за исключением функций ψ0

3 , ψ
0
4 , ψ

1
6 , ψ

1
7 , являющихся решением задачи теп-

лопроводности (1), (4). После определения искомых функций ψq
k значения ком-

понент возмущённого термоупругого состояния в любой точке пластины могут
быть найдены с использованием интегральных представлений (7).
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Максимальные по модулю значения КИН для поперечного и продольного
сдвига найдены путём сравнения коэффициентов при особенности r−1/2 в нену-
левых компонентах тензора напряжений с известными асимптотическими пред-
ставлениями напряжений [16]. На основании свойств полиномов Лежандра опре-
делено, что КИН KII достигает максимального по модулю значения на одной из
лицевых поверхностей пластины (x3 = ±1), а KIII – в срединной плоскости пла-
стины (x3 = 0), причём:

Kmax
II = 0,25

√
πlhE lim

s→1

⎧⎨⎩
1∑

q=0

|ψq
1(s)|

√
1− s2

⎫⎬⎭;

Kmax
III = 0,375

√
πlhEΛ0 lim

s→1

{∣∣ψ1
3(s)
∣∣√1− s2

}
. (10)

3. Анализ результатов численных исследований. Численные исследо-
вания посвящены оценке влияния величины теплообмена Bi при его симмет-
ричном характере (Bi+ = Bi− = Bi) и теплофизических свойств теплопро-
ницаемого разреза βn на КИН температурных напряжений для поперечного и
продольного сдвига (10). Расчёты проведены для разреза средней длины (l = 3)
при значении коэффициента Пуассона ν = 0,3. Предполагалось, что основное
температурное поле в пластине изменяется по линейному закону. Тогда внут-
ренние силовые факторы основного термоупругого состояния не возникают [17].
Поэтому оценивалась только составляющая КИН, обусловленная возмущённым
температурным полем, вызванным наличием разреза.

На линии разреза (|x1| ≤ l) предполагалось наличие лишь градиента темпе-
ратурного момента:

∂T о
0

∂x2

∣∣∣∣
x2=0

= 0;
∂T о

1

∂x2

∣∣∣∣
x2=0

= q1 = const �= 0.

Результаты численных исследований представлены на рисунке 1 и рисун-
ке 2 в виде графиков зависимостей максимальных относительных значений КИН
от уровня теплообмена, представленного в логарифмической шкале (lgBi), при
различных значениях параметра теплопроницаемости разреза βn.

На рисунке 1 представлены графики максимальных относительных значений
КИН для поперечного сдвига Kmax

II , а на рисунке 2 – для продольного сдвига
Kmax

III . Значения КИН даны с точностью до величины K∗ = αq1E
√
lh/4, которая

соответствует значению КИН в пластине без теплообмена при действии одно-
родного потока тепла интенсивности q1 перпендикулярно линии разреза [16].
Кривые 1 – 5 на рисунке 1 и рисунке 2 отвечают следующим значениям па-
раметра теплопроницаемости разреза βn: 0 (теплоизолированный разрез); 0,01;
0,1; 1; 10 соответственно.

Из графиков на рисунке 1, 2 следует, что с увеличением теплообмена мак-
симальные относительные значения КИН как поперечного, так и продольного
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Рис. 1. КИН для поперечного сдвига

Рис. 2. КИН для продольного сдвига

сдвига уменьшаются. Такой характер зависимости этих КИН подобен их поведе-
нию в случае теплоизолированного разреза при комплексной нагрузке, т. е. при
наличии градиента средней температуры и температурного момента на линии
разреза [18].
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Из графиков следует также, что с увеличением параметра теплопроницае-
мости разреза βn происходит уменьшение максимальных относительных значе-
ний КИН. Такой характер зависимости вполне объясним и соответствует общим
представлениям механики разрушения. Поскольку параметр теплопроницаемо-
сти разреза βn обратно пропорционален раскрытию разреза δ, то увеличение
βn соответствует уменьшению раскрытия моделируемой трещины и в преде-
ле приведёт к её отсутствию. Соответственно, температурные КИН при этом
уменьшаются.

Необходимо также отметить, что температурные КИН продольного сдвига на
порядок меньше температурных КИН поперечного сдвига. Поэтому основным
параметром с позиции механики разрушения будет КИН поперечного сдвига
Kmax

II .
Выводы. При обосновании надёжности работы тонкостенных элементов

конструкций при температурных нагрузках, приводящих к изгибу, определяю-
щим является КИН для поперечного сдвига. При этом достаточно использовать
модель теплоизолированного разреза, поскольку учёт теплофизических свойств
трещин не приводит к увеличению температурных КИН.
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АНАЛИЗ НЕКОНТРАСТНОЙ МОДЕЛИ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО
ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА

Представлены разработка и отдельные результаты применения нечетко-множественного чис-
ленно-аналитического алгоритма учета факторов параметрической неопределенности в зада-
нии значений исходных физико-механических и геометрических характеристик для модели
двумерного осесимметричного напряженно-деформированного состояния протяженного поло-
го толстостенного изотропного цилиндра при отсутствии силовых воздействий и подержа-
нии разности температур на его внешней и внутренней граничных поверхностях. Излагае-
мый подход базируется на использовании аналитических соотношений, описывающих решение
рассматриваемой задачи в детерминистической версии без учета параметрической неопреде-
ленности, и переходе в этих соотношениях к нечетко-множественным аргументам с примене-
нием модифицированного альфа-уровневого варианта эвристического принципа расширения.
Рассматриваются и анализируются результаты отдельных вычислительных экспериментов по
применению разработанного алгоритма.
Ключевые слова: протяженный полый цилиндр, линейно-упругий изотропный материал,
двумерное осесимметричное деформирование, термомеханическое напряженное состояние,
теоретический численно-аналитический алгоритм, учет неконтрастности параметров, ме-
тод нечетких множеств, эвристический принцип обобщения.

Введение и цель исследования. Разработка и апробация новых усовер-
шенствованных алгоритмизированных методов численно-аналитического иссле-
дования моделей термоупругого деформирования материалов, конструкций и
сооружений представляет собой одну из современных актуальных задач в обла-
сти фундаментальных исследований по проблемам механико-математического
моделирования с широким кругом важных приложений в современных высоко-
технологичных научно-промышленных отраслях – высокопотенциальной энер-
гетике, электронике, аэрокосмической индустрии [1–5]. Применительно ко мно-
гим сферам приложений важными для анализа являются модели термонапря-
женного состояния цилиндрических тел [1, 6–8]. При этом, степень эффектив-
ности практического применения создаваемых методов в проектных расчетах
параметров конструкций, сооружений и технологических процессов, в самой вы-
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сокой мере обусловлена возможностями учета этими методами факторов суще-
ственной параметрической неопределенности в рассматриваемых моделях тер-
моупругости, в том числе данных о разбросах экспериментальных замеров и тех-
нологических допусках для значений неконтрастных исходных физико-механи-
ческих и геометрических параметров моделирования. С учетом необходимости
использования в соответствующих расчетных алгоритмах нечеткой информа-
ции, не имеющей во многих случаях строгой статистической природы, включая
данные, получаемые на основе субъективных экспертных оценок, одним из воз-
можных подходов к учету параметрической неопределенности в моделях тер-
моупругого деформирования, наряду с методами вероятностно-стохастического
анализа, является применение методов теории нечетких множеств [1, 9–14].

В этом контексте, целью представляемого в данной работе исследования яв-
ляется разработка и апробация специализированного численно-аналитического
алгоритма нечетко-множественного расчетного анализа модели осесимметрич-
ного статического термонапряженного состояния протяженного полого цилин-
дра. Концептуальная схема реализуемого подхода включает фаззификацию не-
контрастной информации об имеющих разбросы значений исходных параметрах
[1, 9, 10] с введением их описаний в виде нормальных нечетких чисел треугольно-
го или гауссова типа, либо в виде нормальных трапецеидальных нечетких интер-
валов [1, 9], а также последующий переход к нечетко-множественным аргумен-
там в расчетных соотношениях детерминистического варианта соответствующей
модели температурного деформирования [5]. Получение нечетко-множественных
расчетных соотношений для анализируемых характеристик деформационных
процессов осуществляется путем поэтапного фрагментированного использова-
ния аппарата арифметики нечетких чисел [1, 9, 10] и модифицированной альфа-
уровневой версии эвристического принципа расширения [1, 9–14].

1. Соотношения детерминистической версии рассматриваемой мо-
дели. Вариант постановки и решения детерминистической версии рассматрива-
емой задачи представлен, в частности, в работе [5]. Рассматриваемым объектом
является протяженный полый изотропный цилиндр, находящийся в состоянии
осесимметричной плоской температурной деформации и занимающий в цилин-
дрической координатной системе Orθz область

V = {a ≤ r ≤ b, θ ∈ [0, 2π], −∞ < z <∞}. (1)

Внутренняя и внешняя поверхности цилиндра r = a и r = b свободны от внешних
силовых воздействий

σrr(a, θ, z) = 0, σrθ(a, θ, z) = 0, σrz(a, θ, z) = 0,

σrr(b, θ, z) = 0, σrθ(b, θ, z) = 0, σrz(b, θ, z) = 0,
(2)

и на них поддерживаются заданные постоянные значения температуры ϑ(r, θ, z)

ϑ(a, θ, z) = ϑ0, ϑ(b, θ, z) = 0. (3)
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Решение задачи об осесимметричном температурном напряженном состоянии
рассматриваемого цилиндра в детерминистической постановке описывается со-
отношениями [5]

σrr(r, θ, z) = Frr(r, a, b, λ, μ, ϑ0, αϑ) =

= −mμϑ0[ln(b/r)/ ln(b/a)− (b2/r2 − 1)/(b2/a2 − 1)],

σθθ(r, θ, z) = Fθθ(r, a, b, λ, μ, ϑ0, αϑ) =

= −mμϑ0[ln(b/r)/ ln(b/a) + (b2/r2 + 1)/(b2/a2 − 1)],

σzz(r, θ, z) = Fzz(r, a, b, λ, μ, ϑ0, αϑ) =

= −mμϑ0[(2 ln(b/r)− λ/(2(λ + μ)))/ ln(b/a) + (λ/(λ+ μ))/(b2/a2 − 1)],

ϑ(r, θ, z) = Fϑ(r, a, b, ϑ0) = ϑ0(ln(b/r)/ ln(b/a)),

(4)

в которых
m = γ/(λ+ 2μ), γ = (3λ+ 2μ)αθ, (5)

λ и μ – параметры Ламе материала цилиндра, αϑ – коэффициент его линейного
температурного расширения.

2. Получение расчетных соотношений нечетко-множественного ал-
горитма учета неконтрастности параметров. В рамках реализации проце-
дуры перехода к нечетко-множественным аргументам в функциональных рас-
четных соотношениях (3)–(5), для неконтрастных исходных физико-механичес-
ких и геометрических параметров цилиндра ã, b̃, λ̃, μ̃, ϑ̃0, α̃ϑ, а также для опи-
сываемых нормальными нечеткими множествами эндогенных параметров ис-
следуемой модели σ̃rr, σ̃θθ, σ̃zz, ϑ̃, вводятся представления в виде разложений
по множествам α-уровней

ã =
⋃

α∈[0,1]
[aα, aα], b̃ =

⋃
α∈[0,1]

[bα, bα],

λ̃ =
⋃

α∈[0,1]
[λα, λα], μ̃ =

⋃
α∈[0,1]

[μ
α
, μα],

ϑ̃0 =
⋃

α∈[0,1]
[ϑ0α, ϑ0α], α̃ϑ =

⋃
α∈[0,1]

[αϑα, αϑα];

(6)

σ̃rr =
⋃

α∈[0,1]
[σrrα, σrrα], σ̃θθ =

⋃
α∈[0,1]

[σθθα, σθθα],

σ̃zz =
⋃

α∈[0,1]
[σzzα, σzzα], ϑ̃ =

⋃
α∈[0,1]

[ϑα, ϑα].
(7)

В представлениях (6) в случае описания исходных параметров ã, b̃, λ̃, μ̃, ϑ̃0, α̃ϑ

нормальными треугольными нечеткими числами с кортежами реперных значе-
ний (a1, a2, a3), (b1, b2, b3), . . . ,(αϑ1, αϑ2, αϑ3) границы интервалов α-уровней
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имеют выражения

aα = (1− α)a1 + αa2, aα = (1− α)a3 + αa2;

bα = (1− α)b1 + αb2, bα = (1− α)b3 + αb2; . . . ;

αϑα = (1− α)αϑ1 + ααϑ2, αϑα = (1− α)αϑ3 + ααϑ2;

(8)

в случае описания ã, b̃, λ̃, μ̃, ϑ̃0, α̃ϑ нормальными трапецеидальными нечеткими
интервалами с кортежами (a1, a2, a3, a4), (b1, b2, b3, b4), . . . , (αϑ1, αϑ2, αϑ3, αϑ4)
реперных значений

aα = (1− α)a1 + αa2, aα = (1− α)a4 + αa3;

bα = (1− α)b1 + αb2, bα = (1− α)b4 + αb3; . . . ;

αϑα = (1− α)αϑ1 + ααϑ2, αϑα = (1− α)αϑ4 + ααϑ3;

(9)

а в случае описания ã, b̃, λ̃, μ̃, ϑ̃0, α̃ϑ несимметричными нормальными нечетки-
ми гауссовыми числами с параметрами (m∗a, σ∗la, σ∗ra), (m∗b, σ∗lb, σ∗rb), . . . ,
(m∗ϑ, σ∗lϑ, σ∗rϑ)

aα = m∗a − σ∗la(lnα−2)1/2, aα = m∗a + σ∗ra(lnα−2)1/2;

bα = m∗b − σ∗lb(lnα−2)1/2, bα = m∗b + σ∗rb(lnα−2)1/2; . . . ;

αϑα = m∗αϑ − σ∗lαϑ(lnα−2)1/2, αϑα = m∗αϑ + σ∗rαϑ(lnα−2)1/2.

(10)

В процессе применения модифицированного принципа обобщения для полу-
чения компонентов представлений (7) реализуется исследование свойств знако-
определенности частных производных от функций Frr(r, a, b, λ, μ, αϑ, ϑ0), Fθθ(r, a,
b, λ, μ, αϑ, ϑ0), Fzz(r, a, b, λ, μ, αϑ, ϑ0), Fϑ(r, a, b, ϑ0) по переменным, отвечающим
исходным параметрам модели в их областях определения, в результате которого
получены оценки

∂Frr/∂λ < 0, ∂Frr/∂μ < 0, ∂Frr/∂αϑ < 0, ∂Frr/∂ϑ0 < 0;

∂Fθθr/∂λ < 0, ∂Fθθ/∂μ < 0, ∂Fθθ/∂αϑ < 0, ∂Fθθ/∂ϑ0 < 0;

∂Fzz/∂αϑ < 0, ∂Fzz/∂ϑ0 < 0;

∂Fϑ/∂a > 0, ∂Fϑ/∂b > 0, ∂Fϑ/∂ϑ0 > 0.

(11)

В результате параметрические расчетные соотношения для результирующих
нечетко-множественных характеристик σ̃rr, σ̃θθ, σ̃zz, ϑ̃ рассматриваемой модели
имеют вид (7), где
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σrrα(r) = inf
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

Frr(r, a, b, λα, μα, ϑ0α, αϑα),

σrrα(r) = sup
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

Frr(r, a, b, λα, μα, ϑ0α, αϑα);
(12)

σθθα(r) = inf
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

Fθθ(r, a, b, λα, μα, ϑ0α, αϑα),

σθθrα(r) = sup
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

Fθθ(r, a, b, λα, μα, ϑ0α, ααϑ);
(13)

σzzα(r) = inf
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]
λ∈[λα, λα]

μ∈[μα, μα]

Fzz(r, a, b, λ, μ, ϑ0α, αϑα),

σzzα(r) = sup
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]
λ∈[λα, λα]

μ∈[μα, μα]

Fzz(r, a, b, λ, μ, ϑ0α, αϑα);
(14)

ϑα(r) = Fϑ(r, aα, bα, ϑ0α), ϑα(r) = Fϑ(r, aα, bα, ϑ0α). (15)

Соотношения (7), (12)–(15) и определяют расчетный алгоритм описания раз-
бросов оценок для характеристик термоупругого деформирования полого ци-
линдра с заданными температурами на граничных поверхностях при учете некон-
трастности в задании исходных параметров.

3. Результаты вычислительных экспериментов. В рамках вычисли-
тельных экспериментов по применению представленной методики рассматри-
вался вариант задачи о термонапряженном состоянии трубки из алюминия при
следующем варианте задания неконтрастных нечетко-интервальных значений
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исходных параметров термомеханических и геометрических свойств:

ã = (0.97s∗, 0.99s∗, 1.01s∗, 1.02s∗),

b̃ = (1.48s∗, 1.49s∗, 1.51s∗, 1.53s∗),

λ̃ = (5.110e∗, 5.385e∗, 5.662e∗, 5.825e∗),

μ̃ = (2.444e∗, 2.548e∗, 2.678e∗, 2.704e∗),

ϑ̃0 = (290ϑ∗, 297ϑ∗, 304ϑ∗, 314ϑ∗),

α̃ϑ = (1.512τ∗, 1.584τ∗, 1.722τ∗, 1.763τ∗),

s∗ = 10−2 м, e∗ = 1010 Па, ϑ∗ = 1 С◦, τ∗ = 10−5 К◦.

(16)

При этом максимальные отклонения неопределенных величин от их значений

a = 1.0s∗, b = 1.5s∗, λ = 5.55e∗, μ = 2.6e∗,
ϑ0 = 300ϑ∗, αϑ = 1.66τ∗,

(17)

рассматриваемых как в наибольшей степени возможные, составляют для a – 3%,
для b – 3%, для λ – 8% для μ – 6%, для αϑ – 8%, для ϑ0 – 6%.

Рассчитанные на основе описанного алгоритма функции принадлежности
для нечетко-множественных характеристик σ̃rr((a+b)/2), σ̃θθ((a+b)/2), σ̃zz((a+
b)/2), ϑ̃((a+ b)/2) представлены на рисунках 1–4.

Рис. 1. Вид функции принадлежности для σ̃rr((a+ b)/2)

При задания неконтрастных значений исходных параметров нормальными
треугольными нечеткими числами

ã = (0.97s∗, 1.00s∗, 1.02s∗), b̃ = (1.48s∗, 1.50s∗, 1.53s∗),

λ̃ = (5.110e∗, 5.550e∗, 5.825e∗), μ̃ = (2.444e∗, 2.6e∗, 2.704e∗),

ϑ̃0 = (290ϑ∗, 300ϑ∗, 314ϑ∗), α̃ϑ = (1.512τ∗, 1.66τ∗, 1.763τ∗),

(18)
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функции принадлежности для σ̃rr((a+b)/2), σ̃θθ((a+b)/2), σ̃zz((a+b)/2), ϑ̃((a+
b)/2) представлены на рисунках 5–8.

Рис. 2. Вид функции принадлежности для σ̃θθ((a+ b)/2)

Рис. 3. Вид функции принадлежности для σ̃zz((a+ b)/2)

Рис. 4. Вид функции принадлежности для ϑ̃((a+ b)/2)
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Рис. 5. Вид функции принадлежности для σ̃rr((a+ b)/2)

Рис. 6. Вид функции принадлежности для σ̃θθ((a+ b)/2)

Рис. 7. Вид функции принадлежности для σ̃zz((a+ b)/2)
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Рис. 8. Вид функции принадлежности для ϑ̃((a+ b)/2)

Распределения по радиальной координате на интервале r ∈ [a, b] для иссле-
дуемых характеристик термонапряженного состояния цилиндра даны на рисун-
ках 9–16.

Рис. 9. Распределение σrr(r) для детерминистического варианта модели

Рис. 10. Радиальные зависимости для границ интервалов носителей и модальных интервалов
нечетко-множественного описания σ̃rr(r)
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Рис. 11. Распределение σθθ(r) для детерминистического варианта модели

Рис. 12. Радиальные зависимости для границ интервалов носителей и модальных интервалов
нечетко-множественного описания σ̃θθ(r)

Рис. 13. Распределение σzz(r) для детерминистического варианта модели
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Рис. 14. Радиальные зависимости для границ интервалов носителей и модальных интервалов
нечетко-множественного описания σ̃zz(r)

Рис. 15. Распределение ϑ(r) для детерминистического варианта модели

Рис. 16. Радиальные зависимости для границ интервалов носителей и модальных интервалов
нечетко-множественного описания ϑ̃(r)
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При этом рисунки 9, 11, 13 и 15 описывают формы соответствующих распре-
делений для детерминистического варианта модели с параметрами (17), а на
рисунках 10, 12, 14 и 16 представлены зависимости от радиальной координа-
ты для границ интервалов носителей μ = 0 и модальных интервалов μ = 1
в случае нечетко-множественных описания характеристик термонапряженно-
го состояния при задании исходных неконтрастных параметров с разбросами
в нечетко-интервальной форме (16).

Анализ полученных нечетко-множественных представлений для параметров
механических напряжений и температуры в равноудаленных от внутреннего
и внешнего контуров сечения цилиндра точках r∗ = (a + b)/2 при нечетко-
интервальных описаниях неконтрастных параметров (16) иллюстрирует табли-
ца 1. Нормировки для значений представляемых в этой таблице характеристик
термонапряженного состояния отвечают принятым на рисунках 1–16.

Таблица 1. Характеристики разбросов нормированных значений
неконтрастных результирующих параметров в их нечетко-множественных описаниях

Характе-
ристика

Среднее
значение
σm, ϑm

на
модаль-
ном
интервале

Результаты
дефаззи-
фикации
σD, ϑD

по методу
медиан

Величина
отклонения
σm и σD

ϑm и ϑD

(%)

Предельное
отклонение
от σm, ϑm

на модаль-
ном интер-
вале ( %)

Предельное
отклонение
левой
границы
интервала
носителя
от σm, ϑm

(%)

Предельное
отклонение
правой
границы
интервала
носителя
от σm, ϑm

(%)
σrr(r∗) -2.604 -2.651 1.77 11.94 30.45 23.23
σθθ(r∗) -6.467 -6.514 0.72 12.06 28.79 25.88
σzz(r∗) -1.716 -1.804 5.15 13.52 42.24 21.62
ϑ(r∗) 141.742 146.364 3.45 5.68 8.25 21.46

Таким образом, расчеты в представленном численном эксперименте указы-
вают, что разбросы значений неконтрастных результирующих характеристик
σrr(r∗), σθθ(r∗), σzz(r∗), ϑ(r∗) на модальных интервалах нечетких множеств
σ̃rr(r∗), σ̃θθ(r∗), σ̃zz(r∗), ϑ̃(r∗) имеют процентные уровни, сопоставимые с макси-
мальными показателями разбросов значений исходных параметров в их нечетко-
интервальных описаниях (16). На интервалах носителей нечетко-множественных
величин σ̃rr(r∗), σ̃θθ(r∗), σ̃zz(r∗), ϑ̃(r∗), граничные значения которых отвечают
предельно малым ненулевым показателям возможности того, что соответству-
ющие характеристики термонапряженного состояния будут иметь данную вели-
чину, максимальные предельные разбросы для рассматриваемой модели от 2.3
до 3.7 раз превышают уровни разбросов на модальных интервалах.

Распределения на рисунках 10, 12, 14, 16 позволяют также заключить, что
величины прогнозируемых разбросов для результирующих параметров умень-
шаются с ростом значения радиальной координаты от внутреннего к внешнему
контуру.

Выводы. Результатом изложенных в статье исследований является получе-
ние и применение в численных экспериментах нечетко-множественных аналити-
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ческих расчетных соотношений для анализа модели двумерного осесимметрич-
ного напряженно-деформированного состояния протяженного полого толсто-
стенного изотропного цилиндра с имеющими разбросы значений неконтрастны-
ми исходными физико-механическим и геометрическими параметрами при от-
сутствии силовых воздействий и подержании разности температур на его внеш-
ней и внутренней граничных поверхностях. Представляемый подход базирует-
ся на использовании аналитических соотношений, описывающих решение рас-
сматриваемой задачи в детерминистической версии без учета параметрической
неопределенности, и переходе в этих соотношениях к нечетко-множественным
аргументам с применением модифицированного альфа-уровневого варианта эв-
ристического принципа расширения, а также на описании фаззифицируемых
неконтрастных исходных параметров в виде нормальных нечетких чисел тре-
угольного или гауссова типа, либо в виде нормальных трапецеидальных нечет-
ких интервалов. Рассмотрены и проанализированы отдельные результаты вы-
числительных экспериментов по применению разработанного алгоритма и даны
оценки уровней нечеткости результирующих параметров по отношению к вели-
чинам разбросов для исходных характеристик исследуемой модели.
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ГЕОМЕХАНИЧЕСКИЕ ПОСЛЕДСТВИЯ ЗАТОПЛЕНИЯ ВЕРХНИХ
ГОРИЗОНТОВ ЛИКВИДИРУЕМЫХ ШАХТ

В настоящей статье описан механизм деформационных процессов, происходящих в горном
массиве при его намокании с применением экспериментальных и лабораторных исследований.
Установлена возможность активизации процесса сдвижения от верхних горных выработок, от-
рабатываемых камерным способом и не учитываемых при расчете по классическим методикам.
Описан принципиальный подход к моделированию геомеханических процессов, связанных с
многократной подработкой целиков и ликвидацией угледобывающих предприятий.
Ключевые слова: сдвижения земной поверхности, затопление горных выработок, камер-
ная система отработки, целики, ликвидация шахт, МКЭ модели.

Введение. Масштаб геомеханических, и как следствие, экологических по-
следствий ликвидации угольных шахт сложно прогнозировать. Помимо загряз-
нения подземных вод и сокращения количества пригодных для земледелия зе-
мель, вред наносится в результате активизации геомеханических процессов, и
как следствие, длительного процесса сдвижения, несущего опасность для зда-
ний, сооружений и коммуникаций. Характер деформаций горного массива при
активизации геомеханических процессов в результате затопления напрямую свя-
зан с особенностями разрушения горного массива при подработке.

Процесс сдвижения горных пород при подработке изучается уже долгие го-
ды. Существующие исследования детально описывают основные процессы, про-
исходящие в массиве горных пород в процессе добычи угля лавами, при этом
абсолютно не учитывая их влияние на устойчивость выработок (камер) в припо-
верхностной зоне. При затоплении же горных выработок анализ базовых зависи-
мостей сдвижения, даже от лав, проводился существенно меньшим количеством
ученых, а полученные по существующим методикам расчета результаты могут
отличаться в несколько раз.

Стоит отметить, что большинство существующих исследований влияния за-
топления горных выработок на характер сдвижения проводилось для средних
глубин 300-500 метров, где расположен основной объем горных работ. Между
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тем, снижение количества рабочих водоотливов и переход на мощные водоотли-
вы для ряда гидравлически связанных шахт сделал актуальным вопрос уточ-
нения прогноза затопления очистных выработок верхних горизонтов шахт, а
также определения особенностей процесса сдвижения земной поверхности при
затоплении очистных горных выработок с глубинами менее 100 метров и влия-
ния этих выработок на объекты поверхности.

Высокая плотность застройки в сложных горно-геологических условиях Дон-
басса приводит к повсеместному разрушительному влиянию на здания и соору-
жения различных факторов, таких как мезорельеф, просадочные грунты и др.
В таких условиях существенное влияние на устойчивость объектов поверхности
оказывает насыщение горных пород под ними водой в результате затопления
угледобывающих предприятий. По данным исследований [1], насыщение аргил-
литов и алевролитов водой приводит к резкой потере их прочности на одноосное
сжатие. Для сланцев этот показатель может снижаться в 2-2,5 раза, для углей
– до 3-х раз. При этом, с ростом степени метаморфизма снижение прочностных
свойств углей при затоплении происходит менее интенсивно. Стоит отметить,
что песчаники, глинистые и песчаные сланцы составляют от 90 до 96 % гор-
ного массива в условиях Донбасса. Характер распределения горных пород в
различных районах Донбасса представлен на рисунке 1. Данные по маркам уг-
лей, содержащимся в различных районах Донбасса, приведены на рисунке 2.

Рис. 1. Процентный состав основных типов горных пород в различных районах Донбасса

Стоит отметить, что существующие методики прогноза деформаций земной
поверхности при затоплении горных выработок, приведенные в [1–2], обладают
рядом существенных ограничений и практически не связаны с гидрогеологиче-
скими параметрами процесса затопления.

Более того, существующие подходы полностью или частично игнорируют
влияние на сдвижение таких факторов, как многократная подработка и воз-
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действие на поверхность старых очистных горных выработок, отрабатываемых
камерным способом (рис. 3).

Рис. 2. Распределение марок угля в различных районах Донбасса

Между тем, в процессе добычи угля некоторые шахты Донбасса отрабаты-
вали более 25 пластов (например, шахта им. Ю.А. Гагарина, «Кочегарка», ряд
других угледобывающих предприятий Центрального района Донбасса). У цело-
го ряда шахт Донбасса на малых глубинах присутствуют выработки отработан-
ные в начале и середине ХХ века камерным способом.

Многократная подработка сопровождается постоянными воздействиями на
массив деформаций сжатия и растяжения, что ведет к разрушению горных по-
род, в том числе и целиков. Для определения степени воздействия деформа-
ций горного массива на разрушения межкамерных целиков была разработана
конечно-элементная модель.

Создание конечно-элементной модели производилось в программном ком-
плексе ANSYS.

Рассматриваемая модель имеет плоскости симметрии – вдоль лавы (учиты-
вая, что длина столба превышает глубину работ), и по средней оси лавы (допус-
кая, что лава одиночная в пределах каждого пласта, следовательно, жесткость
заделки одинакова и нагрузки симметричны).

Стоит отметить, что горный массив является анизотропной средой и приме-
нение для его описания моделей изотропных геоматериалов не позволяет объек-
тивно оценивать характер протекания процессов в нем, так как физико-механические
свойства горного массива в различных направлениях могут отличаться в несколь-
ко раз. Поэтому при описании горных пород предпочтительней использовать
модели ортотропных геоматериалов. У материалов этого класса анизотропии
через каждую точку проходит три взаимно перпендикулярные плоскости упру-
гой симметрии. Согласно исследованиям [3], уравнение обобщенного закона Гука
для ортотропной среды можно представить в следующем виде:
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Рис. 3. Расположение старых горных выработок верхних горизонтов шахты им. Ю.А. Гагарина

⎧⎪⎨⎪⎩
σx = E1 · Rx4

Rx5
· εx + E1 · Rx2

Rx5
· εy + E1 · Rx6

Rx5
· εz; τyz = G23 · γyz;

σy = E2 · Ry1

Ry2
· εx + E2 · Ry3

Ry2
· εy + E2 · Ry4

Ry2
· εz; τxz = G13 · γxz;

σz = E3 · Rz1
Rz2

· εx + E3 · Rz3
Rz2

· εy + E3 · Rz4
Rz2

· εz; τxz = G12 · γxy;
где E1, E2, E3 – модули упругости для растяжения-сжатия вдоль главных на-
правлений упругости X,Y,Z соответственно; G23, G13, G12 – модули сдвига для
главных плоскостей Y OZ,XOZ,XOY .

Для описания модели использовался ряд следующих параметров: модуль
Юнга (E), коэффициент Пуассона; модуль сдвига, плотность, коэффициент сцеп-
ления, коэффициент сцепления.

Граничные условия подразумевали, согласно принципу суперпозиций сил,
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закрепление по осям крайних площадок модели в направлении простирания пла-
стов.

Моделировалась последовательная подработка земной поверхности и горно-
го массива камерами на глубине 100 метров и далее лавами на глубинах 200 и
300 метров.

Распределение вызванных подработкой деформаций в модели горного мас-
сива можно видеть на рисунках 4, 5.

Рис. 4. Распределение оседаний от одиночной горной выработки

Рис. 5. Распределение горизонтальных сдвижений от одиночной горной выработки

Указанные схемы распределения деформаций горного массива соответству-
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ют классическим представлениям о деформациях, приведенным в работах [4–5].
При повторной подработке деформации в модели распределяются согласно

рисунку 6.

Рис. 6. Распределение оседаний при повторной подработке горной выработкой межкамерных
целиков

Данный подход последовательного моделирования сдвижений горного мас-
сива и земной поверхности при их многократной подработке позволяет опреде-
лять момент предельного деформирования целика. Стоит отметить, что в за-
висимости от глубины расположения очистной горной выработки, предельные
показатели деформаций, согласно моделированию (2 мм/м и более), могут быть
достигнуты уже после отработки второго или третьего пласта, о чем свидетель-
ствует резкий всплеск величины сдвижения после моделирования последова-
тельной отработки второй лавы на глубине 300 метров (рис. 7).

Опасность данного явления лежит в непрогнозируемом процессе сдвижения,
который может проявиться как в процессе отработки выемочных мощностей
шахты, так и при затоплении горных выработок.

Подобные процессы неоднократно фиксировались над старыми очистными
выработками (камерами), сопряжёнными с протяжёнными выработками. На-
пример, локальное оседание в виде стакана размером 3 × 5 м и глубиной 1,5 м
было зафиксировано, согласно [6], на шахте № 173 ПО «Краснодонуголь» над
сопряжением старой лавы и западной сбойки. Ввиду резкой перемены знака
деформаций такие мульды, представляют существенную опасность для поверх-
ностных сооружений, попадающих в зону их влияния. Например, при зафик-
сированном минимальном оседании в 280 мм (наблюдательная станция № 172

82



Геомеханические последствия затопления верхних горизонтов ликвидируемых шахт

Рис. 7. Прирост горизонтальных сдвижений при повторной подработке горной выработкой
межкамерных целиков

шахты № 6 Капитальная ПО «Донецкуголь») измеренные максимальные дефор-
мации в мульде составили 4,0 мм/м [6].

Согласно нормативному документу [4], каждая последующая отработка очист-
ной горной выработки приводит к активизации сдвижений земной поверхности
от ранее отработанной лавы. Таким образом, величина оседаний в месте распо-
ложения межкамерных целиков может составлять при многократной подработ-
ке от нескольких метров до нескольких десятков метров и будет определяться
такими параметрами, как количество отработанных пластов, их мощность, угол
падения и глубина расположения горных выработок. Пример изменения вели-
чины оседаний при различных глубинах отработки одиночной лавы показан на
рисунке 8.

Стоит отметить, что непосредственное влияние на характер деформаций ока-
зывает не столько глубина расположения горной выработки, сколько отношение
технических параметров лавы к глубине, характеризующее степень подработан-
ности горного массива. Зависимость влияния отношения размеров лавы (D1) к
глубине (Н) на размеры оседаний приведена на рисунке 9.

При таких величинах оседаний величины относительных деформаций бу-
дут являться разрушительными для угольных целиков. Особую опасность дан-
ное явление несет при затоплении верхних горизонтов шахт, когда агрессивные
шахтные воды заполняют пространство между угольными целиками, и проис-
ходит их увлажнение до полного влагонасыщения, а, как следствие, снижение
несущей способности.

Снижение несущей способности угольных целиков, ранее разрушенных под-
работкой, способствует непрогнозируемым процессам сдвижения земной поверх-
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Рис. 8. Распределение оседаний при подработке межкамерных целиков горной выработкой на
различных глубинах

Рис. 9. Распределение оседаний при подработке земной поверхности горной выработкой раз-
личной ширины на различных глубинах

ности, что несет непосредственную опасность для жилого фонда и других ин-
фраструктурных объектов Донбасса.

Выводы. Полученная в результате проведенной работы модель позволяет
осуществлять расчет максимальных оседаний с учетом влияния верхних гори-
зонтов, отработанных камерно-столбовым способом, а также может использо-
ваться для учета влияния затопления на характер деформаций земной поверх-
ности и горного массива. При этом определяющими параметрами в процессе
дальнейшего развития модели должны стать такие факторы, как высота зоны
водопроводящих трещин; тип горных пород, залегающих в кровле пласта; глу-
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бина отработки ликвидируемых горных выработок; угол падения и мощность
пласта. Полученные результаты позволяют с большей объективностью опреде-
лять показатели деформаций и учитывать влияние старых горных выработок,
расположенных в приповерхностной зоне.
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Geomechanical consequences of flooding of the upper horizons of liquidated mines.

This article describes the mechanism of deformation processes occurring in a mountain massif
when it gets wet using experimental and laboratory studies. The possibility of activating the
process of displacement from the upper mine workings worked out by the chamber method and
not taken into account when calculating according to classical methods is established. A principled
approach to modeling geomechanical processes associated with multiple part-time work of tselikov
and liquidation of coal mining enterprises is described.
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ПРЕДПОСЫЛКИ ПРИМЕНЕНИЯ МИКРОСЕЙСМИЧЕСКИХ
НАБЛЮДЕНИЙ ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ОПАСНЫХ СКОПЛЕНИЙ
МЕТАНА В ПРИРАЗЛОМНЫХ ЗОНАХ

В данной статье изучены различные приемы микросейсмических наблюдений в рамках работ
по изучению скоплений углеводородов в приразломных зонах.
Ключевые слова: микросейсмы, углеводороды, волна Рэлея, амплитуда, энергия, метод На-
камуры.

Введение. Микросейсмические наблюдения над геологическими объекта-
ми, в том числе в зонах геодинамической активности, в России и за рубежом
приобретают характер нового и перспективного направления в сейсморазведке.

Особый интерес в рамках проводимых в РАНИМИ научных исследований
представляет использование микросейсм методом пассивного низкочастотного
сейсмического зондирования для изучения коллекторов углеводородов (УВ), то
есть скоплений метана на угольных месторождениях. Следует заметить, что за
последние 15-20 лет этот метод получил определенное распространение в нефте-
газовой геологии, главным образом в Бразилии и на Ближнем востоке [1]. При
этом основная предпосылка успешного применения метода заключается в том,
что модификации спектра сейсмического фона в частотном диапазоне 0, 5−20 Гц
уверенно отличаются при его взаимодействии с геологическими структурами,
содержащими заполненные УВ поры, в сравнении с аналогичными структура-
ми, содержащими только воду. Другими словами, микродрожание углеводоро-
досодержащих структур можно зафиксировать на сейсмическом регистраторе
как частотно-зависимое «рассеяние» входящих фоновых сейсмических волн. В
угольной геологии данный метод пока не нашел применения, но вполне и с успе-
хом может быть использован для выполнения задач, связанных с прогнозом зон
опасного скопления метана на шахтных полях.

Важная роль при микросейсмических наблюдениях отводится проблеме вы-
деления эндогенной составляющей из сложного цуга приходящих волн различ-
ной частоты f = от 0,01 до 20 Гц. Уровень интенсивности для амплитуд по-
лезного сигнала оценивается в нанометрах, что соответствует уровню шумов,
произведенных на поверхности Земли источниками естественной и искусствен-
ной природы [2–4.]

К естественным колебаниям с периодом T до 1-2 сек относятся поверхност-
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ные волны Рэлея, Лява, и приходящие отовсюду объемные продольные и попе-
речные волны, образовавшиеся при разгрузке тектонических напряжений внут-
ри Земли.

К искусственным колебаниям относятся волны на частотах f = от 5 до 10
Гц и периодами T от 0,1 сек и ниже, образуемые работой электрогенераторов,
движением транспорта, бурением скважин и т.д.

Исследованиями Горбатикова А.В. [3, 4] и других авторов установлено, что
наиболее информативной для решения геологических задач является волна Рэ-
лея. В этой статье рассмотрены результаты микросейсмических наблюдений,
приемы методики полевых измерений, обработки и интерпретации при исполь-
зовании поверхностной волны Рэлея.

1. Анализ методических приемов микросейсмических измерений
при выявлении сверхслабых сигналов.

При проведении исследований необходимо понимать, что вне зависимости
от того, какой конкретно источник микросейсмических колебаний предстоит
изучить: образование и расширение зон трещиноватости, технические микро-
землетрясения при проведении горных работ, движение флюидов над нефтя-
ными залежами, напряженное состояние горных пород и иные – полезный сиг-
нал находится внутри сложного волнового поля, всегда присутствующего на по-
верхности. Для того, чтобы выделить параметры отдельного сейсмического
события – форму импульса, частоту колебаний, выделяющуюся сейсмическую
энергию, сейсмический момент и координаты очага, необходимо использовать
множество предварительных процедур, начиная от методики измерений и за-
канчивая обработкой и интерпретацией сейсмической информации.

Основными приемами измерений, используемыми в настоящее время для
улучшения отношений сигнал/шум, являются [3–9]:

- для определения степени доминирования волн Рэлея в общей интерферен-
ционной картине проводится поляризационный анализ движения частиц, заклю-
чающийся в расчете отношений горизонтальной и вертикальной составляющей
сигнала;

- проведение прямой оценки кажущихся скоростей V p, V s и фундаменталь-
ной моды Рэлея VR (так как VR зависит от частоты f , на которой она измеряется)
для дальнейшего использования доказанного соотношения H = 0.5VR(f)/f , где
H – выделяемая глубина залегания границы неоднородности;

- создание опорной станции с изучением нормального фона микросейсмиче-
ских измерений и использование этих измерений для внесения корректирующих
поправок на полевые наблюдения;

- проведение измерений в интервалах времени не менее 1500 сек для полу-
чения стабильных спектров микросейсм;

- использование трехкомпонентных датчиков с измерением 2-х горизонталь-
ных и одной вертикальной составляющей волнового поля;

- создание каталога волновых форм для отбраковки записей, связанных со
случайными событиями;
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- использование малоапертурных групп сейсмоприемников, расположенных
на специально рассчитанной схеме с целью подавления различных помех.

Кроме того, как и при работе с другими геофизическими методами, точ-
ность исследований напрямую зависит от полноты геологической информации
по участку измерений. Такие сопутствующие данные, как изученные коллектор-
ские свойства горных пород по вертикальному разрезу участка из нескольких
опорных скважин на участке работ или определение изменений по картам геофи-
зических наблюдений с поверхности в электрических, гравитационных, магнит-
ных и газовых параметров, значительно способствуют нахождению ключевых
аномалий для решения конкретных геологических задач.

Выбор измерительных приборов обусловлен амплитудно-частотными харак-
теристиками изучаемого сигнала, поэтому большинство исследователей арен-
дуют или разрабатывают системы, позволяющие регистрировать с высокой де-
тальностью частоты сигналов не превышающие 10-20 Гц. Примеры типичных
спектров, ожидаемых при полевых экспериментах приведены на рисунке 1.

Рис. 1. Типичные амплитудно-частотные спектры микросейсмического шума,
по данным [1, 6].
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Установлено, что:
- возникающие в диапазоне частот f = 0, 01-0, 1 Гц колебания земной поверх-

ности происходят от подземных толчков, возникающих на расстоянии более 1000
км от места измерения;

- характерный пик амплитуд A ≥ 5 мкм, измеренный на частотах f = 0.1-0.3
Гц (периоды 1-3 сек), связан с частичным преобразованием суммарной энергии
штормов в океанах вначале в колебания морских волн, а затем в вибрационную
энергию поверхности Земли;

- область спектра на частотах f = 0.7-1.4 Гц является переходной от низко-
частотных к высокочастотным колебаниям и является очень удобной для вы-
числения отношений горизонтальной и вертикальной составляющих по методу
Накамуры [10];

- в области высокочастотного спектра f от 1.5 Гц и выше (период от 0,6 сек
и ниже) значительный вклад в состав колебаний вносят техногенные помехи.

После выбора диапазона частот и получения трасс сигналов на сейсмопри-
емниках, переходят к специальной обработке, приемы которой разнообразны и
зависят как от количества использованных датчиков, так и от расположения на
профиле наблюдений. Рассмотрим основные из этих приемов.

2. Способы выделения полезного сигнала при микросейсмических
наблюдениях.

Аникеевым Д.В. [11] предложен способ выпрямления амплитуд сейсмических
сигналов, заключающийся в обращении отрицательных значений в положитель-
ные и последующим суммировании этих амплитуд.

При одномоментном измерении на 911 датчиках и использовании 6-ти компо-
нентного сигнала вычисляется тензор сейсмического момента М0 для каждого
датчика, и впоследствии составляется матрица из 911 уравнений для вычис-
ления виртуального дифракционного значения амплитуды заданных 911 точек
полупространства. Его метод показал хороший результат при изучении образо-
вания зон трещиноватости в момент гидроразрыва пласта.

Большинство исследователей применяют стандартные процедуры, состоя-
щие из предварительного расчета ожидаемого частотно-амплитудного спектра
и дальнейшем сравнении рассчитанного и фактически наблюденного спектров.
При этом применяют следующие пакеты программ:

- Petrel, Geo Frame, ISIS [12];
- DAK (Data Analysis Kit) [5];
- NERA [14];
- Технология АНЧАР [16] и др.
На рисунке 2 показан типичный микросейсмический сигнал в выбранных

интервалах времени и примеры его обработки с расчетом распределения энергии
по кадрам длительностью 5,12 сек [9].

По мнению Бережного Д.В. понятия мощности и энергии в теории сигналов
не относятся к характеристикам каких-либо физических величин сигналов, а
являются их количественными характеристиками, отражающими определенные
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a)

б)

в)
Рис. 2. Пример обработки микросейсмических записей.

а – типичный микросейсмический сигнал во временной области;
б – расчет энергии с помощью преобразования Фурье на одном из кадров;
в – типичная зависимость усредненных спектров микросейсм от энергии.

свойства сигналов и динамику изменения их значений во времени, в простран-
стве или по любым другим аргументам.

Согласно известным работам исследователей всегда важно рассматривать
следующие характеристики:

- средние амплитуды;
- максимумы спектров;
- ширину спектров;
- верхняя и нижняя границы частот;
- изменение скорости и понижение частоты на разных крыльях тектониче-

ского нарушения;
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- отношение горизонтальной и вертикальной составляющей сигнала [10];
- скорости продольных и поперечных волн.
После выбора наиболее устойчивых параметров наблюдаемых сигналов при-

ступают к интерпретации, которая заключается в геологическом, сейсмологиче-
ском и техническом истолковании полученных данных.

3. Интерпретация результатов микросейсмических наблюдений.
Вообще говоря, применение пассивной сейсморазведки развивается, в основ-

ном, в трех направлениях:
- в геологическом – картирование и определение глубины залегания актив-

ных разломов, обнаружение грязевых вулканов, залежей нефти, зон трещино-
ватости в массиве горных пород при гидроразрыве пласта и др;

- в сейсмологическом – локация очагов землетрясений и установление при-
роды макросейсмических событий;

- в техническом – исследование характеристик грунтов при строительстве
крупных объектов (АЭС, ГЭС, ТЭС и т.д.).

Однако, с точки зрения проводимых исследований, интерес представляют
первые два из указанных направлений, которые рассмотрим более подробно.

Геологические исследования. Экспериментально установлено и подтвер-
ждено численным и физическим моделированием, что геологические объекты
со сравнительно высокими сейсмическими скоростями проявляются в микросей-
смическом поле как зоны с пониженными амплитудами, в то время как струк-
туры с более низкими скоростями – области с повышенными амплитудами [3, 4].

На рисунке 3 приведены результаты микросейсмического зондирования рай-
она с глубокозалегающей вулканической интрузией. На горизонтальных срезах
четырех разных глубин, соответствующих частотам f = 0.7, 0.8, 1.0 и 1.12, об-
наружена устойчивая аномалия пониженных значений параметра lgA (рис. 3а).
Местоположение этой аномалии совпадает с зоной повышенных значений гра-
витационного поля (рис. 3б), что интерпретируется как наличие высокоскорост-
ного тела значительной плотности, залегающего под толщей наносов.

Интересными и результативными с точки зрения выявления коллекторов УВ
в приразломных зонах в регионах с низкой природной сейсмической активно-
стью являются микросейсмические исследования Геофизичиской службы РАН
в пределах неотектонических зон Воронежского кристаллического массива [6].
Авторами было установлено, что:

- фоновыми значениями микросейсмического шума в относительных к нор-
мирующему показателю единицах отмечаются штамповые структуры;

- линейные прогибы характеризуются повышением горизонтальной и верти-
кальной составляющих в 1.5–2 раза относительно нормального фона;

- по характеру спектра микросейсмических колебаний в диапазоне частот
f = 0.15–6 Гц наиболее отчетливо различаются два геоблока – КМА и Хопер-
ский;

- как правило, высокие значения нормированных амплитуд коррелируются
с низкими значениями плотности по гравиметрическим данным.
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a)

б)
Рис. 3. Сопоставление аномалий микросейсмического и гравитационного поля при

измерениях на острове Лансароте Канарского архипелага;
а – микросейсмические измерения (lgA); б – гравитационное поле (mGal) [4].
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На рисунке 4 приведены результаты микросейсмического зондирования при
исследованиях Курского метеоритного кратера, образованного в результате па-
дения небесного тела диаметром в несколько сотен метров. Зоны разуплотнен-
ных и дислоцированных пород архейского фундамента картируются повышен-
ными значениями приведенных амплитуд и совпадают данными бурения и низ-
кими значениями производной силы тяжести.

Рис. 4. Результаты геолого-геофизических работ по профилю I–I:
а – графики d2g/dz2 вдоль профиля и интенсивности микросейсмического шума

на частоте 0.7–1.0 Гц;
б – геологический разрез по данным глубинного бурения (Кучеренко В.И., 2009);
в – результаты микросейсмического зондирования в диапазоне частот 8–0.2 Гц [6].

Следует отметить, что положительные результаты исследований методом
микросейсмического зондирования по этому объекту также подчёркивают тео-
ретическую оправданность применения метода для изучения зон тектонических
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разломов.
Сейсмологические микросейсмические исследования.Научное направ-

ление обнаружения сверхслабых сигналов при мониторинговых наблюдениях в
значительной мере развивается благодаря работам Института динамики геосфер
РАН и Югорскому научно-исследовательскому институту информационных тех-
нологий [7, 8, 13].

Специальная методика расположения сейсмоприемников (малоапертурная
сейсмическая антенна «Михнево») и применяемый комплекс обработки с по-
мощью кросс-корреляции волновых форм позволили повысить отношение сиг-
нал/шум в 3,5 раза и фиксировать далекие микроземлетрясения и взрывы. В
ИДГ РАН создается также каталог волновых форм, помогающий исключить
случайные технические помехи.

Шмаковым Ф.Д. [13] предложен комплекс программ, базирующийся на реше-
нии обратной кинематической задачи сейсморазведки для локации источников
сейсмического излучения. Эти научные достижения могут быть использованы
при микросейсмическом мониторинге углеводородов и позволяют исследовать
следующие геологические задачи:

- выявлять зоны трещиноватости и области активных разломов;
- выделять пространственные зоны микросейсмической активности;
- анализировать изменение интенсивности излучения энергии в процессе раз-

работки месторождений углеводородов.
Заключение. В результате анализа литературных источников было уста-

новлено, что микросейсмы содержат обширную информацию о структурно-гео-
логических неоднородностях и напряженном состоянии горного массива. Также
подтверждается тот факт, что их можно рассматривать как постоянно действу-
ющий информационный элемент сейсмического поля, позволяющий изучать гео-
динамическое состояние геологической среды.

Было проанализировано успешное применение результатов микросейсмиче-
ских измерений в разных отраслях науки и производства, что позволяет наде-
яться на новый этап развития метода, содержанием которого будет более глу-
бокое проникновение в физику взаимодействия волны Рэлея с такими геологи-
ческими объектами, как зоны скоплений метана на шахтных полях угольных
месторождений.
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Prerequisites for the application of microseismic observations for the exploration of
dangerous methane concentrations in fault zones.

In this article, various techniques of microseismic observations had studied in the framework of
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studies of hydrocarbon accumulations in fault zones.
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