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ПОСТРОЕНИЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ
АНИЗОТРОПНОЙ МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГИХ
СТЕРЖНЕЙ

Получены одномерные уравнения равновесия и определяющие соотношения для упругих стерж-
ней с учетом микрополярных свойств (модели Коссера) и общей анизотропии материала. Пере-
ход от трехмерной задачи теории упругости к одномерной модели осуществлен на основе мето-
да асимптотического интегрирования по малому параметру, отражающему отношение размера
поперечного сечения к длине стержня. Исследование выполнено в общей системе координат,
связанной с естественным подвижным трехгранником оси стержня, геометрия которой опи-
сывается компонентами вектора Дарбу. Связь между макроскопическим поведением стержня
и микроструктурой материала обеспечена за счет физического отождествления глобального
базиса оси стержня и локальных реперов Коссера в недеформированном состоянии.
Ключевые слова: моментная сплошная среда, упругий стержень, асимптотические
методы.

Введение. Задачи построения уточненных одномерных моделей деформа-
ции упругих тел типа стержней занимают важное место в механике деформиру-
емого твердого тела в связи с потребностями как теоретических исследований,
так и решения практических задач.

В классических моделях, основанных на гипотезах Бернулли–Эйлера или
Кирхгофа, кинематика и статика стержня описываются в рамках безмоментно-
го континуума [1]. Однако для адекватного описания материалов с выраженной
внутренней структурой, полимерных композитов и нанообъектов все чаще при-
влекаются модели микрополярных сред (сред Коссера) [2–8].
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Учет моментных взаимодействий в микрополярных стержнях позволяет опи-
сывать масштабные эффекты, которые становятся существенными, когда харак-
терный внутренний масштаб материала сопоставим с геометрическим размером
сечения [9–12].

Данная работа посвящена выводу одномерных уравнений равновесия и опре-
деляющих соотношений для микрополярного стержня, обладающего общей ани-
зотропией упругих свойств. Рассматриваемая задача осложнена тем, что для
анизотропного материала общего вида в рамках микрополярной модели все
компоненты деформаций (растяжение, сдвиг, изгиб и кручение) оказываются
связанными [12–15]. Показано, что учет общей анизотропии в микрополярной
постановке приводит к появлению дополнительных членов связанности в урав-
нениях типа Кирхгофа, описывающих такие эффекты, как изгиб при осевом
растяжении и самопроизвольное кручение, что имеет существенное значение для
прецизионного анализа элементов конструкций из композитных материалов.

Вывод основных уравнений трехмерной задачи. В качестве базиса
упругого стержня будем рассматривать естественный трехгранник оси стержня
эi, где э1 направлен по касательной к оси стержня, а э2, э3 – соответствуют
единичным векторам главных осей инерции его поперечного сечения. По тради-
ции назовем этот базис главными осями изгиба и кручения. Через ωi обозначим
компоненты вектора Дарбу оси стержня в недеформированном состоянии. Бу-
дем считать, что латинские индексы принимают значения от 1 до 3, греческие от
2 до 3, по повторяющимся латинским индексам подразумевается суммирования
от 1 до 3, а по греческим от 2 до 3.

Оператор Гамильтона в главных осях изгиба и кручения имеет вид [15]:

∇ = Э⃗1
1
√
g
(∇̃1 + e1αβω1xβ∇α) + Э⃗α∇α, (1)

где ∇̃1 =
∂
∂s , ∇α = ∂

∂Eα
.

Будем считать, что тело деформировано распределенной торцевой нагруз-
кой. Тогда с учетом представления (1) уравнения равновесия тела при отсут-
ствии массовых сил имеют вид [15–17]:

1
√
g
(∇̃1σ1j − e1αβω1xα∇βσ1j + ωs(e1siσij + ejsmσ1m)) +∇ασαj = 0,

1
√
g
(∇̃1µ1j − e1αβω1xα∇βµ1j +ωs(e1siµij + ejsmµ1m))+∇αµαj + ejnmσnm = 0, (2)

где µij , σij– компоненты несимметричных тензоров моментных и силовых на-
пряжений, eijk– компоненты тензора Леви-Чивита в рассматриваемом базисе.

Граничные условия на боковой поверхности тела представимы в виде [15, 18]

1
√
g
σ1jω1e1αβnαxβ + nασαj = 0,

1
√
g
µ1jω1e1αβnαxβ + nαµαj = 0, (3)
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в котором ni — компоненты нормали к боковой поверхности.
Тензоры деформации γ̂ и кривизны κ̂ в главных осях в диадном представле-

нии имеют вид [15, 18]:

γ̂ =
1
√
g
Э⃗1 ⊗ Э⃗i{∇̃1ui + eispωsup − e1αβω1xα∇βui)+ Э⃗α ⊗ Э⃗i∇αui + emijθjЭ⃗i ⊗ Э⃗m,

κ̂ =
1
√
g
Э⃗1 ⊗ Э⃗i{∇̃1θi + eispωsθp − e1αβω1xα∇βθi) + Э⃗α ⊗ Э⃗i∇αθi, (4)

где θi- компоненты вектора поворота окрестности точки.
При этом, поскольку рассматривается сплошная среда, частицы которой об-

ладают дополнительными вращательными степенями свободы, наряду с базисом
главных осей изгиба и кручения, введен так называемый базис Коссера.

В рамках теории стержней базис Коссера и базис главных осей изгиба и
кручения стержня практически отождествляются, но есть важное уточнение:
на макроуровне (деформация стержня) используется базис главных осей изгиба
и кручения; на микроуровне (деформация среды) – базис Коссера.

Тензоры деформации и кривизны (4) записаны с учетом базиса Коссера,
поскольку θi – представляют собой поворот локального репера Коссера.

В рассматриваемой в дальнейшем модели происходит «склейка» этих поня-
тий: принимается, что в недеформированном состоянии базис Коссера в каждой
точке сечения ориентирован так же, как и глобальный базис стержня. Это дает
возможность использовать одни и те же компоненты вектора Дарбу для описа-
ния геометрии и в кинематических соотношениях для тензоров деформации и
кривизны [19, 20].

В качестве исходного базиса Коссера принимается естественный трехгран-
ник векторов, связанный с осью стержня в недеформированном состоянии. При
деформации локальные реперы Коссера претерпевают поворот, состоящий из
макроскопического поворота сечения Ωi и малых высокоосциллирующих доба-
вок wi, обусловленных анизотропией и микроструктурой материала.

Относительно свойств материала предполагаем, что тело является однород-
ным, криволинейно-анизотропным и связь между силовыми и геометрическими
компонентами представима в виде [20, 21]

σij = Aijklγkl +Bijklκkl, µij = Bklijγkl +Dijklκkl. (5)

Для того чтобы все слагаемые в уравнениях имели один порядок, введем без-
размерные силовые σ′ij и моментные µ′ij напряжения

σij = σ0σ
′
ij , µij = hσ0µ

′
ij ,

в которых σ0 – характерное (масштабное) значение силового напряжения, h –
характерный линейный размер (толщина или радиус сечения). При этом

λ
√
g
(∇̃1σ1j − e1αβω1xα∇βσ1j + ωs(e1siσij + ejsmσ1m)) +∇ασαj = 0. (6)

7
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Аналогичные предположения примем для моментных напряжений. Толь-
ко в этом случае добавляется слагаемое ejnmσnm, которое масштабируется как
σ0σ

′
nm. И после деления на σ0 и учета того, что µ ≈ hσ0 уравнение равновесия

моментных напряжений имеет вид

λ
√
g
(∇̃1µ1j − e1αβω1xα∇βµ1j +ωs(e1siµij + ejsmµ1m))+∇αµαj + ejnmσnm = 0. (7)

Граничные условия на боковой поверхности в безразмерном виде для сило-
вых и моментных напряжений будут такими [15]:

λ
√
g
σ1jω1e1αβnαxβ + nασαj = 0,

λ
√
g
µ1jω1e1αβnαxβ + nαµαj = 0. (8)

Для получения нулевого и первого приближений подставим асимптотические
разложения напряжений в полученные ранее безразмерные уравнения равнове-
сия.

Напряжения представим в виде рядов (индексы ij опущены для краткости)

σ = σ(0) + εσ(1) + ε2σ(2) + ..., µ = µ(0) + εµ(1) + ε2µ(2) + .... (9)

Для удобства обозначим сложный оператор при малом параметре как
⌢
L1:

⌢
L1 (σij) =

1
√
g
(∇̃1σ1j − e1αβω1xα∇βσ1j + ωs(e1siσij + ejsmσ1m)). (10)

Тогда безразмерные уравнения равновесия примут вид

ε
⌢
L1 (σij) +∇ασαj = 0, ε

⌢
L1 (µij) +∇αµαj + ejnmσnm = 0, (11)

а граничные условия на боковой поверхности (
⌢
L2 – оператор при малом пара-

метре) будут такими:

ε
⌢
L2 (σ1j) + nασαj = 0, ε

⌢
L2 (µ1j) + nαµαj = 0. (12)

Нулевое приближение (порядок ε0). Собирая члены, не содержащие ε,
получим уравнения

∇ασ
(0)
αj = 0, ∇αµ

(0)
αj + ejnmσ

(0)
nm = 0, (13)

и граничные условия на боковой поверхности

nασ
(0)
αj = 0, nαµ

(0)
αj = 0. (14)

Компоненты σ
(0)
αj удовлетворяют однородным уравнениям плоской задачи и

нулевым граничным условиям (на боковой поверхности σ
(0)
αj = 0). Учет этого

8



Построение определяющих уравнений анизотропной моментной теории упругих стержней

в уравнении для моментных напряжений совместно с нулевыми граничными
условиями для µ(0)αj приводит к соотношению µ

(0)
αj = 0.

Компоненты σ
(0)
11 и µ(0)11 (нормальное напряжение и крутящий момент) в нуле-

вом приближении остаются неопределенными функциями дуговой координаты,
которые можно найти из условий разрешимости последующих приближений.

Первое приближение (порядок ε1). Комбинируя члены при ε1 и учитывая,
что σ(0)αj = 0, получим уравнения для силовых напряжений

⌢
L1

(
σ
(0)
ij

)
+∇ασ

(1)
αj = 0, (15)

в которых в силу того, что σ(0)αj = 0, в
⌢
L1 остаются только члены с индексом 1:

⌢
L1 (σij) =

1
√
g
(∇̃1σ

(0)
1j − e1αβω1xα∇βσ

(0)
1j + ωsejs1σ

(0)
11 ) +∇ασ

(1)
αj = 0, (16)

и уравнения для моментных напряжений имеют вид
⌢
L1

(
µ
(0)
ij

)
+∇αµ

(1)
αj + ejnmσ

(1)
nm = 0, (17)

или в более подробной записи с учетом вхождения σ(1)nm в уравнение
⌢
L1 (σij) =

1
√
g
(∇̃1µ

(0)
1j − e1αβω1xα∇βµ

(0)
1j + ωsejs1µ

(0)
11 ) +∇αµ

(1)
αj +

+ejαmσ
(1)
αm + ej1mσ

(1)
1m = 0. (18)

При этом граничные условия будут такими:

nασ
(1)
αj +

⌢
L2

(
σ
(0)
1j

)
= 0, nαµ

(1)
αj +

⌢
L2

(
µ
(0)
1j

)
= 0. (19)

Первое приближение σ(1)αj описывает распределение касательных напряже-

ний в сечении, вызванное изменением продольных сил σ
(0)
11 вдоль оси стержня

(производная ∇̃1). Первое приближение µ(1)αj определяется не только изменением

моментов µ(0)11 , но и наличием несимметричных силовых напряжений σ
(1)
mn, что

характерно для микрополярных сред.
Таким образом, мы получили систему дифференциальных уравнений в част-

ных производных по переменным в поперечном сечении. Продольная координата
входит в них как параметр. Нулевое приближение – это фактически состояние
чистого растяжения/сжатия или чистого изгиба/кручения. Первое приближе-
ние учитывает кривизну оси (ωs) и изменение напряженного состояния вдоль
стержня.

Построение одномерной модели. Для перехода от трехмерных уравне-
ний микрополярной теории упругости к одномерной модели введем макроско-
пические кинематические переменные. Будем считать, что перемещения и пово-
роты точек оси стержня определяются функциями Ui (s) и Ωi (s), зависящими
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только от дуговой координаты. С целью описания кинематики деформирова-
ния искривленной оси в базисе главных осей изгиба и кручения введем векторы
макродеформаций: вектор растяжения-сдвига Ti (s) и вектор изгиба-кручения
Ki (s), которые порождаются действующими на стержень концевыми нагрузка-
ми. Компонента T1 (s) характеризует осевое удлинение стержня, а T2 (s), T3 (s)
— деформации поперечного сдвига. Компонента K1 (s) определяет деформацию
кручения, в то время как K2 (s), K3 (s) соответствуют изменениям главных кри-
визн оси при изгибе. Данные функции являются «медленными» переменными
задачи, через которые в дальнейшем будут выражены локальные функции де-
планации сечения wi и ψi

Получим замыкающие соотношения (физических уравнений) через решение
локальных задач на сечении, которыми определяется, как трехмерные напряже-
ния распределяются по сечению, чтобы затем проинтегрировать их и получить
связь «усилия–деформации».

На основе структуры тензоров деформации и кривизны, асимптотических
разложений с целью связи между базисом главных осей изгиба и кручения с
базисом Коссера представим перемещения ui и повороты θi как сумму жесткого
перемещения сечения и функций депланации (искажения формы сечения):

ui (s, xα) = Ui (s) + eiβγΩβ (s)xγ + λwi (s, x2, x3) ,

θi (s, xα) = Ωβ (s) + λψi (s, x2, x3) . (20)

При этом wi и ψi – неизвестные функции деформации.
Подставив эти выражения в приведенные выше трехмерные уравнения рав-

новесия первого приближения, получим систему дифференциальных уравнений
в частных производных относительно координат сечения

∇ασ
(1)
αj = −

⌢
L1

(
σ
(0)
ij

)
, ∇αµ

(1)
αj + ejnmσ

(1)
αm = −

⌢
L1

(
µ
(0)
ij

)
. (21)

С учетом уравнений закона Гука (5) эти уравнения превращаются в неодно-
родные уравнения относительно wi и ψi с решениями в виде

wi = ϕip (x2, x3)Tp (s) + χip (x2, x3)Kp (s) ,

ψi = ηip (x2, x3)Tp (s) + ζip (x2, x3)Kp (s) , (22)

где ϕ, χ, η, ζ – функции влияния, зависящие только от геометрии сечения и
констант анизотропии.

Подставим найденные деформации в уравнения закона Гука. Для примера
рассмотрим силовое напряжение

σ1j = A1jklγkl + B1jklκkl. (23)

Подставляя
⌢
γ и

⌢
κ через деформации wi и ψi, получаем

γ1j = Tj + ej1kψk + ...,

10
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σ1j = [A1j1p +A1jαk∇ϕkp + ...] Tp + [B1j1p +A1jαk∇χkp + ...] Kp. (24)

Таким образом, получили локальное распределение напряжений

σ1j (x2, x3) = ajp (x2, x3)Tp + bjp (x2, x3)Kp,

µ1j (x2, x3) = cjp (x2, x3)Tp + djp (x2, x3)Kp, (25)

где Ti (s) и Ki (s) – компоненты одномерных векторов деформации растяжения-
сдвига и изгиба-кручения оси стержня соответственно. Они описывают, как де-
формируется «осевая линия» стержня как целое, прежде чем учитываются ис-
кажения самого сечения.

Таким образом, соотношение (22) отражает ключевой момент разделения пе-
ременных в асимптотическом анализе: Ti (s) и Ki (s) – это «медленные» функ-
ции, они зависят только от продольной координаты s и определяют общее на-
пряженное состояние стержня; ϕip (x2, x3), χip (x2, x3) – это «быстрые» функции
влияния, они показывают, как конкретная точка сечения (x2, x3) «откликается»
на макродеформацию (растяжение или изгиб).

Для построения замкнутой модели нужно связать макродеформации Ti (s)
и Ki (s) с перемещениями и поворотами стержня как целого Ui (s) и Ωi (s).

Переход к одномерным соотношениям. Подставив локальные напряже-
ния в выражения интегральных усилий Qi и моментов Mi, получаем выражения

Qj =

∫∫
S
σ1jdS =

∫∫
S
(ajpTp + bjpKp) dS,

из которых на основе (25) найдем коэффициенты жесткости

A∗
jp =

∫∫
S
ajpdS, B

∗
jp =

∫∫
S
bjpdS, (26)

и выражения для

Mj =

∫∫
S
(µ1j + ejαmxασ1m) dS.

Учитывая выражения для σij , µij и группируя слагаемые при деформациях,
найдем

Mj =

∫∫
S
(cjp + ejαmxαamp) dS︸ ︷︷ ︸

D∗
jp

· Tp +
∫∫

S
(djp + ejαmxαbmp) dS︸ ︷︷ ︸

C∗
jp

· Kp. (27)

Вычислив интегралы, получаем уравнения одномерной теории равновесия
стержня

dQj

ds
+ ejsiωsQi + qj = 0; (28)

dMj

ds
+ ejsiωsMi + ej1mQm +mj = 0, (29)
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в которых qi – внешняя распределенная нагрузка. При этом слагаемое ej1mQm

описывает вклад перерезывающих сил в изменение момента (плечо силы), mi –
внешние распределенные моменты.

Полученную систему уравнений нужно дополнить замыкающими соотноше-
ниями, связывающими основные геометрические, силовые и моментные харак-
теристики деформируемого стержня:

Qj = A∗
jpTp +B∗

jpKp, Mj = D∗
jpTp + C∗

jpKp. (30)

Коэффициенты в соотношениях (30) имеют следующий смысл: матрица A∗
jp

описывает жесткость на растяжение-сжатие и сдвиг; в случае анизотропии рас-
тяжение (Q1) может быть вызвано сдвиговыми деформациями T2,3; матрица
C∗
jp описывает изгибно-крутильную жесткость и учитывает как классический

момент инерции, так и микрополярные модули; матрицы B∗
jp и D∗

jp описывают
«перекрестные» эффекты, демонстрируют взаимосвязь растяжения и кручения,
изгиба и сдвига.

В полученных соотношениях выделим слагаемые, содержащие компонен-
ты вектора Дарбу, для наглядного сравнения с классическими соотношениями
Эйлера-Бернулли. Такое разделение позволяет четко разграничить вклады гео-
метрии (вектор Дарбу), макродвижения (производные) и поворота сечения как
независимой переменной микрополярной среды. Получаем:

– уравнения для сил

Qj = A∗
jp

dUp

ds
+B∗

jp

dΩp

ds︸ ︷︷ ︸
Деформационная часть

+ωn

(
A∗

jpepnmUm

)︸ ︷︷ ︸
Геометрия (Дарбу)

+Ωm

(
B∗

jpepnmωn −A∗
jpep1m

)︸ ︷︷ ︸
Вклад поворота сечения

, (31)

– уравнения для моментов

Mj = D∗
jp

dUp

ds
+ C∗

jp

dΩp

ds︸ ︷︷ ︸
Деформационная часть

+ωn

(
D∗

jpepnmUm

)︸ ︷︷ ︸
Геометрия (Дарбу)

+Ωm

(
C∗
jpepnmωn −D∗

jpep1m
)︸ ︷︷ ︸

Вклад поворота сечения

. (32)

Выводы. На основе анализа полученных одномерных уравнений деформа-
ции стержня в рамках неклассической модели механики сплошной среды выяв-
лены новые механические эффекты, которые не учитываются в традиционной
симметричной теории упругости изотропных тел.

Описан эффект связанности деформаций: в отличие от классической тео-
рии, где растяжение, изгиб и кручение кинематически независимы, общая ани-
зотропия приводит к полной взаимосвязи всех типов нагрузок. Физически это
проявляется в возникновении кручения при осевом растяжении, искривлении
стержня в перпендикулярной плоскости при чистом одноплоскостном изгибе, а
также в появлении осевой деформации при сдвиге.

Установлено, что учет микрополярной природы среды существенно влияет
на жесткость тонких стержней. При уменьшении поперечных размеров (ради-
уса) стержня его реальная изгибная жесткость оказывается значительно выше
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значений, прогнозируемых классической теорией, за счет превалирующего вкла-
да микроструктурной поправки.

Выявлено, что микроструктура материала оказывает дополнительное внут-
реннее сопротивление вращению стержня вокруг своей оси, не зависящее от
геометрического момента инерции сечения. Из-за несимметричности тензора на-
пряжений нарушается закон парности касательных напряжений, что усложняет
их распределение и смещает положение центра изгиба.

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки России
для ФГБНУ ИПММ (тема № FREM-2026-0005).
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D.V. Timoshenko, A.A. Ilyukhin
Formulation of constitutive equations for the anisotropic couple-stress theory of elastic
rods.
One-dimensional equilibrium equations and constitutive relations for elastic rods are obtained by
taking into account micropolar properties (the Cosserat model) and the general anisotropy of the
material. The transition from the three-dimensional elasticity problem to a one-dimensional model
is performed based on the method of asymptotic integration with respect to a small parameter
representing the ratio of the cross-sectional size to the rod length. The analysis is carried out in
a general coordinate system associated with the natural moving trihedron of the rod axis, whose
geometry is described by the components of the Darboux vector. The relationship between the
macroscopic behavior of the rod and the material microstructure is established through the physical
identification of the global basis of the rod axis with the local Cosserat frames in the undeformed
state.
Keywords: Cosserat continuum, elastic rod, asymptotic methods.
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
АНИЗОТРОПНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ
ОТВЕРСТИЯМИ И ВЫЕМАМИ ОБОБЩЕННЫМ
МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

Решена задача по определению напряженного состояния анизотропной полуплоскости с произ-
вольными криволинейными отверстиями. Решение построено с использованием комплексных
потенциалов, конформных отображений и разложений голоморфных функций в ряды Лорана.
Выполнение граничных условий на контурах отверстий и на отрезке прямолинейной грани-
цы с наибольшим влиянием отверстий на напряженное состояние осуществлено обобщённым
методом наименьших квадратов. В результате задача сведена к переопределённой системе ли-
нейных алгебраических уравнений, решаемой методом сингулярного разложения. Численные
исследования проведены для полуплоскости с одним криволинейным отверстием, которое в
частных случаях выходит на прямолинейную границу, образуя криволинейный выем. Иссле-
дованы влияния формы и месторасположения отверстия, а также «степени анизотропии» на
значения напряжений и их концентрацию около отверстия.
Ключевые слова: полуплоскость, комплексные потенциалы, криволинейные отверстия,
выемы, концентрация напряжений, обобщенный метод наименьших квадратов..

Введение. Элементами многих современных конструкций служат анизо-
тропные пластинки с отверстиями, около которых при эксплуатации конструк-
ций возникают высокие концентрации напряжений, что нужно учитывать при
проектировании и эксплуатации конструкций.

И в этом направлении наиболее точные данные о напряженном состоянии
многосвязной анизотропной пластинки можно получить, используя для иссле-
дований метод комплексных потенциалов. Эти функции были введены С.Г. Лех-
ницким [1] и использованы им для решения различных задач в случае одно-
связных областей. При их использовании в случае полуплоскости с отверстиями
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нужно удовлетворять граничным условиям не только на контурах отверстий, но
и на прямолинейной границе. Точное удовлетворение условиям на этой грани-
це обеспечивает использование метода интегралов типа Коши. Таким подходом
в работах [2–4] решен ряд задач для многосвязной полуплоскости с различны-
ми отверстиями и трещинами. При этом удовлетворение граничным условиям
на внутренних контурах отверстий и трещин осуществлялось методом рядов [2],
дискретным методом наименьших квадратов [3], обобщенным методом наимень-
ших квадратов [4].

В данной статье для удовлетворения граничным условиям на всех грани-
цах многосвязной полуплоскости использован обобщенный метод наименьших
квадратов (ОМНК) [5], который позволил рассматривать любые расположения
отверстий и трещин, в том числе выходящие на прямолинейную границу полу-
плоскости.

Постановка и решение задачи. Рассмотрим анизотропную полуплоскость
с произвольно расположенными отверстиями и трещинами. Контуры отверстий
и трещин могут пересекаться между собой, пересекать прямолинейную границу,
образуя на ней выемы различной конфигурации. Для решения задачи теории
упругости будем рассматривать многосвязную полуплоскость, занимающую об-
ласть S с прямолинейной границей L+ и контурами эллиптических отверстий
Ll с полуосями al, bl

(
l = 1, L

)
, которые могут вырождаться в прямолиней-

ные разрезы, пересекать прямолинейную границу (рис. 1). Будем считать, что
прямолинейная граница свободна от внешних усилий, контуры отверстий загру-
жены самоуравновешенными внешними усилиями, на бесконечности полуплос-
кость находится под действием растягивающих усилий σ∞x = p.

Рис. 1.

Отнесем полуплоскость к прямоугольной системе координат Oxy с началом
в произвольной точке на расстоянии h+ от границы L+, ось Ox направим парал-
лельно прямолинейной границе. Для каждого из эллипсов Ll

(
l = 1, L

)
введем

локальную систему координат Olxlyl с началом в центре эллипса и направлени-
ем оси Oxl вдоль полуоси al. Тогда параметрические уравнения эллипсов Ll в
локальных системах координат Olxlyl будут такими:
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xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

а в основной системе координат имеют вид

x = x0l + xl cos φl − yl sin φl,

y = y0l + xl sinφl + yl cosφl, (2)

где θ − параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0 до
2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы координат Olxlyl в основ-
ной системе координат Oxy; φl − угол между направлениями осей Ox и Olxl,
отсчитываемый от оси Ox против часовой стрелки.

При использовании комплексных потенциалов теории упругости анизотроп-
ного тела искомая задача сводится к определению функций Φk(zk) (k = 1, 2) из
граничных условий на контурах отверстий и на прямолинейной границе. Функ-
ции Φk(zk) зависят от обобщенных комплексных переменных [1]

zk = x+ µky, (3)

где µk – корни характеристического уравнения

a11µ
4 − 2a16µ

3 + (2a12 + a66)µ
2 − 2a26µ+ a22 = 0, (4)

aij – коэффициенты деформаций материала полуплоскости.
Комплексные потенциалы Φk (zk) определены в нижних полуплоскостях Sk,

получаемых из рассматриваемой полуплоскости S аффинными преобразовани-
ями (3) и ограниченных контурами L+

k и Lkl

(
l = 1, L

)
, соответствующими кон-

турам L+ и Ll при этих преобразованиях. В общем случае они имеют вид [6]

Φ′
k (zk) = Γk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

[
φ′
kln(zk)akln +φ

′+
kln(zk)bkln

]
, (5)

где Γk – постоянные, определяемые решением системы

2Re
2∑

k=1

(
1, µk, µ

2
k,

1

µk

)
Γk = (0, 0, σ∞x ,

a16
2a22

σ∞x

)
; (6)

φ′
kln (zk) = − n

Rklζ
n−1
kl

(
ζ2kl −mkl

) ,
φ

′+
kln (zk) = − n

Rkl

(
ζ+kl
)n−1

((
ζ+kl
)2 −mkl

) ; (7)

ζkl – переменные, определяемые из конформных отображений [7]

zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
(8)
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внешности единичных кругов |ζkl| ≥ 1 на внешности эллипсов Lkl областей Sk;

zkl = x0l + µky0l,

Rkl =
al (cosφl + µk sinφl) + i bl (sinφl − µk cosφl)

2
,

mkl =
al (cosφl + µk sinφl)− i bl (sinφl − µk cosφl)

2Rkl
; (9)

ζ+kl – переменные, определяемые из конформных отображений внешностей еди-
ничных окружностей

∣∣ζ+kl∣∣ ≥ 1 на внешности воображаемых контуров L+
kl верх-

ней полуплоскости по формулам [6]

zk = tk + (µk − µk)h
+ = zkl +Rkl

(
ζ+kl +

mkl

ζ+kl

)
; (10)

akln, bkln – неизвестные коэффициенты, определяемые из граничных условий на
прямолинейной границе и на контурах отверстий. Эти условия в дифференци-
альной форме имеют вид

2Re

2∑
k=1

gikδksΦ
′
k(tk) = 0 (l = 1, L, i = 1, 2), (11)

где
g1k = 1, g2k = −µk;

δks = 1 на прямолинейной границе, δks = dzk/ds на контурах отверстий.
Используя обобщенный метод наименьших квадратов [5, 8, 9], удовлетво-

рим граничным условиям (11). Для этого на отрезке прямолинейной границе
L+, где влияние отверстий и разрезов на напряженное состояние полуплоскости
значительное, и на каждом из контуров Ll

(
l = 1, L

)
выберем систему точек

Mm (xm, ym), в которых удовлетворим граничным условиям. Подставив функ-
ции (5) в граничные условия (11), для определения неизвестных постоянных
akln и bkln получим следующую систему линейных алгебраических уравнений:

2Re
2∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

gikδks

[
φ′
kln (tkpm) akln + φ

′+
kln(tkpm)bkln

]
=

= −2Re
2∑

k=1

gikδksΓk

(
i = 1, 2; p = 1, L

)
. (12)

После решения системы (12) методом сингулярных разложений [10, 11], ком-
плексные потенциалы Φ′

k(zk) станут известными, что позволит вычислять в лю-
бой точке полуплоскости основные напряжения [1]

(σx, σy, τxy) = 2Re

2∑
k=1

(
µ2k, 1, −µk

)
Φ′
k (zk) (13)
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и напряжения

σn = σx cos
2(nx) + σy cos

2(ny) + 2τxy cos(nx) cos(ny),

σs = σx cos
2(ny) + σy cos

2(nx)− 2τxy cos(nx) cos(ny),

τns = (σy − σx) cos(nx) cos(ny) + τxy
(
cos2(nx)− cos2(ny)

)
(14)

на произвольных площадках с нормалью n и касательной s.
Описание результатов численных исследований. Были проведены мно-

гочисленные исследования по распределению напряжений в рассматриваемой
полуплоскости. При проведении численных исследований количество
Mpm (xpm, ypm) на контурах Lp

(
p = 1, L

)
и на прямолинейной границе L+, для

которых составлялись уравнения системы (12), и количество членов в бесконеч-
ных рядах (5) увеличивались до тех пор, пока граничные условия на этих конту-
рах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точности. Как показали
исследования, для того, чтобы напряжения на площадках, касательных к кон-
турам отверстий были не более 10−3(вместо 0 по условию), необходимо было в
рядах (5) оставлять от 25 до 45 членов и на каждом из контуров отверстий вы-
бирать от 150 до 350 «коллокационных точек». На «коллокационном отрезке»
прямолинейной границы L+ выбиралось от 250 до 600 равномерно распределен-
ных точек».

Исследования проводились для полуплоскости из изотропного материала
алюминий (материал М1) с техническими постоянными [12]

E1 = 71000МПа, E2 = 71000, 5МПа, G12 = 28400МПа, ν21 = 0, 25

и сильно анизотропного материала углепластик HMS/DX209 с жесткими волок-
нами вдоль оси Ox (материал М3) с постоянными [13]

E1 = 188800МПа, E2 = 6000МПа, G12 = 2700МПа, ν21 = 0, 3.

Для изотропного материала М1 постоянная E2 принята незначительно от-
личной от E1, чтобы изотропную пластинку рассматривать как анизотропную
и использовать приведенное выше решение. В противном случае при E2 = E1

корни µk характеристического уравнения (4) будут равными (комплексной ве-
личине i) и основные соотношения для комплексных потенциалов изменят свою
форму записи. При таком подходе получаемые значения напряжений отличают-
ся от истинных менее сотых долей процента.

В табл. 1 для полуплоскости со сводчатым отверстием (рис. 2, а) в зависи-
мости от c+/a1, где a1 – радиус контура крышки свода L1, c+ – расстояние от
крышки до границы полуплоскости, приведены значения напряжений в точках
контура крышки для некоторых значений угла θ, отчитываемого от основания
против часовой стрелки, и в некоторых характерных точках полуплоскости.
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Таблица 1.
Значения напряжений в некоторых точках полуплоскости со сводчатым отверстием

c+

a1

σs/p около L1 при значениях θ σy

p в F σx/p, в точках
π

180
π
6

π
4

π
3

5π
12

π
2 G O K M P

Материал М1
1,0 -1,183 -0,391 0,920 2,602 4,158 4,82 -0,956 1,987 0,620 1,06 1,743 1,993
0,5 -1,587 -1,026 0,115 2,192 4,839 6,20 -0,906 2,048 0,474 1,84 2,812 2,498
0,1 -0,932 -1,739 -1,983 -1,221 4,631 13,44 -0,644 2,186 0,241 6,52 3,743 1,999
-0,1 -1.642 -0,010 -0,133 0,332 – – -0,510 2,336 – 0,15 -0,048 0,043
-0,3 -1,952 0,227 4,219 – – – -0,353 2,192 – – -0,087 0,274
-0,5 -2,070 14,314 – – – – -1,291 1,522 – – -1,286 0,913

Материал М3
1,0 -0,179 -0,097 0,076 0,484 2,275 14,00 -0,179 3,535 0,654 0,89 1,338 1,651
0,5 -0,216 -0,183 -0,033 0,382 2,433 16,25 -0,184 3,651 0,456 1,23 2,288 2,671
0,1 -0,270 -0,383 -0,457 -0,445 2,013 29,28 -0,165 3,927 0,450 7,21 7,278 5,483
-0,1 0,148 -0,626 -1,463 -8,716 – – -0,159 4,403 – 49,38 9,857 4,453
-0,3 0,731 -0,196 -1,937 – – – -0.109 4.516 – – 0,012 -0,045
-0,5 0,218 -0,127 – – – – -0,282 1,607 – – -1,659 -1,141

Рис. 2.

При этом контур свода представлялся как комбинация частей контуров эл-
липсов при

L = 4;

L1 : a1, b1 = a1, x01 = 0, y01 = −c+ − a1, φ1 = 0;

L2 : a2 = a1, b2 = 10−4a1, x02 = −a1, y02 = −c+ − 2a1, φ 2 = π/2;

L3 : a3 = a1, b3 = 10−4a1, x03 = 0, y03 = −c+ − 3a1, φ3 = π;

L4 : a4 = a1, b4 = 10−4a1, x04 = a1, y04 = −c+ − a1, φ4 = 3π/2. (15)

Прямолинейные участки боковых сторон и основания свода аппроксимирова-
лись внешними берегами разрезов, представленных эллипсами L2, L3, L4, у
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которых bl/al = 10−3. Полудлины разрезов L2, L3, L4 принимались равны-
ми радиусу крышки a1. Характерными принимались точки G (0; −c+ − 3a1),
F (−a1; −c+ − 2a1), O (0; 0), K (a1/2; 0), M (a1; 0), P (3a1/2; 0). При этом
значения c+/a1, равные -0,1 и -0,9, соответствуют случаям выхода части контура
свода за прямолинейную границу, т.е. случаю выема на границе полуплоскости.

Из табл. 1 следует, что при сближении сводчатого отверстия с прямолиней-
ной границей происходит резкий рост растягивающих напряжений в окрестно-
сти вершины свода (при θ = π/2), в центре основании свода (в точке G) и в
точках прямолинейной границы полуплоскости. Эта закономерность наблюда-
ется и после выхода отверстия на прямолинейную границу пока выем глубокий.
С уменьшением глубины выема указанные напряжения уменьшаются вплоть до
смены зон растяжения зонами сжатия. При этом указанные изменения напряже-
ний более значительны для полуплоскости из сильно анизотропного материала
М3, чем для материала М1.

В табл. 2 и табл. 3 для полуплоскости с равносторонним треугольным отвер-
стием (рис. 3, а) в зависимости от c+/a1, где a1 – полудлина сторон треуголь-
ника, c+ – расстояние от вершины треугольника до границы полуплоскости,
приведены значения напряжений σs/p в точках левой боковой стороны L1 тре-
угольника для некоторых значений угла θ (конформного отображения (10) для
этой стороны), отчитываемого от центра стороны против часовой стрелки, и
в некоторых характерных точках полуплоскости. В качестве характерных то-
чек принимались середина наклонной стороны треугольника (точка F) и точки
G
(
0; −c+ − a1

√
3/2
)
, O (0; 0), K (a1/2; 0), M (a1; 0), P (3a1/2; 0).

Таблица 2. Значения напряжений σs/p в некоторых точках
боковой стороны L1 треугольника для некоторых значений

угла θ в конформном отображении для различных значений c+/a1

c+

a1

θ, рад.
π
90

π
12

π
6

π
4

π
3

5π
12

2π
3

3π
4

178π
180

Материал М1
1,0 21,705 2,205 0,756 0,166 -0,189 -0,438 -0,999 -1,235 -1,576
0,5 26,677 2,337 0,606 -0,108 -0,480 -0,686 -1,085 -1,289 -1,605
0,1 26,019 1,842 -1,155 -1,571 -1,367 -1,147 -1,045 -1,195 -1,459
-0,1 – – -19,641 -7,106 -2,669 -1,536 -0,959 -1,079 -1,321
-0,3 – – – – -8,349 -3,049 -1,291 -1,263 -1,367
-0,5 – – – – – -5,934 -1,308 -1,327 -1,546

Материал М3
1,0 2,058 0,226 0,039 -0,038 -0,084 -0,118 -0,202 -0,237 -0,285
0,5 2,179 0,219 0,009 -0,075 -0,119 -0,148 -0,217 -0,249 -0,296
0,1 2,780 0,052 -0,254 -0,284 -0,257 -0,229 -0,227 -0,250 -0,288
-0,1 – – 15,812 -1,397 -0,767 -0,503 -0,323 -0,337 -0,380
-0,3 – – – – -0,017 -0,025 -0,091 -0,120 1,298
-0,5 – – – – – -0,045 -0,082 -0,112 -0,140
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Из табл. 2 и табл. 3 видно, что при приближении треугольного отверстия к
прямолинейной границе значительные изменения значений напряжений наблю-
даются вблизи верхней вершины треугольника и в точках прямолинейной гра-
ницы полуплоскости при незначительных изменениях этих величин в остальных
зонах. Опять выход отверстия к границе полуплоскости сопровождается резки-
ми изменениями значений напряжений около отверстия, причем с уменьшением
глубины выема указанные напряжения уменьшаются вплоть до смены зон рас-
тяжения зонами сжатия. Опять на значения напряжений и их изменения более
значительны для полуплоскости из сильно анизотропного материала М3, чем
для материала М1.

Таблица 3. Значения напряжений в некоторых точках
полуплоскости с треугольным отверстием для различных значений c+/a1

c+

a1

Точки
F G O K M P F G O K M P

Материал М1 Материал М3
1,0 -0,632 1,666 0,654 1,091 1,496 1,504 -0,146 2,821 0,762 1,005 1,276 1,386
0,5 -0,820 1,701 0,310 1,845 1,945 1,573 -0,170 2,899 0,516 1,424 1,851 1,898
0,1 -1,014 1,776 -1,595 3,175 1,802 1,136 -0,216 3,081 -0,847 4,785 3,913 2,980
-0,1 -1,102 1,688 – 4,804 2,092 1,208 -0,386 3,031 – 12,152 6,216 4,054
-0,3 -1,842 1,705 – 10,695 2,355 2,325 -0,039 3,324 – 0,181 0,037 -0,171
-0,5 -2,381 1,569 – 7,988 2,360 1,216 -0,031 3,150 – -0,076 -0,064 -0,208

Рис. 3.

Заключение. Таким образом, решена задача об определении напряженного
состояния полуплоскости с криволинейными отверстиями. Численные исследо-
вания проведены для полуплоскости со сводчатой или треугольной отверстиями.
Исследованы влияние форм и месторасположения отверстий на концентрацию
напряжений около отверстий и в зоне перемычки между отверстиями и прямо-
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линейной границей. Рассмотрены случаи выхода отверстий на прямолинейную
границу с образованием выемов. Изучено влияние глубины выемов, а также
анизотропии материала полуплоскости на значения напряжений и их концен-
трацию.

Работа выполнена в рамках государственного задания «Алгоритмизирован-
ные численно-аналитические методы исследования моделей комплексного де-
формирования инновационных материалов и конструкций с усложненными свой-
ствами» (№ FRRE-2026-0021).
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E.V. Avdyushina
Study of the stress state of an anisotropic half-plane with curvilinear openings and
cutouts using the generalized least squares method.
The problem of determining the stress state of an anisotropic half-plane with arbitrary curved holes
is solved. The solution is constructed using complex potentials, conformal mappings, and Laurent
series expansions of holomorphic functions. Boundary conditions on the contours of the holes and on
the segment of the rectilinear boundary with the greatest influence of the holes on the stress state
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are satisfied using the generalized least squares method. As a result, the problem is reduced to an
overdetermined system of linear algebraic equations solved using the singular value decomposition
method. Numerical studies are conducted for a half-plane with a single curved hole, which in special
cases extends onto the rectilinear boundary, forming a curved notch. The influence of the shape and
location of the hole, as well as the "degree of anisotropy,"on the stress values and their concentration
near the hole are investigated.
Keywords: half-plane, complex potentials, curved holes, notches, stress concentration, generalized
least squares method.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕПЛООБМЕНА НА
ТЕРМОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-
ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ С ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННЫМ
РАЗРЕЗОМ ПРИ ОДНОСТОРОННЕМ ТЕПЛООБМЕНЕ

На базе обобщенной теории в варианте {1,0}-аппроксимации исследовано термоупругое со-
стояние трансверсально-изотропной пластины с теплоизолированным разрезом. Рассмотрено
действие однородного теплового потока основного температурного поля на линии разреза при
верхнем одностороннем теплообмене с внешней средой. Проведены численные исследования
влияния интенсивности теплообмена и параметра сдвиговой податливости трансверсально-
изотропного материала на коэффициенты интенсивности напряжений.
Ключевые слова: трансверсально-изотропная пластина, {1,0}-аппроксимация, полиномы
Лежандра, однородный тепловой поток, критерий Био, параметр сдвиговой податливости,
коэффициенты интенсивности напряжений.

Введение. В настоящее время широкое распространение получили уточнен-
ные теории пластин, учитывающие явления, связанные с поперечными сдвигами
и обжатием. Использование таких теорий актуально для пластин из композит-
ных материалов, которые широко используются в авиа-, авто-, судо- и ракето-
строении.

В рамках уточненных теорий трехмерные задачи теории упругости и термо-
упругости сводятся к двумерным задачам. При этом в ряде случаев используется
разложение заданных и искомых функций по системе ортогональных полино-
мов, в качестве которых часто применяются полиномы Лежандра, Чебышева,
Гегенбауэра и др. Так, в статье [1] с помощью полиномов Лежандра и Чебыше-
ва первого рода выполнено построение решения неоднородного эллиптического
уравнения четвертого порядка для тонких изотропных пластин, в публикации
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[2] предложен эффективный численно-аналитический метод, основанный на по-
строении функции влияния для оболочки в осесимметричной постановке с по-
следующим её разложением в ряд Фурье по полиномам Лежандра и Гегенбауэ-
ра. В работе [3] рассмотрены современные подходы к определению напряженно-
деформированного состояния (НДС) тонкой пластины из начально-изотропного
материала в связанной постановке под действием термомеханической нагрузки.
В статье [4] на основе дополнительных граничных условий и дополнительной ис-
комой функции, определяемых на границах, получено решение краевой задачи
теплопроводности для пластины. В работах [5, 6] рассмотрена математическая
модель и конечноразностная схема процесса нагрева пластины, бесконечной по
двум пространственным переменным.

В настоящей работе с использованием полиномов Лежандра проводится ана-
лиз влияния параметра теплообмена и параметра сдвиговой податливости на ко-
эффициенты интенсивности напряжений (КИН) в трансверсально-изотропной
пластине с теплоизолированным разрезом. Данная работа продолжает исследо-
вания, начатые в статье [7], в которой решена аналогичная задача для изотроп-
ной пластины с теплоизолированным разрезом.

Постановка задачи. Рассмотрим трансверсально-изотропную пластину тол-
щины 2h, содержащую теплоизолированный разрез L. Пластина находится в
тепловом контакте по закону Ньютона с внешней средой нулевой температу-
ры, причем характер теплообмена является верхним односторонним: Bi+ = Bi,
Bi− = 0, где Bi± – параметры теплообмена (критерии Био) на лицевых плоско-
стях пластины.

Отнесём пластину к безразмерной системе координат x1, x2, x3, определён-
ной с точностью до полутолщины пластины h, причем x1, x2 – координаты точки
в срединной плоскости (плоскости изотропии), x3 – толщинная координата.

В рамках обобщенной теории в варианте {1,0}-аппроксимации имеют место
следующие разложения в ряды Фурье по полиномам Лежандра Pk = = Pk(x3)
от толщинной координаты для следующих компонентов [8]:

температуры

T (x1, x2, x3) = T0(x1, x2)P0(x3) + T1(x1, x2)P1(x3),

компонент вектора перемещений

u1(x1, x2, x3) = u(x1, x2)P0(x3) + γ1(x1, x2)P1(x3),

u2(x1, x2, x3) = v(x1, x2)P0(x3) + γ2(x1, x2)P1(x3),

u3(x1, x2, x3) = w0(x1, x2)P0(x3),

компонент тензора напряжений

σk(x1, x2, x3) =
1

2
Nk(x1, x2)P0(x3) +

3

2
Mk(x1, x2)P1(x3) (k = 1, 2),
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τ12(x1, x2, x3) =
1

2
S(x1, x2)P0(x3) +

3

2
H(x1, x2)P1(x3),

τk3(x1, x2, x3) =
1

2
Qk0(x1, x2) {P0(x3)− P2(x3)} (k = 1, 2),

σ3(x1, x2, x3) = 0. (1)

При этом T0 = T0(x1, x2) – аналог средней температуры; T1 = T1(x1, x2) – ана-
лог температурного момента; u = u(x1, x2), v = v(x1, x2), w0 = w0(x1, x2) –
обобщенные перемещения пластины, являющиеся аналогами перемещений то-
чек срединной поверхности, γ1 = γ1(x1, x2), γ2 = γ2(x1, x2) – аналоги углов по-
ворота нормали; Nk = Nk(x1, x2), Mk =Mk(x1, x2), Qk0 = Qk0(x1, x2) (k = 1, 2),
S = S(x1, x2), H = H(x1, x2) – обобщенные усилия и моменты, из которых N1,
N2, S – аналоги мембранных усилий, M1, M2, H – изгибающих и крутящего
моментов, Q10, Q20 – перерезывающих сил.

Уравнения теплопроводности рассматриваемой задачи примем без учета транс-
версальных тепловых свойств, поскольку толщина пластины, где эти свойства
могут проявляться, намного меньше двух других её размеров. Тогда система
уравнений термоупругости для трансверсально-изотропных пластин на базе обоб-
щенной теории в варианте {1,0}-аппроксимации включает в себя [8, 9] первое
приближение трехмерного уравнения теплопроводности, записанное для случая
верхнего одностороннего теплообмена

λ∗∆Tk +Ak0T0 +Ak1T1 = 0 (k = 0, 1), (2)

уравнения Дюамеля–Неймана в перемещениях

N1 = B0

{
∂u

∂x1
+ ν

∂v

∂x2
− α(1 + ν)T0

}
,

N2 = B0

{
∂v

∂x2
+ ν

∂u

∂x1
− α(1 + ν)T0

}
,

S =
1− ν

2
B0

(
∂u

∂x2
+

∂v

∂x1

)
, M1 = D0

{
∂γ1
∂x1

+ ν
∂γ2
∂x2

− α(1 + ν)T1

}
,

M2 = D0

{
∂γ2
∂x2

+ ν
∂γ1
∂x1

− α(1 + ν)T1

}
, H =

1− ν

2
D0

(
∂γ1
∂x2

+
∂γ2
∂x1

)
,

Qk0 = Λ0

(
γk +

∂w0

∂xk

)
(k = 1, 2), (3)

уравнения равновесия

∂N1

∂x1
+
∂S

∂x2
= 0,

∂S

∂x1
+
∂N2

∂x2
= 0,

∂M1

∂x1
+
∂H

∂x2
−Q10 = 0,
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∂H

∂x1
+
∂M2

∂x2
−Q20 = 0,

∂Q10

∂x1
+
∂Q20

∂x2
= 0, (4)

где

A =

(
A00 A01

A10 A11

)
=

(
− 2Bi

Bi+4 − 5Bi
3(Bi+4)

− 5Bi
Bi+4 −10(2Bi+3)

3(Bi+4)

)
,

λ∗ =
λ

λ′
= 1, ∆ =

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
,

B0 = 3D0 =
2

1− ν2
, Λ0 =

5

3E/G′ ;

λ, λ′ – коэффициенты теплопроводности в плоскости изотропии и в направле-
нии, перпендикулярном к ней; α, E, ν – температурный коэффициент линейного
расширения, модуль Юнга и коэффициент Пуассона в плоскости изотропии со-
ответственно; G′ – модуль сдвига в плоскостях, перпендикулярных к плоскости
изотропии. При этом мембранные усилия и перерезывающие силы в соотноше-
ниях (3), (4) определены с точностью до значения Eh, моменты – с точностью
до Eh2.

Компоненты термоупругого состояния пластины с разрезом G∗ представим
в виде суммы [10]

G∗ = Gо +G, (5)

где Gо – компоненты термоупругого состояния в сплошной пластине (основного
термоупругого состояния, которое будем считать известным); G – компоненты
возмущенного термоупругого состояния, вызванного наличием разреза. Причем
величины Gо и G в формуле (5) определяются из системы дифференциальных
уравнений (2)–(4).

При отсутствии контакта между берегами теплоизолированного разреза L с
нормалью n⃗ = (n1, n2) и касательной t⃗ имеют место такие граничные условия
для компонент возмущенного термоупругого состояния G [11]:

для температуры
∂Tk
∂n

∣∣∣∣
L

= −
∂T о

k

∂n

∣∣∣∣
L

(k = 0, 1), (6)

для обобщенных внутренних силовых факторов

Nn

∣∣
L
= −Nо

n

∣∣
L
, Snt

∣∣
L
= −Sо

nt

∣∣
L
,

Mn

∣∣
L
= −Mо

n

∣∣
L
, Hnt

∣∣
L
= −Hо

nt

∣∣
L
, Qn0

∣∣
L
= −Qо

n0

∣∣
L
, (7)

Nn = n21N1 + 2n1n2S + n22N2, Snt = n1n2(N1 −N2) + (n22 − n21)S,

Mn = n21M1 + 2n1n2H + n22M2, Hnt = n1n2(M1 −M2) + (n22 − n21)H,

Qn0 = n1Q10 + n2Q20.
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где Nn, Snt, Mn, Hnt, Qn0 – усилия и моменты на элементе длины разреза.
Первые два граничных условия (7) задаются для компонент безмоментного

термоупругого состояния, последние три – для компонент состояния термоупру-
гого изгиба пластины. При этом принято, что теплоизолированный разрез L уда-
лен на значительное расстояние от линии внешней границы пластины. Поэтому
пластина считается бесконечной, компоненты возмущенного термоупругого со-
стояния – равными нулю на внешнем контуре.

Решение задачи. Задачи теплопроводности (2) и термоупругости (3), (4)
будем решать с использованием двумерного интегрального преобразования Фу-
рье [12]. При этом

для прямого преобразования

F [G(x1, x2)] = G̃(ξ1, ξ2) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

G(x1, x2) exp
{
i(ξ⃗, x⃗)

}
dx1dx2, (8)

для обратного преобразования

F−1
[
G̃(ξ1, ξ2)

]
= G(x1, x2) =

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

G̃(ξ1, ξ2) exp
{
i(ξ⃗, x⃗)

}
dξ1dξ2, (9)

где G̃(ξ1, ξ2) – трансформанта функции G(x1, x2); ξ⃗ = (ξ1, ξ2) – координаты те-
кущей точки в пространстве трансформант; x⃗ = (x1, x2) – координаты текущей
точки в пространстве оригиналов; (ξ⃗, x⃗) = ξ1x1 + ξ2x2.

Компоненты возмущенного термоупругого состояния G = G(x1, x2), вызван-
ного наличием разреза, претерпевают скачки своих значений на линии L, поэто-
му трансформанты их частных производных будем находить по формуле [10]

F

[
∂G

∂xk

]
= (−iξk)G̃+

1

2π

∫
L

nk[G] exp
{
i(ξ⃗, x⃗′)

}
dL (k = 1, 2),

в которой [G] = G+−G− – скачок функции G при переходе через линию разреза
L, причем G± – это граничные значения функции G в соответствии с выбранным
направлением нормали n⃗; x⃗′ = (x′1, x

′
2) – координаты точки на линии разреза L;

(ξ⃗, x⃗′) = ξ1x
′
1 + ξ2x

′
2.

Тогда трансформанта двумерного оператора Лапласа примет вид

F [∆G] = −p2G̃− 1

2π

∫
L

{
i(ξ⃗, n⃗)[G]−

[
∂G

∂n

]}
exp

{
i(ξ⃗, x⃗′)

}
dL,

в котором p2 = ξ21 + ξ22 ; (ξ⃗, n⃗) = ξ1n1 + ξ2n2.
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По аналогии с [13] интегральные представления трансформант компонент
возмущённой температуры T̃k выберем в виде

T̃k =
1

2π

∫
L

(
B̃k0[T0] + B̃k1[T1]

)
exp

{
i(ξ⃗, x⃗′)

}
dL (k = 0, 1),

где

B̃km =
λ∗Mmk(λ

∗p2)

∆2(λ∗p2)
i(ξ⃗, n⃗) (k, m = 0, 1);

Mmk(µ) – алгебраическое дополнение элемента m-ой строки и k-го столбца мат-
рицы A−µE; A – матрица коэффициентов в системе уравнений (2); E – единич-
ная матрица второго порядка; µ – переменная в характеристическом уравнении
для матрицы A; ∆2(µ) – характеристический многочлен матрицы A:

∆2(µ) = det (A− µE) =
(
µ+ ρ20

) (
µ+ ρ21

)
;

ρ20, ρ21 – собственные значения матрицы A, взятые со знаком «–».
При обращении трансформант компонент возмущенного термоупругого со-

стояния согласно формуле (9) применена методика, основанная на использова-
нии специальной G-функции Gn,µ(z), которая выражается через функцию Мак-
дональда Kµ(z) [14]:

Gn,µ(z) =
(z
2

)µ−n
Kn+µ(z)−

1

2

n∑
k=1

(−1)n+kΓ(µ+ k)

(n− k)!

(
2

z

)2k

(n > 0, Reµ > −1,Rez > 0),

где Γ(µ) – гамма-функция.
Рассмотрим теперь прямолинейный теплоизолированный разрез длины 2l,

расположенный вдоль оси абсцисс симметрично относительно начала координат:

L = {(x1, x2) : |x1| ≤ l, x2 = 0} . (10)

В этом случае интегральные представления внутренних силовых факторов для
безмоментного термоупругого состояния (P 0

1 = N1, P 0
2 = N2, P 0

3 = S) имеют
вид

P 0
k (x1, x2) = − l

2π

1∫
−1

4∑
m=1

K0
km(x1 − ls, x2)ψ

0
m(s)ds (k = 1, 3), (11)

ψ0
1 =

d[u]

ds
, ψ0

2 =
d[v]

ds
, ψ0

3 = [T0] , ψ0
4 = [T1] ,

где s – координата точки на линии разреза (10).
Интегральные представления внутренних силовых факторов для состояния тер-
моупругого изгиба (P 1

1 =M1, P 1
2 =M2, P 1

3 = H, P 1
4 = Q10, P 1

5 = Q20) определя-
ются следующими формулами:

P 1
k (x1, x2) = − l

2π

1∫
−1

κ∑
m=1

K1
km(x1 − ls, x2)ψ

1
m(s)ds (k = 1, 5), (12)
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ψ1
1 =

d[γ1]

ds
, ψ1

2 =
d[γ2]

ds
, ψ1

3 =
d[w0]

ds
, ψ1

4 = [γ1], ψ1
5 = [γ2],

ψ1
6 = [T0] , ψ1

7 = [T1] ,

где κ = 7 для обобщенных изгибающих и крутящего моментов, κ = 5 для обоб-
щенных перерезывающих сил. В интегральных представлениях (11), (12) функ-
ции ψ0

3 = ψ1
6, ψ0

4 = ψ1
7 находятся как решение задачи теплопроводности (2),

(6).
Ядра в интегральных представлениях (11), (12) представляют собой линей-

ные комбинации специальных G-функций, например:

для безмоментного термоупругого состояния

K0
24(x1 − ls, x2) =

αx2
4

{
g0101(r) +

(
3− 4

x22
r2

)
g0211(r)

}
,

для состояния термоупругого изгиба

K1
11(x1 − ls, x2) = − x2

3r2

(
3− 2

x22
r2

)
+

+
Λ0x2
4

{
G1,0(ar) +

(
3− 4

x22
r2

)
G2,1(ar)

}
,

где

g0jkm(r) = C0m0Gj,k

(
ρ0√
λ∗
r

)
+ C0m1Gj,k

(
ρ1√
λ∗
r

)
,

C0mj =
1

λ∗

{
µMm0(µ)

2µ+ ρ20 + ρ21

} ∣∣∣∣
µ=−ρ2j

(m, j = 0, 1),

r =
√
(x1 − ls)2 + x22, a =

√
3Λ0(1 + ν).

С учетом интегральных представлений (11), (12) и граничных условий (7)
построены следующие системы сингулярных интегральных уравнений (СИУ),
из которых определяются искомые функции ψj

m(s):

для безмоментного термоупругого состояния

1

π

1∫
−1

ψ0
k(s)ds

s− ζ
= F 0

k (ζ) (k = 1, 2), (13)

для состояния термоупругого изгиба

1

2π

1∫
−1

ψ1
2(s)ds

s− ζ
+

1

2π

1∫
−1

E1
22(ζ − s)ψ1

2(s)ds = F 1
2 (ζ),
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1

2π

1∫
−1

ψ1
k(s)ds

s− ζ
+

1

2π

∑
m=1,3

1∫
−1

E1
km(ζ − s)ψ1

m(s)ds = F 1
k (ζ) (k = 1, 3), (14)

где E1
km(ζ−s) – разностные ядра, представляющие собой линейные комбинации

специальной G-функции и её первообразной IGn,µ(z), например:

E1
11(ζ − s) =

3

2
Λ0l

2(ζ − s)G2,0 (al|ζ − s|)+

+
3Λ0sign(ζ − s)

4a
{5IG0,0 (al|ζ − s|)− IG2,2 (al|ζ − s|)} .

Правые части СИУ (13), (14) представляют собой линейные комбинации ком-
понент основного термоупругого состояния в сплошной пластине (функции Gо)
на линии разреза (10) и интегралов от скачков компонент температуры [Tk],
разностные ядра в которых зависят от специальных G-функций, например:

F 0
1 (ζ) = −2Sо∣∣

x2=0
+

1

π

1∑
m=0

1∫
−1

D0
m(ζ − s)[Tm]ds,

D0
m(ζ − s) = −αδm0

ζ − s
+
αl2(ζ − s)

2
g020m (l|ζ − s|) ,

где δij – символ Кронекера.
Из условий непрерывности обобщенных перемещений на концах линии раз-

реза (10) следуют дополнительные ограничения на искомые функции:

1∫
−1

ψj
k(s)ds = 0, (15)

где k = 1, 2 для j = 0 и k = 1, 3 для j = 1.
После численного решения систем СИУ (13), (14) при ограничениях (15)

внутренние силовые факторы определяются из интегральных представлений
(11), (12).

Выражения КИН для поперечного и продольного сдвига получим путем
сравнения коэффициентов при особенности r−1/2 в ненулевых компонентах тен-
зора напряжений (1) с известными асимптотическими представлениями напря-
жений [15]. С учетом свойств полиномов Лежандра Pk = Pk(x3) найдем мак-
симальные по модулю значения КИН для поперечного (Kmax

II ) и продольного
(Kmax

III ) сдвига:

Kmax
II =

√
πhlE

4
lim
s→1

{
1∑

m=0

|ψm
1 (s)|

√
1− s2

}
,
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Kmax
III =

3
√
πhlEΛ0

8
lim
s→1

{∣∣ψ1
3(s)

∣∣√1− s2
}
. (16)

Описание численных исследований. Были проведены численные иссле-
дования для оценки влияния интенсивности теплообмена с внешней средой и
трансверсальных механических характеристик материала, а именно парамет-
ра сдвиговой податливости E/G′, на коэффициенты интенсивности температур-
ных напряжений для поперечного и продольного сдвига (16). Рассматривался
разрез средней длины (l = 3) в трансверсально-изотропной пластине, находя-
щейся в условиях верхнего одностороннего теплообмена с окружающей средой
(Bi+ = Bi, Bi− = 0). Интенсивность теплообмена варьировалась в широком
диапазоне параметра теплообмена Bi, от lgBi = −3 до lgBi = 1. Коэффициент
Пуассона принимался равным ν = 0,3.

Для анализа поведения температурных КИН, обусловленных лишь возму-
щённым температурным полем, предполагалось отсутствие внутренних сило-
вых факторов основного термоупругого состояния. Такая ситуация реализует-
ся, в частности, при наличии основного температурного поля, изменяющегося
по линейному закону [16], и отсутствии внутренних силовых факторов, обуслов-
ленных силовыми компонентами основного состояния.

Расчёты проведены для случая распространения однородного теплового по-
тока перпендикулярно линии разреза, т. е. действия следующего градиента сред-
ней температуры основного температурного поля на линии разреза:

∂T о
0

∂x2

∣∣∣∣
x2=0

= q0 = const ̸= 0;
∂T о

1

∂x2

∣∣∣∣
x2=0

= 0.

Результаты численных исследований представлены на рис. 1 и рис. 2 в виде
графиков зависимостей максимальных относительных значений КИН от вели-
чины теплообмена при различных значениях параметра сдвиговой податливости
E/G′.

На рис. 1 изображены графики максимальных относительных значений КИН
для поперечного сдвига Kmax

II , а на рис. 2 – графики максимальных относитель-
ных значений КИН для продольного сдвига Kmax

III . Значения КИН даны с точ-
ностью до величины K∗ = αq0E

√
lh/4, которая соответствует значению КИН в

изотропной пластине без теплообмена при действии однородного потока тепла
интенсивности q0 перпендикулярно линии разреза [17]. Кривым 1 – 5 на ри-
сунках соответствуют следующие значения параметра сдвиговой податливости
E/G′ : 2,6; 4; 8; 14; 100 соответственно.

Из полученных графиков следует, что увеличение интенсивности односто-
роннего теплообмена приводит к уменьшению КИН для поперечного сдвига и
увеличению КИН для продольного сдвига. Это обусловлено тем, что с увели-
чением разности температур на верхней и нижней лицевых поверхностях пла-
стины средняя температура T0 убывает, а температурный момент T1, характе-
ризующий величину изменения температуры по толщине пластины, возрастает.
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Рис. 1. Графики изменения КИН для поперечного сдвига

Поэтому изменяются и скачки этих величин на линии разреза, от которых за-
висят соответствующие температурные КИН.

Полученные результаты свидетельствуют о том, что анизотропные свойства
трансверсально-изотропных пластин проявляются не только для внутренних си-
ловых факторов, характеризующих состояние изгиба, но и для силовых фак-
торов, характеризующих плоское напряженное состояние (рис. 1). В послед-
нем случае это наблюдается только при сильном одностороннем теплообмене
(lgBi ≥ 0).

Характер одностороннего теплообмена приводит к тому, что термоупругие
изгибающие моменты и, как следствие, КИН для продольного сдвига существен-
но зависят от механических свойств материала пластины в поперечном направ-
лении. Этот эффект наблюдается в широком диапазоне величины теплообмена
с окружающей средой (рис. 2).

Кривые 1 на рис. 1 и рис. 2 соответствуют значениям параметра сдвиговой
податливости 0 и 2,6. Первое значение относится к случаю пластины с беско-
нечной сдвиговой жесткостью (классическая теория Киргофа). Второе значе-
ние отвечает характеристикам изотропной пластины по теории типа Тимошен-
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Рис. 2. Графики изменения КИН для продольного сдвига

ко ({1,0}-аппроксимация). Поэтому можно заключить, что классическая теория
изотропных пластин дает сопоставимые по точности результаты с теорией типа
Тимошенко при термоупругом изгибе изотропных пластин.

Из рис. 2 следует, что с увеличением податливости материала на сдвиг значе-
ния КИН для продольного сдвига уменьшаются и стремятся к нулю. Такой ха-
рактер поведения соответствует физической картине процесса, поскольку увели-
чение параметра сдвиговой податливости связано с уменьшением модуля сдвига
в плоскостях, перпендикулярных к плоскости изотропии (G′). Уменьшаются и
касательные напряжения в этих плоскостях. При E/G′ → ∞ касательные на-
пряжения исчезают и КИН для продольного сдвига равен нулю. Необходимо
заметить, что максимальные относительные значений КИН для продольного
сдвига Kmax

III на два порядка меньше чем аналогичные значения для попереч-
ного сдвига Kmax

II . Однако следует учитывать, что если КИН для поперечного
сдвига уменьшаются, то КИН для продольного сдвига увеличиваются с увели-
чением интенсивности теплообмена с окружающей средой.

Выводы. Решена задача термоупругости для трансверсально-изотропных
пластин с теплоизолированным разрезом, на линии которого действует одно-
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родный тепловой поток. Рассмотрен случай верхнего одностороннего теплооб-
мена с внешней средой. Использованы уравнения обобщенной теории в вари-
анте {1,0}-аппроксимации. Задача решена методом двумерного интегрального
преобразования Фурье. Получены интегральные представления компонент воз-
мущенного термоупругого состояния. С использованием граничных условий на
линии разреза задача сведена к системам СИУ, которые решены прямым числен-
ным методом. Исследована зависимость температурных КИН от интенсивности
теплообмена и параметра сдвиговой податливости трансверсально-изотропного
материала. Показано, что с увеличением интенсивности теплообмена КИН для
поперечного сдвига уменьшаются, а КИН для продольного сдвига увеличивают-
ся, что является обоснованием необходимости проведения прочностных расчетов
в случае одностороннего теплообмена.

Работа выполнена в рамках государственного задания «Алгоритмизирован-
ные численно-аналитические методы исследования моделей комплексного де-
формирования инновационных материалов и конструкций с усложненными свой-
ствами» (№ FRRE-2026-0021).
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N.S. Bondarenko, A.S. Goltsev
Investigation of the influence of heat exchange on the thermoelastic state of a
transversally-isotropic plate with a heat-insulated cut under one-sided heat exchange.
Based on the generalized theory in the variant of {1,0}-approximation, the thermoelastic state of
a transversally-isotropic plate with a heat-insulated cut is investigated. The action of a uniform
heat flow of the main temperature field on the cut line under upper one-sided heat exchange with
the external environment is considered. Numerical investigations of the influence of heat exchange
intensity and shear compliance parameter of transversally-isotropic material on stress intensity
factors are carried out.
Keywords: transversally-isotropic, {1,0}-approximation, Legendre polynomials, uniform heat flow,
Biot criterion, shear compliance parameter, stress intensity factors.
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АНАЛИЗ ПРОЦЕССА РАСПРОСТРАНЕНИЯ СДВИГОВЫХ
ИНТЕРФЕЙСНЫХ ВОЛН У ГРАНИЦЫ КОНТАКТА
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-
ГРАДИЕНТНЫХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Представлены результаты исследований по получению и численному анализу аналитической
формы дисперсионного соотношения, описывающего распространение локализованных сдви-
говых интерфейсных волн в волноводе из идеально контактирующих трансверсально-изотроп-
ных функционально-градиентных неоднородных по толщине полупространств. Для описа-
ния поперечной неоднородности полупространств использовалась двойная экспоненциальная
функция. В результате численных исследований данной модели установлен факт существова-
ния локализованных сдвиговых интерфейсных волн и определены граничные значения пара-
метров неоднородности полупространств, при которых возможно наблюдать данный тип волн
в рассматриваемой волноводной структуре. Для частных случаев неоднородности рассчитаны
дисперсионные спектры локализованных сдвиговых интерфейсных волн.
Ключевые слова: волновое деформирование, непрерывно неоднородная функционально-
градиентная среда, сдвиговые интерфейсные волны, двойная экспоненциальная приповерх-
ностная неоднородность, моды дисперсионного спектра.

Введение. Анализ процессов волнового деформирования упругих сред и
элементов конструкций является многоплановым, актуальным направлением
исследований в механике деформируемого твердого тела. Исследования в этой
области [1–3] представляют теоретический фундаментально-научный интерес и
поддерживают развитие широкого ряда современных наукоемких высокотех-
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нологичных научно-производственных отраслей и критических технологий. В
частности, вопрос разработки численно-аналитических методов анализа поверх-
ностных и интерфейсных волн деформации сохраняет высокую степень акту-
альности ввиду высокой востребованности результатов этих исследований при-
ложениями в областях акустоэлектроники, ультраакустической диагностики и
сейсмоакустики [4].

В последние годы класс задач по изучению волн Рэлея, Лява, Стоунли и
Гуляева-Блюстейна существенно расширился в связи с использованием новых
моделей динамического деформирования, учетом усложненных свойств матери-
алов, заданием различных модификаций краевых условий и форм удержива-
ющих поверхностей волноводов, учетом эффектов электорупругости, магнито-
упругости, термоупругости и их сочетаний [2]. В частности, актуальными для
дальнейших исследований оказались модели волнового деформирования непре-
рывно неоднородных функционально-градиентных сред [5, 6]. При этом одним
из эффективных способов описания приграничных свойств неоднородных ком-
позитных материалов остается использование двойного экспоненциального за-
кона [7, 8].

Для полубесконечных однородных упругих тел при задании на их поверх-
ностях различных краевых условий чисто сдвиговые локализованные упругие
волны не существуют. Однако, если материалы полупространств являются элек-
троупругими, возможно появление сдвиговых электроупругих волн Гуляева-
Блюстейна. В монографии [3] без детализированных исследований отмечено,
что возникновение сдвиговых поверхностных волн возможно у свободной гра-
ницы неоднородного по параметру плотности полубесконечного тела.

Представляемое исследование посвящено решению вопроса о существовании
сдвиговых интерфейсных волн у границы контакта разнотипных неоднородных
полупространств из композитных материалов, физико-механические свойства
которых изменяются по толщине согласно двойному экспоненциальному зако-
ну. Получено дисперсионное соотношение для исследуемой модели волнового
деформирования, а также в результате численных исследований определены
граничные значения параметров неоднородности полупространств, при которых
возможно наблюдать данный тип волн в рассматриваемом волноводе. Получен
ряд дисперсионных спектров интерфейсных сдвиговых волн для различных ва-
риантов задания параметров неоднородности.

Постановка задачи. Рассмотрим волноводную структуру образованную
двумя идеально контактирующими разнородными приповерхностно-неоднород-
ными трансверсально-изотропными полупространствами Ω+ и Ω− (рис.1):

Ω+ = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≤ x3 <∞},

Ω− = {(x1, x2) ∈ R2, −∞ < x3 ≤ 0}.

Физико-механические характеристики материалов волновода описываются со-
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отношениями:

c+ij = c+ij0 · φ+(λ+, β+, x3) (ij = 44, 66), ρ+ = ρ+0 · φ+(λ+, β+, x3),

φ+(λ+, β+, x3) = exp(λ+ exp(−β+x3)), β+ > 0;

c−ij = c−ij0 · φ−(λ−, β−, x3) (ij = 44, 66), ρ− = ρ−0 · φ−(λ−, β−, x3),

φ−(λ−, β−, x3) = exp(λ− exp(−β−x3)), β− < 0. (1)

Здесь c+ij0, c
−
ij0, ρ

+
0 , ρ−0 – отнесенные к нормирующим параметрам c∗ и ρ∗ безраз-

мерные опорные значения модулей упругости и плотности; λ, β – действитель-
нозначные параметры неоднородности.

Рис. 1.

В связи с тем, что в рассматриваемой модели в качестве направления рас-
пространения исследуемых волн с волновым числом k и циклической часто-
той ω без ограничения общности рассматривается координатное направление
Ox1, комплексные функции волновых перемещений в верхнем полупространстве
u+j (x1, x3, t) и нижнем полупространстве u−j (x1, x3, t) представим соответственно
в форме

u+2 (x1, x3, t) = u+20(x3) exp(−i(ωt− kx1)), u+1 (x1, x3, t) ≡ u+3 (x1, x3, t) ≡ 0;

u−2 (x1, x3, t) = u−20(x3) exp(−i(ωt− kx1)), u−1 (x1, x3, t) ≡ u−3 (x1, x3, t) ≡ 0. (2)

Амплитудные функции поперечной координаты u+20(x3) и u−20(x3) в
представлениях (2) в рамках рассматриваемой модели найдем как базисные ре-
шения обыкновенного дифференциального уравнения с переменными коэффи-
циентами

−k2c660u20(x3)− c440λβe
−βx3u′20(x3) + c440u

′′
20(x3) + ρ0ω

2u20(x3) = 0. (3)

Условие идеального механического контакта предполагает равенство соот-
ветствующих волновых перемещений и динамических напряжений на границе
x3 = 0:

u+20(0) = u−20(0), σ+230(0) = σ−230(0). (4)
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Получение основного дисперсионного соотношения. Преобразуем ам-
плитудное уравнение (4) к унифицированному виду

f ′′ − α2f = γe−βx3f ′, f = u20(x3), (5)

где
α2 = (c660k

2 − Ω2
S)/c440, γ = λβ,

и применим алгоритм последовательных приближений [7], описываемый соот-
ношениями

f = f0 + f1 + f2 + f3 + ...+ fp + ...,

f ′′0 − α2f0 = 0, f ′′2 − α2f2 = γe−βx3f ′1, . . . , f
′′
n − α2fn = γe−βx3f ′n−1. (6)

На начальном шаге реализации этого алгоритма запишем представление

f0 = c+A0e
αx3 + c−A0e

−αx3 , A0 = 1,

с произвольными коэффициентами c+, c−, а затем строим два базисных част-
ных решения (5), отвечающих выбору f0 = A0e

αx3 и f0 = A0e
−αx3 . В конечном

итоге для амплитудных функций волновых перемещений и динамических на-
пряжений на граничных поверхностях в контактирующих полупространствах
получим

u+20 = eα±x3 +

∞∑
n=1

γn+[

n∏
p=1

(α+ − (p− 1)β+)((α+ − pβ+)
2 + α2

+)
−1]e(α+−nβ+)x3 ,

α2
± = (ω̃2

± − c±660k
2)/c±440 Reα± > 0, ω̃2

± = ρ±0 ω
2h2∗/c∗, γ± = λ±β± (7)

σ±230(x3) = c±440 exp(λ± exp(−β±x3))(u±20(x3))
′, (8)

где
(u±20(x3))

′ = ∓α±e
∓α±x3+

+

∞∑
n=1

∓α±γ
n
±[

n∏
p=1

(∓α± − pβ±)((∓α± − pβ±)
2 + α2

±)
−1]e(∓α±−nβ±)x3 . (9)

Тогда следующее из условий идеального механического сопряжения полу-
пространств V+ и V− дисперсионное соотношение для интерфейсных волн сдвига
вдоль поверхности их контакта можно записать в виде

(1 +

∞∑
n=1

γn+[

n∏
p=1

(−α+ − (p− 1)β+)((−α+ − pβ+)
2 + α2

+)
−1])·

·c−440 expλ−(α− +

∞∑
n=1

α−γ
n
−[

n∏
p=1

(α− − pβ−)((α− − pβ−)
2 + α2

−)
−1])−
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−(1 +

∞∑
n=1

γn−[

n∏
p=1

(α− − (p− 1)β−)((α− − pβ−)
2 + α2

−)
−1])·

·c+440 expλ+(−α++
∞∑
n=1

−α+γ
n
+[

n∏
p=1

(−α+−pβ+)((−α+−pβ+)
2+α2

+)
−1]) = 0. (10)

Описание результатов численных исследований. Численные исследо-
вания проводились для волновода с безразмерными значениями модулей упру-
гости и плотности

c+440 = c−440 = 4, c+660 = c−660 = 2, ρ+0 = ρ−0 = 4, (11)

для частного случая, когда одно из полупространств однородное, а второе неод-
нородное. Неоднородность второго полупространства задавалась всеми возмож-
ными парами, указанных в таблице, варьируемых параметров λ и β.

Таблица
λ 0 2.00 4.00 8.00 10.00 12.0 15.0 18.0 20.0
β 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 1.5 2.0 4.0

Для каждого варианта задания неоднородности второго полупространства
находились, если такие существуют, корни дисперсионного соотношения (10).
Построена интерполирующая кривая, делящая плоскость всех возможных зна-
чений пары (λ, β)на две полуплоскости Φ+ и Φ− отвечающие областям суще-
ствования и отсутствия корней дисперсионного уравнения (10) соответственно
(рис.2).

Рис. 2.
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На рис. 3 и рис. 4 приведены дисперсионные спектры локализованных сдви-
говых интерфейсных волн для частных случаев неоднородности с параметрами
λ = 10, β = 1 и λ = 20, β = 1 соответственно. На данных графиках наблюда-
ем увеличение количества мод исследуемых волн в рассматриваемом диапазоне
частот при существенном наращивании абсолютного значения параметра λ.

Рис. 3.

Рис. 4.
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На основании выше описанных расчетов можно сделать вывод, что на су-
ществование корней дисперсионного уравнения (10) в большей мере влияет зна-
чение параметра β. В то время как параметр λ оказывает влияние на частоту
запирания и кучность мод дисперсионного спектра исследуемых волн в случае
их существования.

Заключение. Таким образом, разработана численно-аналитическая мето-
дика анализа эффектов существования локализованных интерфейсных сдвиго-
вых волн вдоль границы контакта двух разнородных полупространств из транс-
версально-изотропных функционально-градиентных материалов с пригранич-
ной двойной экспоненциальной неоднородностью. В результате численного ана-
лиза определены границы изменения параметров неоднородности, при которых
вдоль поверхности контакта разнородных полупространств с данными свойства-
ми возможно существование сдвиговых интерфейсных волн. Для частных случа-
ев задания физико-механических параметров волноводов приведены фрагменты
дисперсионных спектров упругих сдвиговых интерфейсных волн.

Работа выполнена в рамках государственного задания «Алгоритмизирован-
ные численно-аналитические методы исследования моделей комплексного де-
формирования инновационных материалов и конструкций с усложненными свой-
ствами» (№ FRRE-2026-0021).
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transversely isotropic functionally graded half-spaces.
The results of investigations on the derivation and numerical analysis of the analytical form of the
dispersion relation describing the propagation of localized shear interfacial waves in a waveguide
composed of perfectly bonded transversely isotropic functionally graded half-spaces with thickness
inhomogeneity are presented. A double exponential function was used to describe the transverse
inhomogeneity of the half-spaces. Numerical studies of the proposed model revealed the existence
of localized shear interfacial waves and allowed the determination of the limiting values of the
inhomogeneity parameters of the half-spaces at which this type of wave can be observed in the
considered waveguide structure. For particular cases of inhomogeneity, dispersion spectra of localized
shear interfacial waves were calculated.
Keywords: wave deformation, continuously inhomogeneous functionally graded medium, shear
interfacial waves, double exponential near-surface inhomogeneity, dispersion spectrum modes.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ОТВЕРСТИЯМИ И ТРЕЩИНАМИ

Приведено решение задачи об антиплоской деформации полупространства с произвольны-
ми цилиндрическими эллиптическими полостями и плоскими трещинами. С использованием
комплексного потенциала антиплоской деформации, построенного на основе решения задачи
для многосвязного полупространства методом интегралов типа Коши, разложения функций в
ряды Лорана и удовлетворения граничным условиям обобщенным методом наименьших квад-
ратов задача сведена к решению переопределенной системы линейных алгебраических урав-
нений методом сингулярного разложения. Описаны результаты численных исследований для
полупространства с круговой полостью, в том числе пересекающей плоскую поверхность, с
круговой полостью и краевой плоской трещиной из нее в перемычке, в том числе выходящей
на плоскую поверхность полупространства.
Ключевые слова: антиплоская деформация, комплексный потенциал, отверстия,
трещины, обобщенный метод наименьших квадратов.

Введение. В различных областях современной науки и техники в качестве
элементов конструкций используются тела с отверстиями и трещинами из анизо-
тропных композиционных материалов [1–4]. Под действием различных внешних
сил около таких отверстий и трещин могут возникать высокие концентрации на-
пряжений, что нужно учитывать при проектировании и эксплуатации конструк-
ций. Это актуально и в случаях, когда указанные тела находятся в состоянии
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антиплоской деформации.
Для решения задач об определении напряженного состояния многосвязных

тел при их антиплоской деформации часто используется комплексный потенци-
ал. С использованием этой функции проведены различные исследования [5–8].
Но все эти исследования проведены для конечных или бесконечных тел.

В данной статье с использованием комплексного потенциала антиплоской
деформации решена задача для полупространства с произвольными эллипти-
ческими полостями и плоскими трещинами, в том числе с пересекающимися
поверхностями и выходящими на плоскую поверхность полупространства. Опи-
саны результаты численных исследований для полупространства с круговой по-
лостью, с круговой полостью и краевой трещиной из нее. Рассмотрены случаи
выхода этих структур на плоскую поверхность полупространства (выемов кру-
гового и плоского).

Решение для многосвязного полупространства. Рассмотрим

Рис. 1.

находящееся в состоянии антиплоской
деформации полупространство с эл-
липтическими полостями так, что в
поперечном его сечении получается
нижняя полуплоскость с прямолиней-
ной границей L+ и эллиптическими
отверстиями с контурами Ll и полу-
осями al, bl

(
l = 1,L

)
(рис. 1). Некото-

рые из эллипсов могут переходить в
прямолинейные разрезы с полуосями
bl = 0.

Выберем основную систему координат Oxy с началом в произвольной точке
полуплоскости и осью Ox, параллельной прямолинейной границе. Обозначим
область, занимаемую многосвязной полуплоскостью через S, прямолинейную
границу через L+, расстояние от начала координат до прямолинейной границы
через h+.

На конечном отрезке [c+, d+] границы L+ действуют распределенные внеш-
ние усилия τyz, контуры отверстий Ll загружены распределенными внешними
касательными усилиями τl с главными векторами Pl (0, 0, Zl) или жестко под-
креплены, на бесконечности полупространство находится под действием каса-
тельных усилий τ∞xz = τ и в силу незагруженности прямолинейной границы
τ∞yz = 0. Кроме того, во внутренних точках z0r

(
x0r , y

0
r

) (
r = 1, R

)
полупростран-

ства действуют сосредоточенные силы P 0
r

(
0, 0, Z0

r

)
.

Отнесем эллипсы Ll к локальным системам координат Olxlyl с началами в
их центрах и направлениями осей Oxl вдоль полуосей al так, что в локальной
и основной системах координат параметрические уравнения эллипса Ll будут
такими:

xl = al cos θ, yl = bl sin θ; (1)
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x = x0l + xl cosφl − yl sinφl,

y = y0l + xl sinφl + yl cosφl;
(2)

где θ – параметр параметрического задания эллипса Ll, изменяющийся от 0 до
2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы координат Olxlyl в основной
системе координат Oxy; φl – угол между направлениями осей Ox и Olxl, отсчи-
тываемый от оси Ox против часовой стрелки. Некоторые из эллипсов могут
быть прямолинейными разрезами. При наличии отверстий с криволинейными
контурами эти контуры можно аппроксимировать совокупностями дуг эллипсов
или берегов разрезов.

Если задачу об определении напряженно-деформированного состояния рас-
сматриваемого полупространства решать методом комплексных потенциалов, то
она сводится к нахождению функции Φ3(z3) обобщенной комплексной перемен-
ной [5–7]

z3 = x+ µ3y, (3)

где µ3 – один из корней характеристического уравнения

a55µ
2 − 2a45 µ+ a44 = 0 (4)

aij – коэффициенты деформаций материала полупространства (второй корень
этого уравнения в силу вещественности коэффициентов aij равен µ3). При этом
комплексный потенциал должен удовлетворять граничному условию

2ReΦ3(z3) = ±
s∫

0

Znlds+ cl (5)

в случае задания на контуре Ll усилий Znl или условию

2Re p3Φ3(z3) = w∗
l (6)

при задании на границе перемещения w∗
l . При этом верхний знак перед инте-

гралом берется для границы полуплоскости (при обходе заданной области по
часовой стрелке), нижний знак – для контуров отверстий и трещин.

Исходя из общего представления комплексного потенциала антиплоской де-
формации [7], в рассматриваемом случае функция Φ3(z3) имеет вид [8]

Φ3 (z3) = Γ3z3 +N3(z3) + Φ+
30 (z3) +

L∑
l=1

Φ3l (z3), (7)

в котором

N3(z3) =

L∑
l=1

A3l ln (z3 − z3l) +

R∑
r=1

A0
3r ln

(
z3 − z03r

)
; (8)

Γ3, A3l, A0
3r – постоянные, определяемые решением систем уравнений

2Re (µ3, −1) Γ3 =
(
τ∞
xz
, τ∞

yz

)
; (9)
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2Re (1, µ3) iA3l =

(
−1,

a45
a55

)
Zl

2π
; (10)

2Re (1, µ3) iA
0
3r =

(
−1,

a45
a55

)
Z0
r

2π
; (11)

Φ+
30 (z3) – функция, голоморфная в нижней полуплоскости S3, получаемой из за-

данной области S аффинным преобразованием (3); Φ3l (z3)
(
l = 1,L

)
– функции,

голоморфные в многосвязной области S3 с контурами L3l, соответствующими
контурам Ll при аффинном преобразовании (3). Для представления этих функ-
ций используем конформные отображения.

Отобразим конформно внешности единичных кругов |ζ3l| ≥ 1 на внешности
контуров L3l, используя формулы [9]

z3 = z3l +R3l

(
ζ3l +

m3l

ζ3l

)
, (12)

где
z3l = x0l + µ3 y0l,

R3l =
al (cosφl + µ3 sinφl) + ibl (sinφl − µ3 cosφl)

2
,

m3l =
al (cosφl

+ µ3 sinφl)− ibl (sinφl − µ3 cosφl)

2R3l
.

(13)

Тогда функции Φ3l (z3), голоморфные вне L3l, будут голоморфными вне кру-
гов |ζ3l| ≥ 1 и их можно разложить в ряды Лорана вида

Φ3l (z3) =
∞∑
n=0

a3ln
ζn3l

. (14)

Для точек прямолинейной границы L+ имеем

x = t, y = h+, z = x+ iy = t+ ih+,

z3 = t3 = x+ µ3y = t+ µ3h
+,

z3 = t3 = x+ µ3y = t+ µ3h
+ = t3 + (µ3 − µ3)h

+.

(15)

Подставив функции (7) в граничные условия (5) на прямолинейной границе
L+, получим равенство

Φ+
30 (t3)+Φ+

30

(
t3+(µ3−µ3)h+

)
= f+3 (t)−N3 (t3)−N+

3

(
t3 + (µ3 − µ3)h

+
)
−

−
L∑
l=1

[
Φ3l (t3) + Φ+

3l

(
t3 + (µ3 − µ3)h

+
)]
,

(16)
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в котором

f+3 (t) = − 1

µ3 − µ3

∫
[c+, d+]

τyzdt+ c,

N+
3

(
t3 + (µ3 − µ3)h

+
)
=

L∑
l=1

A3l ln
(
t3 + (µ3 − µ3)h

+ − z3l
)
+

+
R∑

r=1

A0
3r ln

(
t3 + (µ3 − µ3)h

+ − z03r

)
.

Функции Φ+
30 (t3), N+

3 (t3 + (µ3 − µ3)h
+), Φ+

3l (t3 + (µ3 − µ3)h
+) являются

граничными значениями соответствующих функций, голоморфных в нижней
полуплоскости S3, поэтому интегралы типа Коши от них по прямой L+

3 , соответ-
ствующей L+, восстанавливают эти функции в области S3. Функции
Φ+
30 (t3 + (µ3 − µ3)h

+), N3 (t3), Φ3l (t3) являются граничными значениями соот-
ветствующих функций, голоморфных в верхней полуплоскости и имеющих осо-
бенности в нижней полуплоскости, поэтому интегралы типа Коши от них равны
нулю. Учитывая это и вычисляя интегралы типа Коши от обеих частей равен-
ства (16), найдем

Φ+
30 (z3) = f+3 (z3)−N+

3

(
z3 + (µ3 − µ3)h

+
)
−

L∑
l=1

Φ+
3l

(
z3 + (µ3 − µ3)h

+
)
, (17)

где

f+3 (z3) = − 1

µ3 − µ3

∫
[c+, d+]

Z+
n dt+ c; (18)

N+
3

(
z3 + (µ3 − µ3)h

+
)
=

=

L∑
l=1

A3l ln
(
z3 + (µ3 − µ3)h

+ − z3l
)
+

R∑
r=1

A0
3r ln

(
z3 + (µ3 − µ3)h

+ − z03r

)
;

(19)

Φ+
3l

(
z3 + (µ3 − µ3)h

+
)
=

∞∑
n=1

a3ln(
ζ+3l
)n ; (20)

z3 = z3 l − (µ3 − µ3)h
+ +R3l

(
ζ+3l +

m3l

ζ+3l

)
, (21)

z3l = x0l + µ3 y0l,

R3l =
al (cosφl + µ3 sinφl)− ibl (sinφl − µ3 cosφl)

2
,

m3l =
al (cosφl

+ µ3 sinφl) + ibl (sinφl − µ3 cosφl)

2R3l

.
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При этом учтено, что

τ∞xz = τ, τ∞yz = 0,

Γ3t3 + Γ3 t3 = Γ3t3 + Γ3t3 + Γ3(µ3 − µ3)h
+ = Γ3(µ3 − µ3)h

+
(22)

и то, что интеграл типа Коши от выражения (22) по бесконечной прямой L+
3

равен постоянной, которую можно не включать в восстанавливаемую функцию.
Окончательно, для комплексного потенциала (7) получим выражение

Φ3(z3) = Γ3z3 + f+3 (z3) +N3(z3)−N+
3

(
z3 + (µ̄3 − µ3)h

+
)
+

+
L∑
l=1

∞∑
n=1

(
a3ln
ζn3l

− a3ln(
ζ+3l
)n
)
,

(23)

в котором неизвестными являются только коэффициенты a3ln. Эти коэффици-
енты определим из граничных условий на контурах отверстий и трещин.

Комплексный потенциал (23) точно удовлетворяет граничным условиям на
прямолинейной границе полуплоскости, а граничные условия на контурах от-
верстий и трещин используются для определения коэффициентов рядов a3ln.

Но, если отверстия и трещины выходят на прямолинейную границу полу-
плоскости, то применять метод интегралов типа Коши по бесконечной прямой в
том виде, в какой он использовался при получении выражения (23), невозмож-
но. В этом случае и на этой границе можно использовать обобщенный метод
наименьших квадратов. При таком подходе функцию Φ+

30 (z3), голоморфную в
нижней полуплоскости, на основе (23) можно выбрать в виде сумм рядов Лорана
для воображаемых отверстий в верхней полуплоскости

Φ+
30 (z3) =

L∑
l=1

∞∑
n=1

b3ln(
ζ+3l
)n

с неизвестными коэффициентами b3ln. Тогда для комплексного потенциала (7)
будем иметь выражение

Φ3 (z3) = Γ3z3 + f+3 (z3) +N3(z3) +

L∑
l=1

∞∑
n=1

(
φ3ln(z3)a3ln + φ+

3ln (z3) b3ln
)
, (24)

в котором

φ3ln(z3) =
1

ζn3l
, φ+

3ln (z3) =
1(
ζ+3l
)n (

l = 1,L
)
. (25)

В таком случае неизвестные коэффициенты a3ln и b3ln нужно определять из
граничных условий на контурах отверстий и на прямолинейной границе. Этим
условиям будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квадратов,
используя дифференциальную форму граничных условий. Чтобы получить эту
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форму, продифференцируем граничные условия (5), (6) с учетом выражений
(24), (25) по дуге контура, получим

2Re δ3,sΦ
′
3(t3) = ±Zn; (26)

2Re p3δ3,sΦ
′
3(t3) = 0, (27)

где δ3,s = dt3
ds ,

Φ′
3 (z3) = Γ3 + f ′

+
3 (z3) +N ′

3(z3) +

L∑
l=1

∞∑
n=1

(
φ′

3ln(z3)a3ln + φ′+
3ln (z3) b3ln

)
(28)

N ′
3 (z3) =

L∑
l=1

A3l

z3 − z3l
+

R∑
r=1

A0
3r

z3 − z03r
,

φ′
3ln (z3) = − n

R3lζ
n−1
3l

(
ζ23l −m3l

) , φ′+
3ln (z3) = − n

R3l

(
ζ+3l
)n−1

((
ζ+3l
)2 −m3l

) ; (29)

a3ln, b3ln – неизвестные коэффициенты рядов Лорана, которые найдем из диф-
ференциальных граничных условий (26) или (27) на прямолинейной границе
и на контурах отверстий обобщенным методом наименьших квадратов [10–12].
Для этого на «коллокационном» отрезке прямолинейной границы L+, в каче-
стве которого нужно брать отрезок, где значительно влияние отверстий на на-
пряженное состояние около этой прямой, и на каждом из контуров Lp

(
p = 1,L

)
выберем систему точек Mm (xm, ym), в которых удовлетворим соответствующим
граничным условиям. Для определения неизвестных постоянных a3ln, b3ln полу-
чится следующая система линейных алгебраических уравнений:

2Re
L∑
l=1

∞∑
n=1

g3mδ3,s

(
φ′

3ln(t3m) a3ln + φ′+
3ln(t3m) b3ln

)
=

= f(t3m)− 2Re g3mδ3,s

(
Γ3 + f ′

+
3 (t3m) +N ′

3(t3m)
)
,

(30)

где g3 = 1, f (t3m) = −Znm в случае первой основной задачи, g3m = pm,
f (t3m) = 0 в случае второй основной задачи.

Систему (30) будем решать методом сингулярного разложения [13, 14]. После
ее решения постоянные a3ln, b3ln, а следовательно, и комплексный потенциал
(24) будут известными и в любой точке тела можно найти основные касательные
напряжения

(τxz, τyz) = 2Re (µ3, −1)Φ′
3(z3), (31)

а по ним и касательные напряжения

τnz = τxz cosnx+ τyz cosny,

τsz = −τxz cosny + τyz cosnx
(32)
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на произвольной площадке с нормалью n и касательной s. При этом, если неко-
торый эллипс Ll

(
l = 1, L

)
переходит в прямолинейный разрез (трещину) при

bl = 0, то для его концов можно вычислить и коэффициенты интенсивности
напряжений (КИН) k±3l, используя формулу [15]

k±3l = −2Re (µ3 cosny + cosnx) M3l = −2Re (µ3 sinφl + cosφl)M3l, (33)

в которой

M3l = −
√
al

2R3l

∞∑
n=1

(±1)n+1na3ln, (34)

причем знаки «+» и «−» у КИН в локальной системе координат относятся к
правому и левому концам трещины соответственно.

Описание результатов численных исследований. При проведении чис-
ленных исследований количество членов в бесконечных рядах (24) для каждого
отверстия Ll и точек Mm на этих контурах и на «коллокационном отрезке» пря-
молинейной границы, для которых составлялись уравнения (30), увеличивалось
до тех пор, пока граничные условия на контурах отверстий и на прямолинейной
границе не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точности (модуль
абсолютной погрешности не превышал 10−3). В описываемых ниже случаях для
такого удовлетворения граничным условиям необходимо было в указанных ря-
дах оставлять от 20 до 120 членов, на каждом из контуров отверстий и на «кол-
локационном отрезке» прямолинейной границы брать от 100 до 800 «коллокаци-
онных точек». При этом в качестве «коллокационного отрезка» на прямолиней-
ной границе брался отрезок длины 2–3 диаметра отверстия с центром в точке,
где наиболее существенно влияние отверстий и трещин на значения отверстий
около прямолинейной границы.

В табл. 1 для полупространства с круговой полостью радиуса a1 (рис. 2), на-
ходящего на бесконечности под действием усилий τ∞xz = τ , с точностью

Рис. 2.

до множителя τ приведены значения ка-
сательных напряжений в некоторых ха-
рактерных точках полупространства в
зависимости от отношения c1/a1, где
c1 – длина перемычки между кон-
туром полости и границей полупро-
странства. При этом характерными бы-
ли точки A(0;−a1), B(a1; 0), C(0; a1),
D(0; a1 + c1/2), E+(0; a1 + c1),
L+(a1; a1+ c1), M+(2a1; a1+ c1). На рис. 4
для некоторых значений c1/a1 изображе-
ны графики распределения напряжений
τsz по контуру отверстия в зависимости от центрального угла θ, отсчитываемого
от оси Ox против часовой стрелки, а на рис. 5 даны графики распределения τxz
по отрезку прямолинейной границы L+.
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Рис. 3. Графики распределения τsz около контура круговой полости для различных c1/a1

при Gxz/Gyz, равных 10 (сплошные линии), 1 (пунктирные линии)
и 0,1 (штрих-пунктирные линии)
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Рис. 4. Графики распределения τxz около прямолинейной границы для различных c1/a1

при Gxz/Gyz, равных 10 (сплошные линии), 1 (пунктирные линии)
и 0,1 (штрих-пунктирные линии)

Таблица 1. Значения напряжений в некоторых точках полупространства
с круговой полостью в зависимости от c1/a1

Gxz
Gyz

То- Напря- c1/a1

чка жения ∞ 2 1 0,5 0,1 0,01 -0,01 -0,1 -0,5 -1

10, 0

A τxz 4,162 4,227 4,305 4,421 4,760 5,17 5,528 2,398 2,077 4,162
B τyz 0,000 0,002 0,006 0,018 0,067 0,14 0,203 0,033 0,009 —
C τxz 4,162 4,265 4,452 4,880 7,936 26,40 — — — —
D+ τxz 1,000 1,247 1,573 2,195 5.903 25,45 — — — —
E+ τxz 1,000 1,161 1,418 1,954 5,479 25,15 — — — —
L+ τxz 1,000 1,155 1,373 1,701 1,906 1,00 0,044 0,008 0,001 —
M+ τxz 1,000 1,138 1,270 1,334 1,012 0,55 0,174 0,031 0,004 0,349

1, 0

A τxz 2,000 2,042 2,086 2,144 2,283 2,40 2,463 2,426 2,250 2,000
B τyz 0,000 0,018 0,060 0,141 0,401 0,65 0,779 0,733 0,500 —
C τxz 2,000 2,082 2,240 2,594 4,734 14,22 — — — —
D+ τxz 1,000 1,323 1,661 2,188 4,563 14,17 — — — —
D+ τxz 1,000 1,323 1,661 2,188 4,563 14,17 — — — —
L+ τxz 1,000 1,165 1,257 1,253 0,862 0,35 0,073 0,068 0,040 —
M+ τxz 1,000 1,061 0,997 0,886 0,673 0,54 0,468 0,486 0,585 0,750

0, 1

A τxz 1,316 1,352 1,376 1,400 1,441 1,47 1,478 1,465 1,402 1,316
B τyz 0,000 0.306 0,718 1,261 2,400 3,16 3,485 3,294 2,310 —
C τxz 1,316 1,434 1,606 1,892 3,200 8,50 — — — —
D+ τxz 1,001 1,330 1,547 1,857 3,188 8,50 — — — —
E+ τxz 1,000 1,297 1,528 1,845 3,185 8,50 — — — —
L+ τxz 1,000 1,058 0,989 0,853 0,482 0,22 0,106 0,102 0,073 —
M+ τxz 1,000 0,946 0,906 0,880 0,848 0,83 0,822 0,834 0,882 0,937
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Как видно из табл. 1, рис. 3 и рис. 4, приближение круговой полости к плос-
кой границе полупространства приводит к росту напряжений в зоне перемычки
и в особенности вблизи плоской границы полупространства. Выход полости на
плоскую границу приводит к резкому уменьшению значений напряжений как
около поверхности полости, так и около плоской границы. Уменьшение глуби-
ны выема приводит к уменьшению этих напряжений.

В табл. 2 для полупространства с круговой полостью радиуса a1 и крае-
вой плоской трещиной длины a1 (рис. 5), находящегося на бесконечности под

Рис. 5

действием усилий τ∞xz = τ , с точностью до
множителя τ приведены значения касательных
напряжений в некоторых характерных точках
полупространства в зависимости от отноше-
ния c1/a1, где c1 – длина перемычки между
верхним концом трещины и границей полупро-
странства. При этом характерными были точки
A(0;−a1), B(a1; 0), C(0; 2a1), D+(0; 2a1+c1/2),
E+(0; 2a1+c1), L+(a1; 2a1+c1), M+(2a1; 2a1+c1),
N+(3a1; 2a1+c1).

Таблица 2. Значения напряжений в некоторых точках полупространства
с круговой полостью и краевой трещиной в зависимости от c1/a1

Gxz
Gyz

То- Вели- c1/a1

чка чина ∞ 2 1 0,5 0,1 0,01 -0,01 -0,1 -0,5 -1

10, 0

A τxz 3,753 0,297 0,562 1,063 0,914 1,95 -1,841 -2,503 -3,705 5,515
B τyz -0,019 0,053 0,069 0,112 0,109 0,16 -0,005 -0,009 -0,013 0,205
C k+

3 0,794 0,013 0,031 0,094 0,154 0,15 — — — —
D+ τxz 1,000 0,198 0,236 0,473 1,245 19,19 — — — —
E+ τxz 1,000 0,351 0,333 0,564 1,382 24,14 — — — —
L+ τxz 1,000 0,282 0,243 0,358 0,303 0,40 0,000 0,000 0,000 0,044
M+ τxz 1,000 0,239 0,197 0,275 0,204 0,27 0,000 0,000 0,001 0,174
N+ τxz 1,000 0,211 0,173 0,246 0,192 0,27 0,000 0,001 0,003 0,312

1, 0

A τxz 1,870 0,420 0,884 1,299 1,613 2,13 -4,285 -5,141 -5,582 2,467
B τyz -0,082 0,599 0,834 0,940 0,975 1,06 -0,083 -0,145 -0,109 0,784
C k+

3 0,728 0,009 0,028 0,056 0,032 0,03 — — — —
D+ τxz 1,000 0,235 0,282 0,291 0,668 1,72 — — — —
E+ τxz 1,000 0,452 0,413 0,334 0,879 2,88 — — — —
L+ τxz 1,000 0,284 0,246 0,198 0,151 0,15 0,009 0,001 0,001 0,074
M+ τxz 1,000 0,271 0,296 0,304 0,315 0,34 0,034 0,019 0,025 0,466
N+ τxz 1,000 0,301 0,385 0,437 0,485 0,53 0,092 0,075 0,101 0,703

0, 1

A τxz 1,287 1,020 1,336 1,419 1,547 1,56 1,557 1,565 1,544 1,480
B τyz -0,245 6,238 6,057 5,659 5,314 5,21 5,176 5,0587 4,438 3,505
C k+

3 0,607 0,002 0,002 0,000 0,005 0,01 — — — —
D+ τxz 1,000 0,058 0,022 0,009 0,003 0,00 — — — —
E+ τxz 1,000 0,102 0,024 0,016 -0,032 -0,03 — — — —
L+ τxz 1,000 0,177 0,156 0,147 0,142 0,14 0,140 0,138 0,127 0,107
M+ τxz 1,000 0,478 0,573 0,628 0,685 0,70 0,699 0,710 0,760 0,821
N+ τxz 1,000 0,675 0,774 0,817 0,858 0,87 0,867 0,874 0,900 0,928
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Как видно из табл. 2, приближение круговой полости с краевой трещиной к
плоской границе полупространства приводит к росту напряжений вблизи пере-
мычки и в особенности вблизи плоской границы полупространства. При этом в
остальных точках прямолинейной границы значения напряжений уменьшаются.
Выход трещины на плоскую границу, как и в предыдущем случае, приводит к
резкому уменьшению значений напряжений около границы. Уменьшение длины
разреза между круговой полостью и плоской границей (глубины выема) приво-
дит к резкому росту концентрации сжимающих напряжений около прямолиней-
ной границы при Gxz

Gyz
≥ 1 с незначительными изменениями при Gxz

Gyz
< 1.

Заключение. Таким образом, в статье дано решение задачи об определе-
нии напряженного состояния анизотропного полупространства с эллиптически-
ми полостями и плоскими трещинами при его антиплоской деформации. Реше-
ние получено с использованием комплексного потенциала и приведено к реше-
нию переопределенной системы линейных алгебраических уравнений, решаемой
методом сингулярных разложений. Численно исследовано напряженное состо-
яние полупространства с круговой полостью и полупространства с круговой
полостью и краевой трещиной из нее в перемычке. Изучены влияние геометри-
ческих характеристик полости и трещины, а также материала полупространства
на значения напряжений и КИН.

Работа выполнена в рамках государственного задания «Алгоритмизирован-
ные численно-аналитические методы исследования моделей комплексного де-
формирования инновационных материалов и конструкций с усложненными свой-
ствами» (№ FRRE-2026-0021).
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S.A. Kaloerov, Y.I. Gapotchenko, V.K. Tolstykh
Solution of the antiplane strain problem for a half-space with holes and cracks.
A solution of the antiplane strain problem for a half-space with arbitrary cylindrical elliptical cavities
and plane cracks is presented. Using the complex potential of antiplane strain, constructed on the
basis of the solution of the problem for a multiply connected half-space by the method of Cauchy-
type integrals, expansion of functions in Laurent series, and satisfaction of the boundary conditions
by the generalized least squares method, the problem is reduced to solving an overdetermined system
of linear algebraic equations by the singular value decomposition method. The results of numerical
studies for a half-space with a circular cavity, including one intersecting the flat surface, and for
a circular cavity with an edge plane crack emanating from it into the ligament, including a crack
emerging onto the flat surface of the half-space, are described.
Keywords: antiplane strain, complex potential, holes, cracks, generalized least squares method.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ
МНОГОСВЯЗНОЙ ПЬЕЗОПОЛУПЛОСКОСТИ

Приведено решение задачи о поперечном изгибе пьезоплиты в виде полуплоскости с вклю-
чениями из других материалов. Для решения задачи использованы комплексные потенциа-
лы теории изгиба тонких пьезоплит, разложения функций в ряды Лорана и по полиномам
Фабера, удовлетворение граничным условиям обобщенным методом наименьших квадратов,
приводящим задачу к переопределенной системе линейных алгебраических уравнений, реша-
емой методом сингулярного разложения. Описаны результаты численных исследований для
полуплоскости с круговым или линейным упругим включением, в том числе выходящими
на прямолинейную границу. Исследованы закономерности изменения электромагнитоупруго-
го состояния плиты в зависимости от геометрических характеристик включений, свойств их
материалов. Изучено влияние на значения изгибающих моментов и закономерности их распре-
деления жесткостей включений, их месторасположение, формы, пьезосвойства полуплоскости.

Ключевые слова: тонкая пьезоплита, полуплоскость, включения, комплексные потенци-
алы, обобщенный метод наименьших квадратов, изгибающие моменты, коэффициенты ин-
тенсивности моментов.

Введение. Тонкие пьезопластинки с упругими включениями из других ма-
териалов широко используются в качестве элементов конструкций [1–7]. Часто
эти включения располагаются вблизи прямолинейных границ элементов, кото-
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рые могут в этом случае рассматриваться как полуплоскости с включениями.
Это нужно учитывать при проектировании указанных конструкций.

Известно, что наиболее достоверные результаты по определению электромаг-
нитоупругого состояния (ЭМУС) получаются при использовании комплексных
потенциалов теории изгиба электромагнитоупругих плит [8, 9]. Использование
этих функций особенно важно при решении задач в случае многосвязной по-
луплоскости, когда включения находятся вблизи прямолинейной границы. При
этом известное использование в этом случае метода интегралов типа Коши, обес-
печивая точное удовлетворение граничным условиям на прямолинейной грани-
це, приводит к громоздким выражениям для комплексных потенциалов и услож-
няет вычислительный процесс по определению комплексных потенциалов.

В данной статье на основе выбора функций с частичным учетом результатов
решения задачи методом интегралов типа Коши [10] и на основе удовлетворения
граничным условиям по отрезку значительного влияния прямолинейной грани-
цы на напряженно-деформированное состояние многосвязной плиты с упруги-
ми включениями и по контурам включений обобщенным методом наименьших
квадратов (ОМНК) задача сведена к переопределенной системе линейных алгеб-
раических уравнений, решаемой методом сингулярного разложения. Для полу-
плоскости с круговым или линейным упругим включением описаны результаты
исследований.

Постановка и решение задачи. Рассмотрим пьезоплиту, занимающую
многосвязную нижнюю полуплоскость S с прямолинейной границей L+ и конту-
рами эллиптических отверстий Ll

(
l = 1,L

)
с полуосями al, bl (рис. 1). Эллипсы

Ll могут переходить в прямолинейные разрезы (будем считать при bl = 0), пе-
ресекать прямолинейную границу, пересекаться между собой, образуя контуры
включений криволинейной конфигурации. В отверстия Ll

Рис. 1.

вложены включения с областями S(l)

из других материалов, находящиеся с
полосой в условиях идеального элек-
тромагнитоупругого контакта. Будем
считать, что прямолинейная граница
не загружена, на бесконечности по-
луплоскость изгибается механически-
ми моментами M∞

x и моментами ин-
дукций M∞

dx , M∞
bx ; моменты M∞

y , H∞
xy,

M∞
dy , M∞

by в силу незагруженности
прямолинейной границы на бесконеч-
ности равны нулю.

Отнесем плиту к прямоугольной системе координат Oxy с началом в про-
извольной точке полуплоскости на расстоянии h+ от границы L+ и осью Ox,
параллельной этой границе. Введем локальные системы координат Olxlyl с на-
чалами в центрах эллипсов L l и осями Olxl вдоль полуосей al. Тогда уравнения
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эллипсов L l в локальных и основной системах координат будут такими:

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

x = x0l + xl cosφl − yl sinφl,

y = y0l + xl sinφl + yl cosφl;
(2)

где θ – параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0 до
2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы Olxlyl в основной системе
Oxy; φ l – угол между положительными направлениями оси Ox и осей Olxl,
отсчитываемый от положительного направления Ox против часовой стрелки.

Если задачу об определении ЭМУС рассматриваемой кусочно-однородной
пьезополуплоскости решать с использованием комплексных потенциалов тео-
рии изгиба тонких электромагнитоупругих плит [8, 9], то это решение сводится
к нахождению комплексных потенциалов W ′

k(zk)
(
k = 1, 4

)
для многосвязной

полуплоскости с включениями и комплексных потенциалов W ′(l)
k (z

(l)
k ) (k = 1, 4,

l = 1,L) для включений из соответствующих граничных условий на прямоли-
нейной границе полуплоскости и на контурах контактов полуплоскости и вклю-
чений. При этом комплексные потенциалы W ′

k(zk) являются функциями обоб-
щенных комплексных переменных [8, 9]

zk = x+ µky, (3)

где µk – корни характеристического уравнения∣∣∣∣∣∣
l4s (µ) l3g (µ) l3p (µ)
l3g (µ) l2β (µ) l2ν (µ)
l3p (µ) l2ν (µ) l2χ (µ)

∣∣∣∣∣∣ = 0; (4)

lij (µ) – полиномы вида

l4s (µ) = −
(
D22µ

4 + 4D26µ
3 + 2 (D12 + 2D66)µ

2 + 4D66µ+D11

)
,

l3g (µ) = Cg22µ
3 + (Cg12 + 2Cg26)µ

2 + (Cg21 + 2Cg16)µ+ Cg11,

l3p (µ) = Cp22µ
3 + (Cp12 + 2Cp26)µ

2 + (Cp21 + 2Cp16)µ+ Cp11,

l2β (µ) = Cβ22µ
2 + 2Cβ12µ+ Cβ11, l2ν (µ) = Cν22µ

2 + 2Cν12µ+ Cν11,

l2χ (µ) = Cχ22µ
2 + 2Cχ12µ+ Cχ11;

Dij = bijD0 – упругие жесткости плиты; Cgij = cgijD0, Cpij = cpijD0, Cβij =
cβijD0, Cνij = cνijD0, Cχij = cχijD0 – электромагнитные жесткости плиты; D0 =
2
3 h

3; h – полутолщина плиты; bij , cgij , cpij , cβij , cνij , cχij – элементы обратной
матрицы

b11 b12 b16 cg11 cg21 cp11 cp21
b12 b22 b26 cg12 cg22 cp12 cp22
b16 b26 b66 cg16 cg26 cp16 cp26

−cg11 −cg12 −cg16 cβ11 cβ12 cν11 cν12
−cg21 −cg22 −cg26 cβ12 cβ22 cν12 cν22
−cp11 −cp12 −cp16 cν11 cν12 cχ11 cχ12

−cp21 −cp22 −cp26 cν12 cν22 cχ12 cχ22

=


s11 s12 s16 g11 g21 p11 p21
s12 s22 s26 g12 g22 p12 p22
s16 s26 s66 g16 g26 p16 p26
−g11 −g12 −g16 β11 β12 ν11 ν12
−g21 −g22 −g26 β12 β22 ν12 ν22
−p11 −p12 −p16 ν11 ν12 χ11 χ12

−p21 −p22 −p26 ν12 ν22 χ12 χ22



−1

;
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sij – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных ин-
дукциях электрического и магнитного полей; gij и pij– пьезоэлектрические и
пьезомагнитные модули деформации и напряженностей, измеренные при посто-
янных напряжениях и индукциях; βij , νij и χij – коэффициенты диэлектриче-
ской, магнитной и электромагнитной восприимчивостей, измеренные при посто-
янных напряжениях.

Аналогичным образом, комплексные потенциалы W ′(l)
k (z

(l)
k )

(
k = 1, 4

)
для

каждого включения S(l) являются функциями обобщенных комплексных пере-
менных

z
(l)
k = x+ µ

(l)
k y, (5)

где µ(l)k – корни характеристического уравнения, получаемого из уравнения (4)
заменой всех величин на аналогичные величины с индексом (l) вверху.

Функции Wk
′ (zk) определены в областях Sk, получаемых из области S аф-

финными преобразованиями (3) и ограниченных прямолинейными границами
L+
k и контурами Lkl, соответствующими при этих преобразованиях прямоли-

нейной границе L+ и контурам Ll. В общем случае они имеют вид [10]

W ′
k (zk) = Γkzk +W ′

kl (zk) +W ′+
k (zk) ,

в котором Γk – известные постоянные, определяемые из решения системы ли-
нейных алгебраических уравнений

2Re
4∑

k=1

(
pk, qk, rk, dxk, dyk, bxk, byk,

1

µk

)
Γk =

= (−M∞
x , 0, 0, −M∞

dx , 0, −M∞
bx , 0, 0) ,

(6)

где

pk = D11 + 2D16µk +D12µ
2
k − (Cg11 + Cg21µk) νk − (Cp11 + Cp21µk) ρk,

qk = D12 + 2D26µk +D22µ
2
k − (Cg12 + Cg22µk) νk − (Cp11 + Cp22µk) ρk,

rk = D16 + 2D66µk +D26µ
2
k − (Cg16 + Cg26µk) νk − (Cp16 + Cp26µk) ρk,

dxk = Cg11 + 2Cg16µk + Cg12µ
2
k − (Cβ11 + Cβ12µk) νk − (Cν11 + Cν12µk) ρk,

dyk = Cg21 + 2Cg26µk + Cg22µ
2
k − (Cβ12 + Cβ22µk) νk − (Cν12 + Cν22µk) ρk,

bxk = Cp11 + 2Cp16µk + Cp12µ
2
k − (Cν11 + Cν12µk) νk − (Cχ11 + Cχ12µk) ρk,

byk = Cp21 + 2Cp26µk + Cp22µ
2
k − (Cν12 + Cν22µk) νk − (Cχ12 + Cχ22µk) ρk;

W ′
kl (zk) – функции, голоморфные вне отверстий Lkl, W ′+

k (zk) – функции, го-
ломорфные соответственно в нижних полуплоскостях с границами L+

k .
Используя конформные отображения [11]

zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
; (7)
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zkl = x0l + µky0l,

Rkl =
al (cosφl + µk sinφl) + ibl (sinφl − µk cosφl)

2
,

mkl =
al (cosφl + µk sinφl)− ibl (sinφl − µk cosφl)

2Rkl

(8)

внешности единичных кругов |ζkl| ≥ 1 на внешности контуров Lkl, функции
W ′

kl (zk) представим рядами Лорана

Wkl
′ (zk) =

L∑
l=1

∞∑
n=1

ak ln

ζnkl
. (9)

Функции W ′+
k (zk), голоморфные в нижних полуплоскостях с границами L+,

исходя из результатов решения задачи для полуплоскости методом интегралов
типа Коши [10], выберем в виде

W ′+
k (zk) =

L∑
l=1

∞∑
n=1

bkln(
ζ+kl
)n ,

где ζ+kl – переменные, определяемые из конформных отображений

zk = −(µk+q−1−µk)h++zk+q−1l+Rk+q−1l

(
ζ+k+q−1l +

mk+q−1l

ζ+k+q−1l

)(
q = 1, 4

)
. (10)

В связи с указанным, искомые комплексные потенциалы задачи имеют вид

W ′
k (zk) = ak00 + Γkzk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

(
akln
ζnkl

+
bkln(
ζ+kl
)n
)
, (11)

в котором akln, bkln – неизвестные коэффициенты.
Функции W ′(l)

k

(
z
(l)
k

)
голоморфны в конечных областях S(l)

k , получаемых из

областей S(l) аффинными преобразованиями (5) и их можно представить ряда-
ми по полиномам Фабера для этих областей или, после перехода от полиномов
Фабера к степенным рядам, рядами вида

W ′(l)
k

(
z
(l)
k

)
=

∞∑
n=0

a
(l)
kn

(
z
(l)
k − z

(l)
k0

)n
, (12)

с неизвестными коэффициентами a(l)kn.
Коэффициенты akln, bkln, a(l)kn определим из граничных условий на прямоли-

нейной границе и на контурах контактов плиты и включений.
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На незагруженной и неподкрепленной прямолинейной границе L+ комплекс-
ные потенциалыW ′

k (zk) удовлетворяют условиям [9]

2Re

4∑
k=1

g+ikW
′
k (zk) = 0, (i = 1, 4), (13)

в которых

g+1k =
pk
µk
, g+2k = qk, g

+
3k = dyk, g

+
4k = byk. (14)

На контурах включений, где имеет место идеальный контакт плиты с вклю-
чениями, граничные условия имеют вид [9, 12]

2Re

4∑
k=1

(
giklW

′
k (zk)− gik

(l)W ′(l)
k

(
z
(l)
k

))
= fil (t) (i = 1, 8), (15)

где
g1kl =

pk
µk
, g2kl = qk, g3kl = 1, g4kl = µk,

g5kl = dyk, g6kl = byk, g7kl = νk, g8kl = ρk,

g
(l)
1k =

p
(l)
k

µ
(l)
k

, g
(l)
2k = q

(l)
k , g

(l)
3k = 1, g

(l)
4k = µ

(l)
k ,

g
(l)
5k = d

(l)
yk, g

(l)
6k = b

(l)
yk, g

(l)
7k = ν

(l)
k , g

(l)
8k = ρ

(l)
k ;

(16)

f1l = −clx+ c1l, f2l = cly + c2l, f3l = f4l = 0,

fjl = cjl, j = 5, 6, 7, 8;
(17)

pk, qk, dyk, byk, νk, ρk – известные постоянные; cl – вещественные постоянные,
причем, все величины со значком (l) вверху относятся к включению S(l) и полу-
чаются по приведенным выше формулам для плиты заменой величин без значка
на величины со значком (l); µ(l)k

(
k = 1, 4

)
– корни уравнения (4) для включе-

ния S(l).
Если некоторое включение S(l) выходит за прямолинейную границу, то на ду-

ге выступа включения в граничных условиях останутся только функции
W ′(l)

k

(
z
(l)
k

)
и они удовлетворяют условиям для случая незагруженного контура,

т. е. условиям

2Re

4∑
k=1

g
(l)
ik W

′(l)
k

(
z
(l)
k

)
= 0, (i = 1, 4). (18)

где

g
(l)
1k =

p
(l)
k

µ
(l)
k

, g
(l)
2k = q

(l)
k , g

(l)
3k = dyk, g

(l)
4k = byk.
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Для многосвязных областей граничным условиям удобнее удовлетворять в
дифференциальной форме, которая не будет содержать аддитивных постоян-
ных, входящих в обычные граничные условия. Последние условия, получаемые
из условий (13), (15) (18) их дифференцированием по дуге контура, имеют вид

2Re
4∑

k=1

g+ikδk,sW
′′
k (zk) = 0 (i = 1, 4), (19)

2Re
4∑

k=1

[
gikl δk,sW

′′
k (zk)− g

(l)
ik δ

(l)
k,sW

′′(l)
k

(
z
(l)
k

)]
=
dfil (t)

ds

(
i = 1, 8

)
; (20)

2Re

4∑
k=1

g
(l)
ik W

′(l)
k

(
z
(l)
k

)
= 0, (i = 1, 4). (21)

в которых

W ′′
k (zk) = Γk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

[
φ′

kln (zk) akln + φ′+
kln (zk) bkln

]
,

W ′′(l)
k

(
z
(l)
k

)
=

∞∑
n=1

φ′(l)
kn

(
z
(l)
k

)
a
(l)
kn;

(22)

δk,s =
dzk
ds

, δ
(l)
k,s =

dz
(l)
k

ds
,

φ′
kln (zk) = − n

ζn−1
kl Rkl

(
ζ2kl −mkl

) ,
φ′+

kln (zk) = − n(
ζ+kl
)n−1

Rkl

((
ζ+kl
)2 −mkl

) ,
φ′(l)

kn

(
z
(l)
k

)
= n

(
z
(l)
k − z

(l)
k0

)n−1 (
l = 1,L

)
.

Граничным условиям (19), (20) и (21) будем удовлетворять обобщенным ме-
тодом наименьших квадратов [13, 14, 15]. Для этого выберем на отрезке пря-
молинейной границы L+, где значительно влияние включений на напряженно-
деформированное состояние полуплоскости, и на контурах Ll

(
l = 1,L

)
включе-

ний систему точек Mm (xm, ym)
(
m = 1,M

)
, в которых удовлетворим соответ-

ствующим граничным условиям. Подставляя функции (22) в граничные условия
(19), (20) и (21) в точках Mm, для определения неизвестных постоянных akln,
bkln получаем систему линейных алгебраических уравнений вида

2Re
4∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

gikpδk,s

[
φ′

kln (tkpm) akln + φ′+
kln (tkpm) bkln

]
=

= −2Re

4∑
k=1

gikδk,sΓk

(
i = 1, 4; m = 1,M ; p = 1,L

)
;

(23)
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2Re
4∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

gikpδk,s

[
φ′

kln (tkpm) akln + φ′+
kln (tkpm) bkln

]
−

−2Re
4∑

k=1

∞∑
n=1

g
(l)
ik δ

(l)
k,sφ

′(l)
kn

(
t
(p)
km

)
a
(l)
kn =

=
dfip (tpm)

ds
− 2Re

4∑
k=1

gikδk,sΓk

(
i = 1, 8; m = 1,M ; p = 1,L

)
;

(24)

К этой системе при выходе включения за прямолинейную границу добавляются
уравнения

2Re
4∑

k=1

∞∑
n=1

g
(l)
ik δ

(l)
k,sφ

′(l)
kn

(
t
(p)
km

)
a
(l)
kn = 0

(
i = 1, 4; m = 1,M ; p = 1,L

)
. (25)

Кроме уравнений (23), (24) и (25), для каждого включения должны выпол-
няться уравнения

2Re

4∑
k=1

iakp1 = 0
(
p = 1,L

)
, (26)

следующие из однозначности прогиба при полном обходе каждого из конту-
ров Lp.

При проведении численных исследований системы (23), (24) и (25), допол-
ненные уравнением (26), решались с использованием сингулярных разложений
[16, 17]. После нахождения псевдорешений этих систем коэффициенты рядов
akln, bkln, а, следовательно, и функции W ′

k(zk), W ′(l)
k

(
z
(l)
k

)
становятся извест-

ными и по ним можно вычислять основные характеристики ЭМУС (моменты
механические изгибающие, крутящий, индукций и перерезывающие силы на ос-
новных площадках) в полуплоскости и включениях. В частности, для механи-
ческих моментов и моментов индукций (векторов индукций) в полуплоскости
имеют место формулы

(Mx, My, Hxy) = −2Re
4∑

k=1

(pk, qk, rk) W
′′
k(zk),

(Mdx, Mdy, Mbx, Mby) = 2Re

4∑
k=1

(dxk, dyk, bxk, byk) W
′′
k(zk),

(27)

а по ним находятся моменты на произвольных площадках с нормалью n и ка-
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сательной s

Mn =Mxcos
2nx+Mycos

2ny + 2Hxy cosnx cosny,

Ms =Mxcos
2ny +Mycos

2nx− 2Hxy cosnx cosny,

Hns = (My −Mx) cosnx cosny +Hxy

(
cos2nx− cos2ny

)
.

Mdn =Mdxcos
2nx+Mdycos

2ny,

Mbn =Mbxcos
2nx+Mbycos

2ny.

(28)

Аналогичные формулы имеют место для нахождения моментов во включениях.
При этом, если некоторый эллипс Ll переходит в прямолинейный разрез-

трещину, то для его концов можно вычислить также коэффициенты интенсив-
ности моментов (КИМ), в частности, на основе известных формул [18]

k±1M = 2Re
4∑

k=1

[
pksin

2φl + qkcos
2φl − 2rk sinφl cosφl

]
Mk,

k±2M = 2Re

4∑
k=1

[
(qk − pk) cosφl sinφl + rk

(
cos2φl − sin2φl

)]
Mk,

(29)

в которых

Mk = ∓
√
al

2Rkl

∞∑
n=1

(±1)nnakln.

Как частные случаи из приведенного решения задачи электромагнитоупру-
гости (ЭМУ) следуют решения задач электроупругости (ЭУ), магнитоупруго-
сти (МУ) и теории упругости (ТУ). Эти решения получаются из приведенного
решения, если в нем принять равными нулю соответственно пьезомагнитные
модули деформации и напряженностей pij , коэффициенты магнитной и элек-
тромагнитной восприимчивостей νij (в задаче ЭУ), пьезоэлектрические модули
деформации и напряженностей gij коэффициенты электромагнитной восприим-
чивостей νij (в задаче МУ) или и те и другие (в задаче ТУ). Но для проведения
численных исследований во всех этих случаях можно пользоваться программой
решения общей задачи электромагнитоупругости, проводя вычисления для мо-
дельного материала с постоянными [19] g′ij = λggij , p′ij = λppij , ν ′ij = λgpνij ,
где λg, λp, λgp – пьезопараметры модельного материала. При этом для задач
ЭМУ λg = λp = λgp = 1, а для других задач эти параметры нужно принять
такими: λg = 1, λp = λgp ≤ 10−3 для задач ЭУ; λp = 1, λg = λgp ≤ 10−3 для
задач МУ; λp = λg = λgp ≤ 10−3 для задач ТУ.

Описание результатов численных исследований. Численные исследо-
вания проводились для плиты-матрицы из композитного материала, упругие,
электрические и пьезоэлектрические свойства которого соответствуют селени-
ду кадмия CdSe, а пьезомагнитные и магнитные – BaTiO3, принятого в других
наших работах как материал М2 [10, 20]. При проведении расчетов упругие свой-
ства материалов включения связывалось со свойствами материала бесконечной
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плиты соотношениями s(l)ij = λ
(l)
s sij , где λ(l)s – параметры, связывающие соответ-

ствующие постоянные материалов бесконечной плиты с областью S и включе-
ний с областями S(l). Ввиду того, что на значения моментов в бесконечной плите
пьезосвойства включений влияют незначительно, при проведении расчетов эти
свойства включений не учитывались, т.е. считалось, что λ(l)g = λ

(l)
p = λ

(l)
gp = 0.

При решении систем уравнений (23)–(26) число членов в бесконечных рядах и
количество точек Mm для включений и прямолинейной границы выбирались в
количестве, достаточном для удовлетворения граничных условий в месте иде-
ального контакта плиты и включения и на прямолинейной границе с высокой
степенью точности (модуль абсолютной погрешности не превышал 10−3).

В табл. 1 для электромагнитоупругой полуплоскости с упругим круговым

Рис. 2.

включением радиуса a1 (рис. 2) и
некоторых значений отношения c1/a1,
где c1 – расстояние между конту-
ром включения и границей полуплос-
кости, и параметров жесткости λ

(1)
s

включения, с точностью до множи-
теля mx приведены значения изги-
бающих моментов Mθ около конту-
ра включения в зависимости от цен-
трального угла θ, отчитываемого от
оси Ox против часовой стрелки, а
в табл. 2 даны значения моментов
Mx в некоторых характерных точках
полуплоскости, в качестве которых
принимались точки D(0, a1 + c1/2),
E(0, a1 + c1), L(a1, a1 + c1), M(2a1, a1 + c1). При этом отрицательные значе-
ния c1/a1 соответствуют случаям, когда включение выходит за прямолинейную
границу. На рис. 3 изображены графики распределения моментов Mθ в плите-
матрице около контура кругового включения для некоторых значений c1/a1 при
λ
(1)
s = ∞(сплошные линии), λ(1)s = 2 (пунктирные линии), λ(1)s = 0, 5(штрих-

пунктирные линии) и λ(1)s = 0(штриховые линии); на рис. 4 даны графики рас-
пределения Mx около прямолинейной границы сплошными (λ(1)s = ∞) и штри-
ховыми (λ(1)s = 0) линиями. В табл. 3 приведены данные, аналогичные данным
табл. 1 для задачи ТУ.

Из данных табл. 1–3, рис. 3, 4 следует, что взаимовлияние прямолинейной
границы и включений (в случае λ(l)s = ∞ – отверстий) на напряженное состояние
полуплоскости с включениями значительно, начиная с расстояний между ними,
равных диаметрам включений. При этом, с приближением включения к прямо-
линейной границе значения моментов в точках перемычки в случаях мягкого
включения резко возрастают, незначительно изменяясь в других зонах полу-
плоскости, в случаях достаточно жестких включений эти значения изменяются
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Таблица 1. Значения моментов Mθ около контура кругового включения
в пьезополуплоскости для некоторых значений c1/a1 и λ

(1)
s

c1
a1

λs
(1) θ

−π
2

−π
3

−π
4

−π
6

− π
12

0 π
12

π
6

π
4

π
3

5π
12

π
2

∞

∞ 1,811 1,468 1,049 0,610 0,238 0,000 0,238 0,610 1,049 1,468 1,728 1,811

100,000 1,791 1,458 1,050 0,619 0,255 0,021 0,255 0,619 1,050 1,458 1,711 1,791

2,000 1,256 1,169 1,037 0,875 0,731 0,647 0,731 0,875 1,037 1,169 1,237 1,256

0,500 0,691 0,771 0,929 1,153 1,360 1,472 1,360 1,153 0,929 0,771 0,705 0,691

0,100 -0,115 0,111 0,677 1,558 2,387 2,818 2,387 1,558 0,677 0,111 -0,084 -0,115

0,000 -0,765 -0,444 0,450 1,886 3,246 3,943 3,246 1,886 0,450 -0,444 -0,728 -0,765

2, 0

∞ 1,853 1,506 1,080 0,631 0,249 0,000 0,242 0,630 1,091 1,528 1,796 1,884

2,000 1,266 1,178 1,046 0,882 0,737 0,653 0,737 0,884 1,051 1,185 1,256 1,275

0,500 0,684 0,765 0,923 1,144 1,345 1,449 1,337 1,132 0,912 0,757 0,691 0,679

0,100 -0,091 0,142 0,693 1,524 2,273 2,618 2,179 1,406 0,622 0,126 -0,046 -0,051

0,000 -0,661 -0,326 0,531 1,846 3,008 3,481 2,742 1,527 0,404 -0,269 -0,620 -0,487

1, 0

∞ 1,887 1,538 1,107 0,651 0,263 0,000 0,230 0,629 1,124 1,609 1,921 2,024

2.000 1,277 1,188 1,054 0,888 0,743 0,658 0,741 0,892 1,067 1,213 1,290 1,312

0,500 0,677 0,760 0,919 1,139 1,333 1,429 1,314 1,107 0,886 0,733 0,670 0,655

0,100 -0,076 0,166 0,716 1,521 2,212 2,475 1,992 1,217 0,493 0,107 0,011 0,004

0,000 -0,596 -0,247 0,596 1,842 2,879 3,195 2,369 1,168 0,146 -0,301 -0,336 -0,293

0, 1

∞ 2,054 1,704 1,258 0,771 0,351 0,000 0,073 0,362 0,849 1,699 3,186 4,354

10,000 1,823 1,547 1,188 0,788 0,446 0,191 0,295 0,581 1,030 1,680 2,537 3,092

2,000 1,313 1,218 1,077 0,904 0,756 0,666 0,733 0,882 1,087 1,312 1,514 1,611

0,500 0,660 0,750 0,914 1,135 1,320 1,396 1,267 1,039 0,798 0,639 0,570 0,554

0,100 -0,056 0,208 0,769 1,556 2,171 2,283 1,642 0,760 0,127 0,035 0,106 0,120

0,000 -0,523 -0,137 0,720 1,922 2,815 2,846 1,716 0,368 -0,341 -0,158 -0,004 0,001

−0, 1

∞ 2,013 1,618 1,126 0,623 0,273 0,000 -0,211 -0,283 -0,063 0,083 – –

2,000 1,412 1,296 1,120 0,904 0,727 0,559 0,392 0,298 0,285 0,040 – –

0,500 0,699 0,781 0,931 1,128 1,288 1,332 1,140 0,837 0,512 0,039 – –

0,100 -0,040 0,230 0,793 1,568 2,155 2,214 1,471 0,480 -0,075 0,012 – –

0,000 -0,492 -0,096 0,764 1,949 2,790 2,717 1,426 -0,045 -0,448 0,002 – –

−0, 5

∞ 1,891 1,528 1,086 0,632 0,285 0,000 -0,073 0,000 – – – –

2,000 1,338 1,249 1,098 0,904 0,742 0,564 0,332 0,000 – – – –

0,5 0,704 0,802 0,964 1,170 1,342 1,385 1,054 0,000 – – – –

0,1 -0,039 0,249 0,832 1,614 2,158 2,022 0,805 0,000 – – – –

−1, 0

∞ 1,769 1,477 1,157 0,818 0,164 0,000 – – – – – –

2,000 1,337 1,345 1,319 1,230 0,168 0,000 – – – – – –

0,500 0,991 1,172 1,501 1,888 0,052 0,000 – – – – – –

0,100 0,336 0,812 1,808 2,998 -0,437 0,000 – – – – – –

0,000 -0,134 0,608 2,136 3,641 -0,651 0,000 – – – – – –

72



Решение задачи об изгибе кусочно-однородной многосвязной пьезополуплоскости

Таблица 2. Значения моментов Mx в некоторых точках
пьезополуплоскости для некоторых значений c1/a1 и λ

(1)
s

λs
(1) Точ- c1/a1

ки 2 1 0,1 -0,1 -0,5 -1

∞

C 1,884 2,024 4,354 – – –
D 1,332 1,657 4,265 – – –
E 1,322 1,622 4,244 – – –
L 1,139 1,162 0,684 0,374 -0,007 –
M 1,005 0,949 0,711 0,700 0,708 0,851

2, 0

C 1,275 1,312 1,611 – – –
D 1,117 1,221 1,616 – – –
E 1,108 1,210 1,625 – – –
L 1,053 1,062 0,974 0,544 0,216 –
M 1,002 0,981 0,919 0,827 0,839 0,906

0, 5

C 0,679 0,655 0,554
D 0,847 0,734 0,550 – – –
E 0,863 0,746 0,545 – – –
L 0,928 0,917 0,966 0,923 0,546 –
M 0,995 1,024 1,082 1,073 1,068 1,0077

0, 1

C -0,051 0,004 0,120 – – –
D 0,456 0,169 0,117 – – –
E 0,513 0,200 0,114 – – –
L 0,738 0,703 0,708 0,689 0,383 –
M 0,974 1,075 1,216 1,239 1,260 0,988

0, 0

C -0,487 -0,293 0,001 – – –
D 0,177 -0,137 0,000 – – –
E 0,290 -0,106 0,000 – – –
L 0,586 0,556 0,466 0,397 0,150 –
M 0,960 1,097 1,272 1,302 1,332 1,041

незначительно всюду. При мягком включении большая концентрация моментов
наблюдается и в точках прямолинейной границы вблизи перемычки, причем
большие изменения моментов происходят в пределах двух радиусов включения,
причем для материала включения, у которого λ(1)s > 1, при удалении от точек
перемычки значения моментов резко уменьшаются, а затем растут до значения
моментов, заданных на бесконечности, а для включения λ(1)s < 1 – сначала мо-
менты резко растут, затем снижаются до заданных значений на бесконечности.
На значения изгибающих моментов значительно влияет учет пьезосвойств мате-
риала, особенно в зонах высокой концентрации изгибающих моментов, поэтому
при исследованиях нельзя ограничиваться решением задачи теории упругости
об изгибе плиты, а нужно решать задачу электромагнитоупругости.

В табл. 4 для электромагнитоупругой полуплоскости с упругим линейным

73



С.А. Калоеров, О.Э. Ермаков, Л.П. Вовк

Рис. 3. Графики распределения Mx моментов около контура включения линиями
сплошными (λs

(1) = ∞), пунктирными (λs
(1) = 2 ), штриховыми (λs

(1) = 0, 5),
штрих-пунктирными (λs

(1) = 0).

Рис. 4. Графики распределения Mx около прямолинейной границы линиями
сплошными (λs

(1) = ∞) и штриховыми (λs
(1) = 0).
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Таблица 3. Значения моментов Mθ около контура кругового включения в задаче ТУ
c1
a1

λs
(1) θ

−π
2

− 5π
12

−π
3

−π
4

−π
6

− π
12

0 π
12

π
6

π
4

π
3

5π
12

π
2

∞

∞ 1,713 1,658 1,477 1,140 0,667 0,202 0,000 0,202 0,667 1,140 1,477 1,658 1,713
2,0 1,240 1,225 1,171 1,060 0,890 0,715 0,638 0,715 0,890 1,060 1,171 1,225 1,240
0,5 0,699 0,713 0,772 0,910 1,136 1,377 1,486 1,377 1,136 0,910 0,772 0,713 0,699
0,0 -0,785 -0,729 -0,434 0,372 1,791 3,356 4,070 3,356 1,791 0,372 -0,434 -0,729 -0,785

0, 1

∞ 1,939 1,888 1,717 1,384 0,889 0,347 0,000 0,021 0,350 0,867 1,675 3,074 4,180
2,0 1,296 1,280 1,225 1,110 0,933 0,748 0,655 0,720 0,898 1,105 1,308 1,499 1,593
0,5 0,669 0,684 0,744 0,882 1,103 1,330 1,414 1,279 1,018 0,782 0,639 0,575 0,559
0,0 -0,550 -0,482 -0,172 0,592 1,810 2,916 2,983 1,760 0,246 -0,412 -0,185 -0,004 -0,002

1, 0

∞ 2,026 1,978 1,813 1,489 0,993 0,425 0,000 -0,134 -0,072 -0,008 0,003 – –
2,0 1,454 1,439 1,383 1,257 1,042 0,768 0,536 0,431 0,438 0,456 0,006 – –
0,5 0,715 0,729 0,787 0,916 1,115 1,307 1,351 1,179 0,884 0,586 0,009 – –
0,0 -0,533 -0,456 -0,133 0,632 1,830 2,911 2,864 1,499 -0,096 -0,371 0,001 – –

−1, 0

∞ 1,714 1,659 1,479 1,143 0,670 0,205 0,002 – – – – – –
2,0 1,491 1,505 1,531 1,518 1,341 -0,711 0,000 – – – – – –
0,5 1,107 1,154 1,329 1,711 2,005 -0,833 0,000 – – – – – –
0,0 -0,217 0,098 1,199 3,611 2,089 -0,942 0,000 – – – – – –

Рис. 5

включением длины 2a1 (рис. 5) и неко-
торых значений отношения c1/a1, где
c1 – расстояние между верхним кон-
цом включения и границей полуплос-
кости, и параметров жесткости λ

(1)
s

включения, с точностью до множите-
ля mx приведены значения КИМ для
концов включения и изгибающих мо-
ментов Mxв некоторых характерных
точках полуплоскости, в качестве ко-
торых принимались точки A(0, −a1),
C(0, a1), D(0, a1 + c1/2), E(0, a1 + c1),
L(a1, a1+ c1), M(2a1, a1+ c1). При этом отрицательные значения c1/a1 соответ-
ствуют случаям, когда включение выходит за прямолинейную границу.

Как видно из табл. 4, закономерности изменения значений КИМ и изгибаю-
щих моментов в этом случае такие же, как в случае полуплоскости с круговым
включением, а именно: при приближении линейного включения из мягкого ма-
териала к прямолинейной границе значения КИМ и изгибающих моментов резко
растут в точках перемычки, для более жесткого включения – изменения значе-
ний КИМ и напряжений менее значительны; на прямолинейной границе наи-
большие изменения моментов происходят на отрезке до двух радиусов от точки
перемычки, причем самые сильные изменения значений происходят вблизи точ-
ки перемычки. Как и в предыдущем случае, на значения указанных величин
значительно влияет учет пьезосвойства материала.
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Таблица 4.
Значения величин в точках пьезополуплоскости с линейным

включением для некоторых значений c1/a1 и λ
(1)
s

λs
(1) Точ- Вели- c1/a1

ки чина 2 1 0,1 -0,1 -0,5

∞

A k−1 0,984 1,013 1,093 1,191 1,115
C k+1 0,978 1,026 1,421 – –
D Mx 1,149 1,425 5,345 – –
E Mx 1,240 1,491 5,082 – –
L Mx 0,960 1,078 0,870 0,681 0,771
M Mx 0,944 0,987 0,898 0,874 0,893

2, 0

A k−1 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001
C k+1 0,001 0,001 0,001 – –
D Mx 1,000 1,001 1,004 – –
E Mx 1,000 1,001 1,004 – –
L Mx 1,000 1,000 1,000 0,975 0,920
M Mx 1,000 1,000 1,000 0,988 0,976

0, 5

A k−1 -0,001 -0,001 -0,001 -0,001 -0,001
C k+1 -0,001 -0,001 -0,001 – –
D Mx 1,000 1,000 0,997 – –
E Mx 1,000 1,000 0,997 – –
L Mx 1,000 1,000 1,000 0,978 0,922
M Mx 1,000 1,000 1,000 0,990 0,977

0, 1

A k−1 -0,003 -0,003 -0,003 -0,004 -0,004
C k+1 -0,003 -0,003 -0,003 – –
D Mx 0,999 0,998 0,988 – –
E Mx 0,999 0,998 0,989 – –
L Mx 1,000 1,000 1,001 0,980 0,924
M Mx 1,000 1,000 1,000 0,991 0,979

0, 0

A k−1 -0,478 -0,470 -0,424 -0,420 -0,405
C k+1 -0,449 -0,418 -0,180 – –
D Mx 0,916 0,811 0,017 – –
E Mx 0,922 0,814 0,016 – –
L Mx 0,962 0,986 1,060 1,054 1,0081
M Mx 1,003 1,025 1,039 1,033 1,014

Выводы. Таким образом, в статье дано решение задачи электромагнито-
упругости для полуплоскости с включениями из других материалов. Решение
дано с использованием комплексных потенциалов электромагнитоупругости и
приведено к переопределенной системе линейных алгебраических уравнений,
решаемой методом сингулярного разложения. Для полуплоскости с круговым
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или линейным включением описаны результаты исследований, с помощью ко-
торых установлены закономерности изменения электромагнитоупругого состо-
яния плиты в зависимости от физико-механических свойств материалов плиты
и включений, их геометрических характеристик включений.

Работа выполнена в рамках государственного задания «Алгоритмизирован-
ные численно-аналитические методы исследования моделей комплексного де-
формирования инновационных материалов и конструкций с усложненными свой-
ствами» (№ FRRE-2026-0021).
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S.A. Kaloerov, O.E. Ermakov, L.P. Vovk
Solving the problem of bending a piecewise homogeneous multiconnected piezoelectric
half-plane.
A solution to the problem of transverse bending of a piezo plate in the form of a half-plane with
inclusions of other materials is given. To solve the problem, we used complex potentials of the
theory of bending thin piezo plates, decomposition of functions into Laurent series and Faber
polynomials, and satisfaction of boundary conditions by the generalized least squares method, which
leads the problem to an overridden system of linear algebraic equations solved by the singular
value decomposition method. The results of numerical studies for a half-plane with circular or
linear elastic inclusion, including those facing a rectilinear boundary, are described. The patterns
of changes in the electromagnetically elastic state of the plate are investigated depending on the
geometric characteristics of the inclusions and the properties of their materials. The influence of
inclusions on the values of bending moments and the patterns of their distribution of stiffness, their
location, shapes, and piezoelectric properties of the half-plane is studied.
Keywords: thin piezo plate, half-plane, inclusions, complex potentials, generalized least squares
method, bending moments, moment intensity coefficients.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ
УПРУГОЙ ШАРНИРНО-ОПЕРТОЙ БАЛКИ ТИМОШЕНКО
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДВИЖУЩИХСЯ НАГРУЗОК

Дано решение задачи о вынужденных поперечных колебаниях упругой шарнирно-опёртой бал-
ки Тимошенко с учётом вращательного движения, вызванного периодически колеблющейся
сосредоточенной нагрузкой, движущейся вдоль балки с постоянной скоростью. Решение зада-
чи строится в виде ряда по собственным формам колебаний. Получены два типа вынужденных
поперечных колебаний, выявлены новые резонансные частоты. Показано, что для балки Ти-
мошенко существует новое, ранее неизученное, резонансное состояние. Установлено, что новые
резонансные частоты уменьшаются с увеличением длины балки.
Ключевые слова: балка, движущаяся нагрузка, сечение, вынужденные колебания,
собственные частоты, собственные формы.

Введение. Вынужденные поперечные колебания упругой шарнирно-опёртой
балки Тимошенко, вызванные периодически колеблющейся сосредоточенной на-
грузкой, движущейся вдоль балки с постоянной скоростью, представляют зна-
чительный интерес в мостостроении.

Эти колебания в работе [1] достаточно хорошо изучены без учёта враща-
тельного движения. В статье [2] предложена концепция и получены основные
уравнения, описывающие изгибные колебания консольного упругого стержня с
учётом вращательного движения, исследованы вынужденные колебания упру-
гого стержня, у которого на одном конце задано перемещение, другой конец
свободен. В работе [3] исследованы вынужденные поперечные колебания упру-
гого шарнирно-опёртого стержня Тимошенко с учётом вращательного движения
под действием нормальной сосредоточенной силы, периодически изменяющейся
во времени.

В данной работе решена более общая задача описания мостовых конструкций
с учётом вращательного движения. Задача, как и в работе [3], решается путём
разбиения её на две подзадачи, в каждой из которых рассматриваются вынуж-
денные поперечные колебания упругой шарнирно-опёртой балки, обусловлен-
ные различными составляющими комбинированного воздействия, включающе-
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Исследование поперечных колебаний упругой шарнирно-опертой балки Тимошенко...

го динамическое воздействие на балку и вращательное движение относительно
фронта изгибной волны.

Постановка и решение подзадачи 1. Рассмотрим упругую однородную
шарнирно-опёртую балку Тимошенко длиной l. Пусть в момент времени
t = 0+ на балку действует периодически изменяющаяся сосредоточенная на-
грузка, перемещающаяся вдоль балки с постоянной скоростью ν. Будем счи-
тать, что в начальный момент времени балка находилась в состоянии покоя, а
движущаяся нагрузка

P (x, t) =

 pcos (ω t)

2ε
, νt− ε < x < νt+ ε;

0, при остальных значениях x, (ε→ 0)

располагалась на её левом конце. Ось координат Ox направлена вдоль продоль-
ной оси балки и проходит через центры тяжести её поперечных сечений; начало
координат расположено на левом конце балки; оси Oy и Oz направлены вдоль
главных осей поперечного сечения. Колебания балки происходят в вертикальной
плоскости Oxz, геометрическая схема которой представлена на рис. 1.

Рис. 1.

Для данного случая вынужденные поперечные колебания балки Тимошенко
описываются следующими уравнениями с граничными и начальными условия-
ми [1]:

EJ
∂2ψ

∂x2
+ kGF

(
∂w

∂x
− ψ

)
= ρJ

∂2ψ

∂t2
,

kGF

(
∂2w

∂x2
− ∂ψ

∂x

)
+ P(x, t) = ρF

∂2w

∂t2
; (1)

x = 0, l : w = 0,
∂ψ

∂x
= 0; (2)

t = 0 : w = 0, ψ = 0,
∂w

∂t
= 0,

∂ψ

∂t
= 0, (3)
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в которых t – время, F – площадь поперечного сечения, J – момент инерции
поперечного сечения, δ () – дельта-функция Дирака, P – центробежная сила, ρ
– плотность материала, Е, G – модули Юнга и сдвига, соответственно, k – без-
размерный числовой коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения
балки, w – перемещение центра изгиба сечения в направлении оси z (прогиб), ψ
– угол поворота сечения вокруг центра изгиба, ω – угловая скорость.

Граничные условия (2) будут удовлетворены, если решение системы (1) пред-
ставить в виде

w =

∞∑
n=1

wn (t) sinµnx, ψ =

∞∑
n=1

ψn (t) cosµnx. (4)

Подставляя эти функции в систему (1), получаем следующую систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений относительно искомых функций:

ρJ
d2ψn

dt2
+
(
EJµ2n + kGF

)
ψn − kGFµnwn = 0,

ρF
∂2wn

∂t2
+ kGFµ2nwn − kGFµnψn = l−1 [sin (µnν + ω) t] . (5)

Общее решение системы (5) при начальных условиях (3) имеет вид

wn (t) = Ansinωn1t + Bnsinωn2t+

+Pl−1
[
Γ+
nH

+
n sin ( µnν + ω) t+ Γ−

nH
−
n ( µnν − ω) t

]
,

ψn (t) =

(
µn − ρω2

n1

kGµn

)
Ansinωn1t +

(
µn − ρω2

n2

kGµn

)
Bnsinωn2t+

+P l−1µn
[
H+

n sin (µnν + ω) t+H−
n sin (µnν − ω) t

]
, (6)

где

An =
P

ρlωn1

(
ω2
n1 − ω2

n2

){[kGµ2n −
(
kGµ2n − ρω2

n2

)
Γ+
n

]
(µnν+

+ω)H+
n +

[
kGµ2n −

(
kGµ2n − ρω2

n1

)
Γ−
n

]
(µnν − ω)H−

n },

Bn = − P

ρlωn2

(
ω2
n1 − ω2

n2

){[kGµ2n −
(
kGµ2n − ρω2

n1

)
Γ+
n

]
(µnν+

+ω)H+
n +

[
kGµ2n −

(
kGµ2n − ρω2

n1

)
Γ−
n

]
(µnν − ω)H−

n },

H±
n = {EJ µ4n −

[
ρF +

(
ρJ +

ρEJ

kG

)
µ2n

]
(µnν ± ω)2 +

ρ2J

kG
(µnν ± ω)4}−1,

(
H±

n

)−1 ̸= 0, Γ±
n = 1 +

EJµ2n
kGF

− ρJ (µnν ± ω)2

kGF
,
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ωn1, ωn2– частоты собственных колебаний, задаваемые выражением

ωni = (2γ)
−1
2

(
λn + (−1)i

(
λ2n − 4γk2n

) 1
2

) 1
2
, (7)

λn = 1 +

(
J

F
+

EJ

kGF

)
µ2n, kn =

√
EJ

ρF
µ2n, γ =

ρJ

kGF
.

Здесь и далее i = 1, 2.
Подставляя функции wn (t), ψn (t) в соответствующие формулы (4), получа-

ем, что вынужденные поперечные колебания рассматриваемой балки определя-
ются по закону

w =
P

l

∞∑
n=1

[
Γ+
nH

+
n sin ( µnν + ω) t+ Γ−

nH
−
n sin ( µnν − ω) t

]
sinµnx ,

ψ =
P

l

∞∑
n=1

µn
[
H+

n sin (µnν + ω) t + H−
n sin (µnν − ω) t

]
µnx. (8)

Если знаменатель n-го члена рядов (9) обращается в нуль, частота возмуща-
ющей силы приближается к одному из значений

ωκ
ni = ±µnν ± ωni (κ = 1, 2, 3, 4) , (9)

которые определяются из условий (H±
n )

−1
= 0. В этом случае возникает резо-

нанс, так как амплитуда вынужденных колебаний резко возрастает.
Постановка и решение задачи 2. Рассмотрим вращательное движение

невозмущённой части балки Тимошенко (рис.2).

Рис. 2.

В этом случае движение обусловлено вращающим моментом M(t), возника-
ющим на фронте изгибной волны. Необходимо определить вынужденные попе-
речные колебания, возникающие вследствие вращательного движения невозму-
щенной части балки Линейное интегро-дифференциальное уравнение движения
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и система уравнений упругих поперечных колебаний шарнирно-опёртой балки
описываются уравнениями [3]:

ρF
l
∫
0
x
[
xθ̈ − ẅ1 (t, x)

]
dx =M (t) + ρgF

l
∫
0
[xcosθ + w1 (t, x) sinθ] dx; (10)

EJ
∂2ψ1

∂x2
+ kGF

(
∂w1

∂x
− ψ1

)
= ρJ

∂2ψ1

∂t2
,

kGF

(
∂2w1

∂x2
− ∂ψ1

∂x

)
+ q (x, t) = ρF

∂2w1

∂t2
(11)

при граничных и начальных условиях

x = 0, l : w1 = 0;
∂ψ1

∂x
= 0, (12)

t = 0 : w1 = 0,
∂w1

∂t
= 0, ψ1 = 0,

∂ψ1

∂t
= 0. (13)

Следует обратить внимание на то, что на рис. 2 представлена форма возму-
щённой части балки на участке от точки A до точки B в момент времени t с
использованием следующих обозначений: o1 – точка на переднем фронте волны
изгиба, расположенная на нейтральной линии балки; Ao1 – кривая, представ-
ляющая форму возмущённой части балки; o1B – прямолинейный отрезок, пред-
ставляющий форму невозмущённой части балки; w(t,x ’,y) – прогиб поперечного
сечения на фронте волны изгиба в момент времени t относительно его поло-
жения в недеформированном состоянии балки (относительно оси x ); w1 (t, x, y)
– прогиб, возникающий в результате вращательного движения невозмущённой
части балки; x1, y1, z1 – подвижная система координат, жёстко связанная с
фронтом волны изгиба; q(x,t) – дополнительные силы, зависимость которых от
координаты x и времени t имеет вид

q (x, t) =


ρF
[
xθ̈ − gcosθ

]
при x′ ≤ x ≤ l,

2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1) ,
0− при остальных значениях x и t

где
θ (t) = ψ

(
t, x′

)
, (14)

x ’(t) – закон распространения в прямом и обратном направлениях переднего и
заднего фронтов изгибной волны вдоль балки, задаваемый уравнениями:

x′ = (ν + ν1) t− 2ml при 2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1) ; (15)

x′ = 2 (m+ 1) l − (ν + ν1) t

при (2m+ 1) / (ν + ν1) < t < 2 (m+ 1) l/ (ν + ν1) . (16)
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Уравнения распространения волны в прямом и обратном направлениях зад-
него фронта волны изгиба вдоль балки могут быть получены из уравнений рас-
пространения в прямом и обратном направлениях переднего фронта волны из-
гиба заменой ν на −ν. Здесь m характеризует число отражений волны от границ
и принимает значения m=0, 1, 2,. . . ; ν1−групповая скорость для задачи (1)–(3)
[4].

Решение системы (11) при пренебрежении собственным весом балки пред-
ставим в форме

w1 =
∞∑
n=1

w1n (t) sinµnx, 2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1) ,

ψ1 =

∞∑
n=1

ψ1n (t) cosµnx. (17)

Подставив эти значения w1 и ψ1 в систему (11), получим систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений относительно искомых функций w1n, ψ1n

ρJ
d2ψ1n

dt2
+
(
EJµ2n + kGF

)
ψ1n − kGFµnw1n = 0,

ρF
d2w1n

dt2
+ kGFµ2nw1n − kGFµnψ1n = qn (t) , (18)

где
qn (t) = 2l−1ρF θ̈n (t)Dn

(
x′
)
,

Dn

(
x′
)
=



1

µ2n
{βn − [sinµnx

′ − µnx
′cosµnx

′]}

при x′ ≤ x ≤ l, 2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1),

−
1

µ2n
{[sinµnx′ − µnx

′cosµnx
′]}

при 0 ≤ x ≤ x′, (2m+ 1) / (ν + ν1) < t < 2 (m+ 1) l/ (ν + ν1) ,

βn = sinµnl − µnlcosµnl.

Построив решение системы (18) методом вариаций постоянных при началь-
ных условиях (13), получаем, что упругие поперечные колебания балки во вре-
мени движения определяются по закону

w1 =

∞∑
n=1

[
t
∫
0
f1n (τ) sinωn1 (t− τ) dτ +

t
∫
0
f2n (τ) sinωn2 (t− τ) dτ

]
sinµnx,

x′ ≤ x ≤ l, 2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1) ;

ψ1 =
∞∑
n=1

[
t
∫
0
g1n (τ) sinωn1 (t− τ) dτ +

t
∫
0
g2n (τ) sinωn2 (t− τ) dτ

]
cosµnx; (19)
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f1n (t) = θ̈n (t)Dn

(
x′
)
P1n, f2n (t) = θ̈n (t)Dn

(
x′
)
P2n,

g1n (t) =

(
µn − ρω2

n1

kGµn

)
f1n (t) , g2n (t) =

(
µn − ρω2

n2

kGµn

)
f2n (t) ,

P1n =
2
(
kGµ2n − ρω2

n2

)
ρlωn1

(
ω2
n1 − ω2

n2

) , P2n =
2
(
kGµ2n − ρω2

n1

)
ρlωn2

(
ω2
n1 − ω2

n2

) .
Решения (19) после преобразований можно представить в виде вынужденных

и свободных колебаний, вызванных возмущающими силами q (t, x) . При этом
для вынужденных поперечных колебаний получаются формулы:

w1 =
P

2l

∞∑
n=1

µ−1
n [P1nun (ωn1, t) + P2nun (ωn2, t)] sinµnx,

x′ ≤ x ≤ l, 2ml/ (ν + ν1) < t < (2m+ 1) l/ (ν + ν1) ;

ψ1 =
P

2l

∞∑
n=1

µ−1
n [P ∗

1nun (ωn1, t) + P ∗
2nun (ωn2, t)] cosµnx,

P ∗
1n = −

(
µn − ρω2

n1

kGµn

)
P1n, P ∗

2n = −
(
µn − ρω2

n2

kGµn

)
P2n; (20)

un (λ, t) = −λβnH
+
n [µn (2ν + ν1) + ω]2

λ2 − [µn (2ν + ν1) + ω]2
sin [(µn (2ν + ν1) + ω) t− 2µnml] +

+
λβnH

+
n (µnν1 − ω)2

λ2 − (µnν1 − ω)2
sin [(µnν1 − ω) t− 2µnml]−

−λβnH
−
n [µn (2ν + ν1)− ω]2

λ2 − [µn (2ν + ν1)− ω]2
sin [(µn (2ν + ν1)− ω) t− 2µnml]+

+
λβnH

−
n (µnν1 + ω)2

λ2 − (µnν1 + ω)2
sin [(µnν1 + ω) t− 2µnml]−

− λµnH
+
n

λ2 − (µnν + ω)2
{
[
(µnν + ω)2 + µ2n (ν + ν1)

2
]
x′ (t) sin (µnν + ω) t−

−cos (µnν + ω) t}−

−λH
+
n 2

−1 [µn (2ν + ν1) + ω]2

λ2 [µn (3ν + 2ν1) + ω]2
{µnx′ (t) sin [(µn (3ν + 2ν1) + ω) t− 4µnml] +−

λ2 − [µn (3ν + 2ν1) + ω] [µn (5ν + 4ν1) + ω]

λ2 − [µn (3ν + 2ν1) + ω]2
cos[(µn (3ν + 2ν1) + ω) t− 4µnml]}+

+
λH+

n 2
−1 (µnν − ω)2

λ2 − [µn (ν + 2ν1)− ω]2
{µnx′ (t) sin [(µn (ν + 2ν1)− ω) t− 4µnml] +
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+
λ2 − [µn (ν + 2ν1)− ω] [µn (3ν + 4ν1)− ω]

λ2 − [µn (ν + 2ν1)− ω]2
cos[(µn (ν + 2ν1)− ω) t− 4µnml]}−

− λµnH
−
n

λ2 − (µnν − ω)2
{
[
(µnν − ω)2 + µ2n (ν + ν1)

2
]
x′ (t) sin (µnν − ω) t−

−
2 (ν + ν1) (µnν − ω)

[
λ2 + µ2n (ν + ν1)

2
]

λ2 − (µnν − ω)2
cos (µnν − ω) t}−

−λH
−
n 2

−1 [µn (2ν + ν1)− ω]2

λ2 − [µn (3ν + 2ν1)− ω]2
{µnx′ (t) sin [(µn (3ν + 2ν1)− ω) t− 4µnml] +

+
λ2 − [µn (3ν + 2ν1)− ω] [µn (5ν + 4ν1)− ω]

λ2 − [µn (3ν + 2ν1)− ω]2
cos[(µn (3ν + 2ν1)− ω) t− 4µnml]}+

{+ λH−
n 2

−1 (µnν + ω)2

λ2 − [µn (ν + 2ν1) + ω]2
{µnx

′(t)sin [(µn (ν + 2ν1) + ω) t− 4µnml] +

+
λ2 − [µn (ν + 2ν1) + ω] [µn (3ν + 4ν1) + ω]

λ2 − [µn (ν + 2ν1) + ω]2
cos[(µn (ν + 2ν1) + ω) t− 4µnml]}.

Вынужденные колебания на участке 0 ≤ x ≤ x′, (2m+ 1) / (ν + ν1) < t <
2 (m+ 1) l/ (ν + ν1) (m = 0, 1, . . .) упругой шарнирно-опертой балки можно по-
лучить с помощью формул (20), заменив βn, ν, ν1, m, на 0, −ν, −ν1, − (m+ 1) .
Если знаменатель n-го члена ряда (20) равен нулю, то частота возмущающей
силы определяется одним из следующих значений:

ω̃κ
ni = ±µnν1 ± ωni, ω̄κ

ni = ±µn (ν + 2ν1)± ωni,

ω̄κ
ni = ± µn (3ν + 2ν1)± ωni,

ωκ
ni = ±µnν ± ωni (κ = 1, 2, 3, 4) .

которые определяются из условий

ω2
ni − (µnν ± ω)2 = 0, ω2

ni − [µn (ν + 2ν1)± ω]2 = 0,

ω2
ni − (µnν1 ± ω)2 = 0, ω2

ni − [µn (3ν + 2ν1)± ω]2 = 0.

В этом случае получается состояние резонанса.
Сравнивая задачу (1)–(3) с задачей (10)–(13), получаем

ω̃κ
ni = ±µnν1 ± ωni, ω̄κ

ni = ±µn (ν + 2ν1)± ωni,

ω̄κ
ni = ± µn (3ν + 2ν1)± ωni (κ = 1, 2, 3, 4) . (21)

Величины ω̃κ
ni, ω̄

κ
ni, ω̄

κ
ni пронумеруем так, чтобы выполнялись соотношения

ω̃3
ni = −ω̃2

ni, ω̃4
ni = −ω̃1

ni, ω̄3
ni = −ω̄2

ni, ω̄4
ni = −ω̄1

ni,
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ω̄3
ni = −ω̄2

ni, ω̄4
ni = −ω̄1

ni.

Описание результатов численных исследований. В качестве примера
рассмотрим прохождении паровоза по мосту в случае четырех однопутных же-
лезнодорожных мостов с пролетами 18,3 м, 36,6 м, 73,2 м, 109,7 м.

Пусть скорость движения поезда v = 36, 6 м/сек, число оборотов ведущих
колес паровоза 8 c−1 (ω = 50, 2 рад/сек), диаметр ведущих колес 1,45 м. Тогда

Max |w1| / |w| ≈ 1, 4. (22)

Результаты расчетов приведены в табл. 1 и табл. 2, где даны вычисленные по
формулам (20) значения резонансных частот ω̃κ

ni, ω̄κ
ni, ω

κ
ni в зависимости от

пролета моста при n = 1, i = 1.

Таблица 1. Значения резонансных частот ω1
11 в зависимости от пролета моста

l ω1
11 = µ1ν1 + ω11 ω1

11 = µ1 (ν + 2ν1) + ω11 ω1
11 = µ1 (3ν + 2ν1) + ω11

18,3 м 166,7 283,79 296,35
36,6 м 92,27 156,67 162,95
73,2 м 54,92 92,9 96,12
109,7 м 36,58 61,88 64,0

Таблица 2. Значения резонансных частот ω2
11 в зависимости от пролета моста

l ω2
11 = µ1ν1 − ω11 ω2

11 = µ1 (ν + 2ν1)− ω11 ω2
11 = µ1 (3ν + 2ν1)− ω11

18,3 м 56,83 171,89 184,45
36,6 м 30,25 94,65 100,93
73,2 м 16,1 55,89 59,1
109,7 м 11,9 37,2 39,3

Как видно из данных таблиц, во всех рассматриваемых случаях резонансные
частоты ω̃κ

ni, ω̄
κ
ni, ω

κ
ni уменьшаются с увеличением пролета мостового строения.

Выражение (22) показывает максимальное абсолютное значение max |w1| / |w|
для пролета 73,2 м в точке x=40 м. Величины |w| и |w1| представляют со-
бой абсолютные значения вынужденных колебаний балки, вычисленные соот-
ветственно по формулам (8) и (20). Выражение (22) показывает, что наибольшее
абсолютное значение прогиба |w1| превышает соответствующее значение проги-
ба |w|. Как видно, для мостов малых пролетов резонансная частота настолько
высока, что синхронность пульсирующей силы и вынужденных колебаний (20)
не может возникать ни при одной скорости, возможной на практике. Приняв,
например, 8 (ω=50,2 c−1) оборотов ведущих колес в секунду за наивысший пре-
дел и используя значения резонансных частот, из приведённых таблиц, мож-
но заключить, что состояние резонанса вряд ли возможно для пролетов менее
18,3 м. Для больших пролетов явление резонанса следует учитывать. Если на
мост одновременно воздействуют несколько подвижных нагрузок, вызванные
ими колебания накладываются друг на друга.
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Заключение. Таким образом, получено и исследовано решение задачи о вы-
нужденных поперечных колебаниях упругой шарнирно-опёртой балки с учётом
вращательного движения, вызванного периодически колеблющейся сосредото-
ченной нагрузкой, движущейся вдоль балки с постоянной скоростью. Получен
ряд рекомендаций, которые могут быть использованы при проектировании и
эксплуатации различных мостов, при эксплуатации которых могут возникать
резонансные явления.
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K.Sh. Mkrtchyan
Study of forced transverse vibrations of an elastic pivot-supported Timoshenko beam
under moving load.
This paper investigates the forced transverse vibrations of an elastic hinge-supported Timoshenko
beam subjected to a periodically oscillating concentrated load moving along the beam at a constant
velocity. The problem is solved using a previously proposed method based on combined conditions,
taking into account both the dynamic impact on the Timoshenko beam and the rotational motion
relative to the bending-wave front. Two types of forced transverse vibrations and new resonant
frequencies are obtained. It is shown that the new resonant frequencies decrease as the length of the
Timoshenko beam increases. For sufficiently long Timoshenko beams, a new resonant state exists.
Keywords: bridge, centrifugal force, cross section, gravity, transverse vibrations, natural
frequencies, mode shapes.
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Методические критерии первоочередной диагностики многоэтажных зданий в сложных...

МЕТОДИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ ПЕРВООЧЕРЕДНОЙ
ДИАГНОСТИКИ МНОГОЭТАЖНЫХ ЗДАНИЙ В СЛОЖНЫХ
ГОРНО-ГЕОЛОГИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ
ДОНЕЦКО-МАКЕЕВСКОГО УГЛЕНОСНОГО РАЙОНА

В работе проведен анализ кумулятивного влияния горных выработок, тектонических наруше-
ний и крутизны склонов на характер повреждений зданий и сооружений на подрабатываемых
территориях. Разработан алгоритм выявления зданий с высоким риском возникновения ава-
рийных ситуаций и обоснована необходимость корректировки методик прогноза. По результа-
там натурных исследований зафиксированы закономерности совместного влияния рельефа и
активизации сдвижений земной поверхности при затоплении очистных выработок на дефор-
мации зданий.
Ключевые слова: типовые структурные деформации зданий, рельеф земной поверхности,
повреждение объектов поверхности, горные работы, подземная добыча угля.

Введение. Анализом существующих баз данных [1] установлено, что подав-
ляющее большинство многоэтажных жилых зданий Донецко-Макеевского угле-
носного района в настоящий момент имеют возраст 60-80 лет, что приближает
их к предельным срокам эксплуатации, установленным нормативными докумен-
тами [2, 3]. Причем жилая застройка зачастую создавалась вокруг угледобыва-
ющих предприятий, которые активно подрабатывали жилой фонд в последние
десятилетия. Причем неравномерность оседаний вызывает вертикальные дефор-
мации земной поверхности (наклоны и кривизну), а неравномерность горизон-
тальных сдвижений – относительные деформации растяжения и сжатия [4–15].
Такие перемещения земной поверхности приводят к структурным деформациям
зданий, выражающимся в повреждениях наружных стен, цоколей, перекрытий,
перекосе оконных проемов и др. Процесс сдвижения не прекращается и после
остановки очистных работ, он повторно активизируются при затоплении вы-
работок, вызывая дополнительные деформации подработанных объектов [16–
21]. На характер деформаций объектов поверхности также влияет структура
рельефа, углы падения застроенных и ранее подработанных склонов Донецко-
Макеевского угленосного района достигают 7-9◦.

При этом на сегодняшний день отсутствуют описанные алгоритмы выбора
зданий, требующих первоочередной диагностики состояния и разработки мер за-
щиты на участках застройки со сложными горно-геологическими и инженерно-
геологическими условиями. В связи с тем, что в таких случаях здания полу-
чают дополнительные факторы воздействия на их техническое состояние, для
снижения вероятности возникновения аварийных случаев актуальным является
вопрос выявления подобных объектов и их первоочередного обследования.

В данной работе разработан алгоритм дистанционного выбора зданий, со-
стояние которых требует их первоочередного обследования для назначения мер
защиты. Обоснована необходимость корректировки существующих методик про-
гноза и приведены примеры результатов обследования с учетом представленного
алгоритма.
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Постановка и метод решения задачи. Рассмотрим застроенный участок
земной поверхности, подработанный горными выработками и расположенный
на склоне мезорельефа. Для определения степени влияния горных выработок на
каждый из подработанных объектов поверхности должен осуществляться расчет
длин полумульд. Влияние сложной структуры рельефа и наклонного падения
горных пород приводит к неравномерному проявлению мульды сдвижения на
поверхности, что невозможно определить согласно действующей методике [4].
На наклонных пластах форма мульды сдвижения является трапециевидной и
может быть определена при полной подработке по простиранию и вкрест про-
стирания пласта по формулам

L1 = (H +
D1

2
sinα−h − hм)ctgβ0 + hмctgδ0м + hctgϕ0+

+(H +
D1

2
sinα)ctg(ψ1 + α); (1)

L2 = (H − D1

2
sinα− h− hм)ctgγ0 + hмctgδ0м + hctgφ0

+(H − D1

2
sinα)ctg(ψ2 − α); (2)

L3 = (Hi − h− hм) · ctg δ0 + hм · ctg δ0м + h · ctgφ0 +Hi · ctg ψ3, (3)

где L1,L2 – длины полумульд вкрест простирания пласта, м; L3 – длина по-
лумульды по простиранию пласта, м; Н – средняя глубина разработки, м; Hi

– глубина разработки в углах лавы, м; D1, D2 – длины очистной выработки
вкрест простирания и по простиранию соответственно, м; α – угол падения пла-
ста, градус; h – мощность наносов, м; hм – мощность мезозойских отложений,
м; δ0, γ0, β0 – граничные углы по простиранию, по восстанию и по падению
соответственно, градус; φ0 – граничный угол в наносах, градус; δ0 – граничный
угол в мезозойских отложениях, градус; ψ1, ψ2, ψ3 – углы полных сдвижений,
градус.

Для рассматриваемого участка земной поверхности, на основании приведен-
ных в [4] зависимостей, также рассчитаем оседания, сдвижения и горизонталь-
ные деформации. Определим участки с максимальными показателями дефор-
маций, на которых возможно определение зон совместного влияния подработки
и рельефа. При этом учтем, что рельеф местности в Донецко-Макеевском угле-
носном районе представлен большим количеством участков с перепадом высот
от десятков до более ста метров на один километр подработанной территории
(рис. 1). Обследование зданий целесообразно выполнять на участках с покатыми
и сильнопокатыми склонами.

При обследовании жилых домов нужно фиксировать все имеющиеся дефор-
мации и повреждения конструктивных элементов: наличие, расположение и ве-
личина раскрытия трещин в стенах; отклонение стен в вертикальной плоскости;
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изгиб кладки стен и цоколя в горизонтальной и вертикальной плоскостях; со-
стояние кладки и штукатурки стен и цоколя; перекосы оконных и дверных про-
емов; срез кладки под опорными частями перемычек; изгиб оконных перемычек
и поясов кладки под окнами.

Рис. 1. Цифровая модель рельефа г. Донецка

В данной работе в качестве объектов представителей по указанному алгорит-
му производился выбор жилых домов, расположенных в Ворошиловском рай-
оне г. Донецка на правом склоне реки Кальмиус, для обследования и анализа
их технического состояния: № 23, 23а, 38, 40 по пр. Театральному, № 117, 117б,
119, 119а, 123, 125 по ул. Набережной, № 143а, 143б по ул. 50-летия СССР. До-
ма расположены на участке застройки со сложными горно-геологическими и
инженерно-геологическими условиями, в период с 1979 г. по 2004 г. они были
подработаны 11-ю лавами по пластам h7, h8 и h10 закрытой шахты им. М. Горь-
кого.

План поверхности с нанесенными линиями рельефа и выбранными жилыми
домами показан на рис. 2.

На рис. 3 показаны графики фактических и расчетных («Прогноз») оседаний
земной поверхности от влияния всех указанных выше лав.

Анализ результатов расчета деформаций земной поверхности и данных ин-
струментальных измерений позволяет определить участки локализации наи-
больших оседаний (рис. 4).
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Рис. 2. Элемент плана г. Донецка с линиями мезорельефа и выбранными жилыми домами:
1 – линии мезорельефа с высотными отметками; 2 – обследованные здания

Рис. 3. Графики оседания земной поверхности
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Рис. 4. График расчетных оседаний земной поверхности от всех влияющих лав (мм)

Анализ графика оседаний земной поверхности показывает, что максималь-
ные оседания (до 1800 мм) наблюдаются в районе жилых домов № 23 и № 23а
по пр. Театральному и дома № 117 по ул. Набережной. Кроме того, оседания,
близкие к максимальным, наблюдаются в районе домов № 117б и № 119 по
ул. Набережной. Указанные дома, кроме дома № 23, попадают в зону возмож-
ного проявления тектонического нарушения – Мушкетовского надвига.

Для установления причин (факторов), оказавших влияние на деформирова-
ние конструкций жилых домов выполнено следующее: собраны исходные дан-
ные о конструктивных особенностях жилых домов, инженерно-геологических и
горно-геологических условиях площадки застройки; проведено визуальное об-
следование фасадов жилых домов, лестничных клеток, подвалов и технических
этажей с фотофиксацией имеющихся дефектов и повреждений конструкций;
проведены инструментальные измерения кренов жилых домов и наклонов ре-
льефа земной поверхности в основании домов; определено влияние горных вы-
работок и других факторов на площадку застройки.

На основании проведенных исследований выполнен анализ состояния жилых
домов, установлены причины деформирования их конструкций.

В жилых домах № 23 и № 23а по пр. Театральному зафиксированы поврежде-
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ния: оседание отмостки с образованием горизонтальных зазоров между цоколем
и отмосткой 120-240 мм (рис. 5, а, б ); местами на фасадах разрушение керами-
ческой облицовки стен и цоколя; трещина раскрытием до 10 мм, заделанная
цементным раствором, в стене дома № 23 в уровне девятого этажа (рис. 5, в);
раскрытие деформационных швов между отсеками (рис. 5, г) и др.

Рис. 5. Повреждения жилых домов по пр. Театральному: а, в – жилой дом № 23; б, г – жилой
дом № 23а

В жилом доме № 40 по пр. Театральному зафиксированы наклонные трещи-
ны в наружных стенах раскрытием до 5–7 мм, в верхней части стены правого
торцевого фасада наклонная трещина раскрытием до 17–18 мм (рис. 6), повре-
ждение облицовки стен, раскрытие деформационных швов и др.

Были проведены инструментальные наблюдения по определению фактиче-
ских кренов жилых домов и наклона рельефа земной поверхности на площадках
расположения домов. Отклонения жилых домов от вертикали определялись в
двух направлениях, соответствующих осям этих домов.

Согласно результатам инженерно-геологических изысканий грунты на рас-
сматриваемой площадке не обладают просадочными свойствами, однако, харак-
теризуются различными деформационными свойствами.

Территория относится к подтопленной. Основными факторами подтопления
являются: изменение условий поверхностного стока при строительстве зданий;
засыпка естественных дренажных отводов, производство земляных работ; утеч-
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ки из водонесущих и водоотводящих коммуникаций; уменьшение испарения вла-
ги под зданиями; полив зеленых насаждений; инфильтрация вод; наличие сла-
бопроницаемых грунтов и прослоек; близкое расположение подземных вод к
земной поверхности.

Рис. 6. Трещины в стенах жилого дома № 40 по пр. Театральному: а – стена главного фасада;
б – стена правого фасада

В жилом доме № 117 по ул. Набережной зафиксированы трещины в на-
ружных стенах раскрытием до 3–5 мм, разрушение облицовки стен, отслоение
нащельников деформационных швов и др.

Грунты, слагающие основание жилых домов, обладают различными физиче-
скими, деформационными, прочностными и фильтрационными свойствами, что
способствует неравномерным оседаниям оснований домов.

В основании жилых домов № 23а по пр. Театральному, и № 117, 117б, 119 по
ул. Набережной расположена зона перемятых пород Мушкетовского надвига.

В основании жилых домов № 23а и № 40 по пр. Театральному, № 119 по ул.
Набережной расположен выход под наносы известняка К 3.

В основании жилых домов № 23 по пр. Театральному и № 143б по ул. 50-летия
СССР расположен выход под наносы угольного пласта k22.

В районе обследованных жилых домов шахтой им. М. Горького проводи-
лись инструментальные наблюдения на трех маркшейдерских наблюдательных
станциях, заложенных вдоль пр. Театрального; ул. 50-летия СССР и ул. Набе-
режной.

Полученные числовые данные наблюдений были проанализированы и по ним
построены графики оседаний, которые характеризуют динамику процесса сдви-
жения земной поверхности. Кроме того, для реперов всех наблюдательных стан-
ций были вычислены прогнозные значения деформаций земной поверхности.
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Результаты фактических инструментальных наблюдений и результаты про-
гноза, выполненного по методике [4] показаны на рис. 3. Проведенные иссле-
дования позволили установить четкую взаимосвязь между величинами расчет-
ных и фактических деформаций земной поверхности, параметрами рельефа и
степенью поврежденности конструктивных элементов обследованных зданий.
Анализ графиков расчетных оседаний показал, что максимальные вертикаль-
ные перемещения земной поверхности, достигающие 1800 мм, локализуются в
районе жилых домов № 23 и № 23а по пр. Театральному, а также дома № 117
по ул. Набережной. Именно на этих участках зафиксированы наиболее интен-
сивные повреждения несущих и ограждающих конструкций, что подтверждает
определяющую роль горно-геологического фактора в формировании техниче-
ского состояния зданий. Особого внимания заслуживает тот факт, что дома
№ 117б и № 119 по ул. Набережной, демонстрирующие также значительные де-
формации, попадают в зону влияния Мушкетовского тектонического надвига,
что указывает на кумулятивный эффект от совместного воздействия подработ-
ки и тектонических нарушений.

Важным результатом анализа является количественная оценка влияния ме-
зорельефа на характер повреждений. Инструментальные замеры высот цоколей
позволили установить углы наклонов рельефа в сторону реки Кальмиус, ко-
торые для наиболее поврежденных домов варьируются от 1,44◦ до 6,51◦, что
значительно превышает нормативные значения для плоскостных сооружений.
Наибольшие углы наклонов зафиксированы у дома № 23а (до 6,51◦), где также
отмечены максимальные раскрытия деформационных швов и зазоров между
цоколем и отмосткой (до 240 мм). Это свидетельствует о том, что склоновые
процессы не просто сопутствуют, но и усиливают деформации, вызванные под-
работкой, создавая опасные сочетания растягивающих и сдвиговых напряжений
в основании.

Выводы. Таким образом, на основании комплексирования аналитических
расчетов параметров сдвижения земной поверхности при активизации геомеха-
нических процессов над очистными горными выработками, компьютерной об-
работки спутниковых снимков и натурных наблюдений доказано, что техниче-
ское состояние многоэтажных зданий в Донецко-Макеевском угленосном районе
определяется комплексным воздействием трех основных факторов – длитель-
ной подработкой очистными выработками, активизацией сдвижений при затоп-
лении горных выработок и сложным мезорельефом с углами наклонов до 7–9
градусов. Это создает условия для возникновения структурных деформаций,
значительно превышающих нормативные пределы для типовых серий зданий.
Установлено, что наиболее критичные повреждения фиксируются не просто в
зонах максимальных оседаний, а на участках совместного действия подработ-
ки и тектонических нарушений, таких как Мушкетовский надвиг, где проис-
ходит перераспределение напряжений в массиве горных пород с образовани-
ем дополнительных зон концентрации деформаций. Обоснована необходимость
корректировки существующих методик прогноза деформаций для условий Дон-
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басса с введением поправочных коэффициентов, учитывающих неоднородность
инженерно-геологического строения, наличие тектонических нарушений и ре-
альные углы наклонов рельефа. Практическая значимость данной работы за-
ключается в разработке алгоритма первоочередного выбора зданий для деталь-
ного инструментального обследования, основанного на комплексировании дан-
ных о горно-геологических условиях, результатах моделирования мульды сдви-
жения и экспресс-оценке уклонов рельефа, что позволяет оптимизировать затра-
ты на мониторинг и своевременно выявлять объекты с высоким риском прогрес-
сирующих деформаций. Результаты исследования подтверждают, что здания с
нормативным сроком эксплуатации 60-80 лет в условиях комплексного воздей-
ствия негативных факторов требуют разработки индивидуальных мер защиты,
а не типовых решений, с обязательным учетом локальных особенностей каждого
участка застройки.

Исследование выполнено в ФГБНУ «РАНИМИ» за счет гранта Российского
научного фонда № 26-17-20018 (https://rscf.ru/project/26-17-20018/).
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N.N. Grishchenkov, F.M. Golubev, V.P. Sazhnev, T.I. Raxmanova, E.A. Bardakova,
E.Y. Kapinus
Methodological criteria for priority diagnostics of multi-story buildings in complex
mining and geological conditions of the Donetsk-Makeevsky coal-bearing region.
This paper presents an analysis of the cumulative influence of underground mining, tectonic faults,
and slope steepness on the magnitude of ground surface deformations and the nature of damage to
buildings and structures. The necessity of adjusting prediction methodologies is substantiated, and
a priority diagnostic algorithm has been developed to identify buildings at high risk of emergencies.
Based on the results of field studies, regularities of the combined effect of terrain and the activation
of ground surface movements due to flooding of mined-out workings on building deformations were
recorded.
Keywords: typical structural deformations of buildings, ground surface topography, damage to
surface features, mining operations, underground coal mining.
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Решена задача теоретической оценки фильтрационных свойств подработанных горных пород.
Разработан соответствующий математический подход, основанный на совместном моделиро-
вании напряженно-деформированного состояния массива и изменений его проницаемости с
учетом необратимого деформирования пород за пределом прочности. Получены оценки рас-
пределения проницаемости в наиболее значимых зонах фильтрационной неоднородности – в
областях влияния барьерных целиков и в зонах полных сдвижений. Установлено, что размеры
целиков оказывают существенное влияние на формирование зон повышенной и пониженной
проницаемости, что определяет эффективность их гидроизоляционной функции. Установлено,
что в зонах полной подработки проницаемость пород возрастает примерно на два порядка по
сравнению с разгруженным состоянием и на три–четыре порядка относительно ненарушен-
ного массива, а остальные виды фильтрационных неоднородностей могут быть представлены
как суперпозиция исследованных зон.
Ключевые слова: выработанное пространство, проницаемость, зоны полных сдвижений,
зоны водопроводящих трещин, фильтрация, напряженно-деформированное состояние, необ-
ратимые деформации.

Введение. Закрытие, консервация и последующее затопление угольных
шахт сопровождаются существенным изменением гидрогеологических парамет-
ров горного массива. Прекращение водоотлива приводит к постепенному вос-
становлению уровня подземных вод и формированию нового гидродинамиче-
ского режима, который существенно отличается от условий эксплуатации ме-
сторождения. Эти процессы сопровождаются частичной или полной инверсией
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техногенного режима подземных вод и могут вызывать комплекс негативных
экологических последствий регионального масштаба.

К числу наиболее опасных последствий от закрытия или консервации шахт
относятся подтопление подработанных территорий, изменение направлений дви-
жения подземных вод, аварийное увеличение водопритоков на действующих
шахтах, активизация процессов сдвижения и деформирования земной поверхно-
сти, загрязнение водоносных горизонтов высокоминерализованными шахтными
водами, а также нарушение устойчивости инженерных сооружений и природных
экосистем. В условиях высокой плотности размещения угледобывающих пред-
приятий, характерной для большинства угольных бассейнов, указанные про-
цессы приобретают региональный характер и требуют комплексного научного
анализа. Одним из ключевых факторов, определяющих особенности формиро-
вания потоков подземных вод в процессе затопления шахт, являются фильтра-
ционные свойства подработанного массива. Проницаемость горных пород после
проведения очистных работ изменяется на несколько порядков [1] вследствие
перераспределения напряжений, образования систем трещин и необратимых де-
формаций. При этом пространственное распределение фильтрационных харак-
теристик приобретает выраженную неоднородность, что существенно осложня-
ет прогнозирование процессов фильтрации и массопереноса. Особое значение
приобретает исследование наиболее характерных зон фильтрационной неодно-
родности, формирующихся в пределах выработанного пространства. К ним от-
носятся зоны влияния барьерных целиков, а также области полной подработки,
занимающие основную часть площади отработанных пластов. Именно эти зоны
в значительной степени определяют конфигурацию фильтрационных потоков,
скорость распространения шахтных вод и эффективность естественных либо
искусственных гидроизоляционных барьеров.

Определение проницаемости подработанных пород связано со значительны-
ми техническими трудностями, высокой стоимостью исследований и ограни-
ченной возможностью проведения натурных наблюдений на больших глубинах
[2, 3]. Кроме того, пространственная изменчивость напряженно-деформирован-
ного состояния массива требует большого количества измерений, что делает
полномасштабные натурные исследования практически невозможными. В связи
с этим особую актуальность приобретают методы математического моделирова-
ния, позволяющие на основе механики деформируемого твердого тела и теории
фильтрации оценивать изменение фильтрационных свойств пород в различных
зонах подработанного массива.

Современные методы математического моделирования позволяют учитывать
взаимосвязь между напряженно-деформирован-ным состоянием (НДС) горных
пород и их фильтрационными характеристиками, а также прогнозировать из-
менение проницаемости при переходе пород в запредельное состояние дефор-
мирования. Использование подобных моделей существенно повышает достовер-
ность прогнозов гидродинамических процессов, возникающих при затоплении
шахт, и позволяет обосновывать инженерные решения, направленные на обеспе-
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чение безопасной ликвидации горнодобывающих предприятий. Таким образом,
достоверность математического моделирования процессов затопления шахт в
значительной степени определяется корректностью оценки пространственного
распределения проницаемости подработанного массива. В связи с этим оценка
проницаемости отдельных участков отработанных угольных пластов становится
самостоятельной актуальной научной задачей, решение которой необходимо для
повышения надежности прогноза гидродинамических процессов, происходящих
при затоплении угольных предприятий.

Постановка задачи. Диапазон изменения проницаемости подработанных
горных пород достигает 5–6 порядков и определяется пространственной неод-
нородностью их напряженно-деформированного состояния [1]. Наиболее харак-
терными областями формирования фильтрационных неоднородностей являют-
ся зоны влияния барьерных целиков и зоны полных сдвижений, занимающие
до 90 % площади выработанного пространства [4]. Остальные виды фильтра-
ционных неоднородностей в первом приближении могут рассматриваться как
их суперпозиция. В связи с этим необходимо разработать метод теоретической
оценки фильтрационных свойств указанных зон, основанный на совместном мо-
делировании НДС массива и изменений проницаемости при необратимом де-
формировании горных пород. Разработанный подход позволит получить коли-
чественные оценки распределения проницаемости в зонах влияния барьерных
целиков и полных сдвижений, установить влияние размеров целиков на форми-
рование зон повышенной и пониженной проницаемости и определить характер
изменения фильтрационных свойств выработанного пространства [5, 6].

Описание результатов исследований. При деформировании горных по-
род за пределом прочности для оценки фильтрационных свойств подработан-
ных горных пород необходимо иметь соответствующий способ оценки изменений
напряженно-деформированного состояния (НДС) массива.

Такой способ предложен в работах [7, 8]. Этот способ основан на учете осо-
бенностей сдвижения горных пород при их подработке. Расчет проводят одно-
временно в двух вертикальных разрезах – вкрест и по простиранию пласта.
Оседание любой точки массива в пределах исследуемого участка для угольных
районов Донбасса вычисляется по формуле:

η = 0, 96 · exp [−0, 067 · (
√
n1 +

√
n2)] ·m cosα · S(z1) · S(z2), (1)

где m – вынимаемая мощность пласта, м; S(z1) , S(z2) - функция типичной кри-
вой, определяемая по действующим "Правилами..."[4]; n1, n2 – коэффициенты,
рассчитываемые по формулам:

n1 =
Mi

M1
=
Mi

D1
· sin(ψ1 + ψ2)

sin(ψ1) · sin(ψ2)
≤ 1, n2 =

Mi

M2
=
Mi

D2
· 2 cosα
tgψ3

≤ 1, (2)

где Mi – расстояние, измеряемое по нормали к наслоению от пласта до i-й
расчетной точки массива или до i-го пересечения, параллельного наслоению,
м; M1, M2 – расстояния, измеряемые по нормали до наслоения от пласта до
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вершины зоны полных сдвижений соответственно на разрезах вкрест и по про-
стиранию, м; D1, D2 – размеры выработанного пространства соответственно
вкрест и по простиранию пласта, м; ψ1, ψ2, ψ3 – углы полных сдвижений,
градус; α – угол падения пласта, градус.

Расчет относительных деформаций массива εz вдоль вертикальной оси про-
водится для участка массива между двумя соседними расчетными точками, по
формуле:

εz =
ηн − ηв

∆H
, (3)

где ηн, ηв – оседания соответственно нижней и верхней точки данного участка,
м; ∆H – расстояние по вертикали между этими точками, м.

При использовании такой расчетной схемы все суммарные деформации мас-
сива (упругие и необратимые) интегрально отражаются в форме мульды сдви-
жений в различных сечениях массива.

В работе [9] получены определяющие соотношения, связывающие значения
проницаемости пород с их напряженно-деформированным состоянием (НДС),
учитывающие возможность деформирования пород за пределом прочности.

Согласно работе [10] схема получения аналитического выражения проницае-
мости может считаться универсальной и применительной к упругой среде, с изо-
тропным конечным распределением систем трещин. Сначала выбирается некая
эквивалентная модель среды, структура порового пространства которой соот-
ветствует усредненным геометрическим характеристикам порового простран-
ства рассматриваемых типов горных пород. Затем используется какое-либо гид-
родинамическое соотношение, связывающее скорость течения флюида в единич-
ном канале с градиентом давления.

Для описания порового пространства горных пород в нашем случае исполь-
зовалась модель, характеризующаяся наличием различно ориентированных и
сгруппированных в системы трещин. При этом в роли универсального гидро-
динамического соотношения, отражающего закономерности течения жидкостей
и газов в щелевидных каналах, выступает уравнение Буссинеска, связывающее
скорость течения в единичной трещине с проекцией градиента давлений на плос-
кость трещины.

Для нахождения средней скорости фильтрации необходимо проинтегриро-
вать это уравнение по всем системам трещин. В этом случае, a(n) -плотность
распределения систем трещин, где n- вектор нормали к выбранной системе
трещин. Тогда, полученный тензорный множитель, определяющий связь между
вектором средней скорости фильтрации и градиентом давления, представляет
по определению тензор проницаемости, который в нашем случае с учетом тре-
щинной природы проницаемости имеет следующий вид:

K0 =
1

12

∫∫
⃝
S

g(n)(I − nn)ds, (4)

где S – поверхность полусферы единичного радиуса; I – единичный тензор;
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m – просветность системы трещин с нормалью n; a(n) – плотность систем тре-
щин; b(n) – раскрытие систем трещин; nn – векторная диада.

Тензорному множителю (4) отвечают три главных направления и три глав-
ных значения по этим направлениям.

Изменения проницаемости горных пород, вызванные необратимыми дефор-
мациями, не ограничиваются открытием уже существующих трещин и описы-
ваются следующей математической зависимостью:

K =
1

12

∫∫
⃝
S

[a(n) + ∆a(εp)]L2
n(m0 + εnn)

3 (I − nn) dS, (5)

где ∆a(εp) – дополнительное слагаемое в виде набора δ(εp) – функций для
плоскостей сдвига; Ln – среднее расстояние между трещинами в системе; εp

– необратимые деформации; εnn – деформации, перпендикулярные к системе
трещин с нормалью n.

Эти соотношения являются дальнейшим обобщением результатов [10] на слу-
чай среды с произвольным распределением систем трещин и возможностью де-
формирования пород за пределом прочности. Следует отметить, что для слои-
стой среды тензор проницаемости (5) отвечает случаю трансверсальной изотро-
пии относительно оси, нормальной к напластованию.

Влияние неравнокомпонентности напряжений с избытком превышает роль
начальной анизотропии [9], что дает основание использовать уравнения (4) и
(5) при постоянных g и m0.

Соотношения (4), (5) успешно использованы в [11] для оценки проницаемости
надработанных горных пород, при их упругом восстановлении связанным с от-
работкой смежных защитных пластов. Для подработанных горных пород, попа-
дающих в зону сдвижения, условия деформирования намного сложнее, т.к. они
происходят за пределом прочности. При необратимом деформировании происхо-
дит значительное разрыхление материала, и деформации по некоторым направ-
лениям становятся положительными и большими. В итоге зависимость проница-
емости от напряжений становится весьма сложной и неоднозначной. Именно та-
кой сложный и неоднозначный характер изменения проницаемости при переходе
от до- к запредельному деформированию фиксируется на практике [12]. Срав-
нение теоретических [1, 4] и экспериментальных данных [12], свидетельствует о
том, что теория улавливает все качественные зависимости и порядки величин.
Учитывая большой разброс экспериментальных данных при запредельном де-
формировании, можно считать удовлетворительным и количественное согласие.

При отработке угольного пласта в его кровле образуется так называемая зо-
на водопроводящих трещин (ЗВТ), которая наряду с выработанным простран-
ством также должна учитываться при изучении процессов фильтрации при за-
топлении угольных шахт. Размеры этих зон зависят от многих параметров, но
в среднем не превышают 60–70 м [13]. В некотором смысле эти зоны являются
частью выработанного пространства т.к. принимают активное участие в фор-
мировании потоков в плоскости пласта. Поэтому при оценке фильтрационных
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свойств выработанного пространства имеет смысл говорить о некоторой средней
проницаемости выработанного пространства и ЗВТ.

На рис. 1 изображено распределение нормированной величины трансвер-
сальной составляющей тензора проницаемости kn= k / k0 горных пород в вер-
тикальном сечении, расположенном перпендикулярно простиранию целика, где
k – расчетное значение, k0 – исходное значение проницаемости. На рис. 1 по
оси ординат в процентах от размеров ЗВТ ( h) отложено расстояние по нормали
от плоскости отработанного пласта до рассматриваемой точки, а по оси абсцисс
отложено расстояние от некоторого фиксированного положения начала системы
координат, расположенного в выработанном пространстве пласта, до расчетной
точки. При этом левая граница целика расположена в точке с абсциссой равной
70 м, а правая граница целика расположена соответственно в точке с абсциссой
90 м (70+ l, где l – ширина целика).

Рис. 1. Распределение нормированной трансверсальной составляющей тензора проницаемости
горных пород подработанного массива в ЗВТ при ширине целика l = 20 м

Из полученных результатов следует, что вокруг целика в ЗВТ образуется
зона выраженной фильтрационной неоднородности. Зоны знакопеременных де-
формаций, примыкающие справа и слева к краевым частям целика, сопровожда-
ются существенным увеличением трансверсальной составляющей тензора про-
ницаемости горных пород (на два порядка) по отношению к зонам полной подра-
ботки (плоского дна мульды сдвижений), которые расположены над выработан-
ным пространством (0 < x < 70 и 90 < x < 140). Зона массива, расположенная
непосредственно над целиком (70 < x < 90), является зоной концентрации на-
пряжений и характеризуется неоднозначными изменениям проницаемости. Зоны
пониженной проницаемости ( 10−2), возникающие непосредственно над целиком
и на некотором удалении от него, исходя из своих размеров, оказывают заметное
влияние на уменьшение общей проницаемости ЗВТ. Наличие таких зон умень-
шает общую проницаемость ЗВТ, однако это уменьшение мало в силу малых
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размеров этих зон. Кроме того, на некотором удалении от целика по нормали
в сторону ЗВТ наблюдается рост трансверсальной составляющей тензора про-
ницаемости. Такое поведение трансверсальной составляющей тензора проница-
емости связано с малым размером целика и наложением полумульд сдвижения
от выработанных пространств пласта, расположенных справа и слева от целика.

Как итог, относительные водоупоры, находящиеся в кровле барьерных це-
ликов, при небольшом размере целика могут попасть в зону увеличения про-
ницаемости. В этом случае водоупоры перестают быть защитными экранами и
эффективность использования ненормативных целиков падает.

В зоне полных сдвижений (в плоском дне мульды сдвижений) S(z1) и S(z2)
равны единице. Поэтому, согласно (3), при удалении от выработанного простран-
ства распределение оседаний и деформаций имеют затухающий експоненциаль-
ный характер. Такой характер распределения деформаций подтверждается тео-
ретическими [14] и экспериментальными [12, 15, 16] данными. В плоскости отра-
ботанного пласта n1, n2 равны нулю, а на верхней границе ЗВТ в зоне полной
подработки n1=n2 = h/H где h – высота ЗВТ, H – глубина разработки. Для
больших глубин разработки (H = 500 м) эти величины n1 и n2 составляют
0,12–0,14. Таким образом, для пласта мощностью m = 1,5 м средняя величина
нормальных к напластованию деформаций в ЗВТ, согласно (2) и (3) составит:

0, 95× 10−3 < εnn < 1, 25× 10−3, (6)

При подработке горных пород необратимые деформации локализуются в ви-
де трещин в плоскости напластования и по нормали к напластованию [15, 16].
Однако при оценках последствий затопления угольных шахт важно иметь оцен-
ки проницаемости вдоль напластования (трансверсальную составляющую тензо-
ра) т.к. в этом направлении область фильтрации распространяется на несколько
километров [17], а по нормали к напластованию она не превышает размеры ЗВТ.

При сильном преобладании одной из систем трещин (в нашем случае трещин
вдоль напластования) уравнения (4) и (5) для трансверсальной составляющей
существенно упрощаются и принимают следующий вид:

K = K0

(
1 +

εnn
m0

)3

, (7)

где g и m0 – постоянные. Первая характеризует проницаемость в разгруженном
состоянии, а вторая равна абсолютной величине деформации сжатия, при ко-
торой проницаемость пород практически равна нулю. Для пород Донбасса эта
величина деформации составляет не более 1 мм/м [14]. Подставляя полученную
выше оценку нормальных к напластованию деформаций из (6) в (7) имеем сле-
дующий диапазон изменения проницаемости пород в зоне полных сдвижений:

K0 × 75 < K∗ < K0 × 102.

Полученная оценка проницаемости горных пород выработанного простран-
ства пласта в зонах полной подработки говорит о существенном изменении
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фильтрационных свойств горных пород по сравнению с их свойствами в разгру-
женном состоянии. Отметим также, что сделанная теоретическая оценка про-
ницаемости, в большинстве случаев не может быть получена даже с помощью
сложных и дорогостоящих экспериментальных опытно-фильтрационных работ.

Выводы. Получены теоретические оценки пространственного распределе-
ния проницаемости подработанного массива на основе совместного моделиро-
вания НДС горных пород и изменений их проницаемости при необратимом де-
формировании. Установлено, что размеры барьерных целиков оказывают суще-
ственное влияние на формирование зон повышенной и пониженной проницаемо-
сти, определяя их гидроизоляционную эффективность. Показано, что разрабо-
танная методика позволяет выполнять количественную оценку влияния барьер-
ных целиков на процессы подземной гидродинамики с учетом деформирования
пород за пределом прочности. Получены оценки, согласно которым в зонах пол-
ных сдвижений проницаемость горных пород возрастает примерно на два поряд-
ка по сравнению с разгруженным состоянием и на три-четыре порядка относи-
тельно ненарушенного массива. Показано, что остальные виды фильтрационных
неоднородностей могут быть представлены как суперпозиции зон влияния ба-
рьерных целиков и зон полных сдвижений. Полученные результаты могут быть
использованы при построении региональных расчетных схем прогнозирования
гидродинамических процессов, сопровождающих затопление угольных шахт.

Исследования выполнены в рамках научной темы FRSR-2024-0001 «Изуче-
ние геомеханических и геофильтрационных процессов в подработанных обвод-
ненных массивах».
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E.D. Khodyrev, V.V. Trofymov, M.V. Gordienko
Assessment of the filtration properties of the mined-out space of worked-out coal
seams.
The task for theoretical assessment of undermined rocks filtration properties is considered in
the Article. The research topicality derives from the need to improve the accuracy in predicting
hydrodynamic processes associated with coal mining enterprises mothballing and abandonment,
including area flooding, changes in water inflows, and groundwater contamination. A mathematical
approach has been developed, which is based on concurrent simulation of the stress-and-strain state
of the rock mass and the changes in its permeability while taking into account the irreversible
deformation of rocks beyond their break-down point. The estimates have been obtained on the
permeability distribution within the most significant filtration heterogeneity zones – within the
barrier pillars influenced areas and within total displacement zones. It has been established that
pillars size has a significant impact on the formation of hyper- and hypo-permeability zones, which
determines their damp-proofing function efficiency. It has been shown that at totally undermined
areas, rocks permeability is about two-orders-of-magnitude increased compared to that of their
relaxed state and by three-quarter-orders-of-magnitude compared to that of the undisturbed mass.
It is noted that other types of filtration heterogeneities can be represented as a superposition of the
zones studied.
Keywords: developed space, permeability, zones of complete shear, zones of water-conducting
fractures, filtration, stress-strain state, irreversible deformations..
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