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Г. С. КИТ, д-р физ.-мат. наук, М. С. ЧЕРНЯК 

 
НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ СОСТАВНЫХ ЦИЛИНДРА И ШАРА  

ПРИ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ В ЦЕНТРАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
 

Решены одномерные задачи стационарной теплопроводности и термо-

упругости для двухкомпонентных цилиндра и шара при тепловыделении в 

центральной области и при их нагреве до постоянной температуры. При-

ведены результаты исследования напряжений при различных отношениях 

коэффициентов линейного теплового расширения, модулей сдвига и радиу-

сов области тепловыделения и внешней области. 

Ключевые слова: составной цилиндр, составной шар, тепловыделение, 

теплопроводность, термоупругость. 

 
Для практики важное значение имеет исследование термоупругого 

состояния тепловыделяющих элементов (твэлов). Они являются неотъем-
лимыми элементами конструкций ядерных энергетических установок 
различного функционального назначения. Среди них наибольшее распро-
странение получили твэлы цилиндрической формы [3, 5]. Однако для от-
дельных энергетических установок применяют твэлы сферической формы 
[1, 6]. Распределение напряжений в композите с тепловыделяющими 
включениями, его прочность и характер разрушения зависят от многих 
факторов, в том числе от механических и теплофизических характери-
стик материалов включений и связующего, а также от интенсивности те-
пловыделения включений. При расчетах термоупругого состояния твэлов 
различной конфигурации используют численные методы [1]. Однако для 
более ясного понимания физики тепловых процессов важное значение 
имеют аналитические методы расчета. Они позволяют на простых моде-
лях проследить поведение той или иной конструкции твэла при тепловом 
нагружении и выявить возможные параметры управления тепловым про-
цессом. Ценность таких модельных расчетов заключается еще и в том, 
что из полученных зависимостей просто получить оценки предельных 
возможностей материала, конструкции, процесса. 

Неоднородное температурное поле в твэле обусловливает появление 
термонапряжений, так как горячие участки стремятся расширится, а хо-
лодные не допускают этого. Поэтому горячие участки материала твэла 
находятся в состоянии сжатия, а холодные — растяжения. Например, в 
твэле цилиндрической формы температура от центра к поверхности убы-
вает, поэтому приповерхностные области растянуты. Если на поверхности 
твэла имеются макроскопические дефекты, то они концентрируют растя-
гивающие термонапряжения, что может привести к появлению трещин. 

В данной работе исследуется термоупругое состояние составного ци-
линдра и шара, в центральной области которых происходит тепловыделе-
ние с постоянной удельной мощностью. 

Постановка задачи. Рассмотрим составные цилиндр или шар радиу-

са R2 , из внутренней области которых радиуса R1  осуществляется тепло-
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выделение с постоянной удельной мощностью q . Ихняя поверхность не 

нагружена и поддерживается при постоянной температуре t0 . Механиче-

ские и теплофизические характеристики тел разные (обозначим их ин-
дексами 1 и 2 для внутренней и внешней части). На границе соединения 
имеют место условия идеального теплового и механического контактов. 

Решение задачи теплопроводности. Определение стационарного 
температурного поля рассматриваемых тел сводится к решению уравне-
ний теплопроводности 

∆ = −
λ
q

T1
1

,   ∆ =T2 0 ,                                                          (1) 

где λ1  — коэффициент теплопроводности области тепловыделения, при 

граничных условиях  

=T T1 2 ,   
∂ ∂

λ = λ
∂ ∂

T T

r r

1 2
1 2  при =r R1  и =T t2 0  при =r R2 .        (2) 

Для цилиндра уравнения (1) в полярной системе координат имеют 
вид 

∂∂  
= − ∂ ∂ λ 

T q
r

r r r

1

1

1
,   

∂∂  
= ∂ ∂ 

T
r

r r r

21
0 .                                    (3) 

После двукратного интегрирования (3) и удовлетворения условиям 
(2) с учетом ограниченности температуры в центре цилиндра получаем 

= − +
λ

Tqr
T C

2

1 1
14

,   = +T TT C r C2 2 3ln .  

Здесь  

 
= + + 

λ λ 

T qR R
C t

R

2
1 2

1 0
1 2 1

1 1
ln

2 2
,    

= −
λ

T qR
C

2
1

2
22

,   = +
λ

T qR
C R t

2
1

3 2 0
2

ln
2

. 

Отсюда при = =R R R2 1 , λ = λ1 , λ = ∞2  получаем распределение 

температуры в однородном цилиндре [1]: 

 
= − +  λ  

qR r
T t

R

2 2

02
1

4
. 

Аналогично для шара оператор Лапласа в сферической системе ко-
ординат (одномерный случай) записывается довольно просто: 

∂ ∂ 
∆ =  ∂ ∂ 

T
T r

r rr

2

2

1
. 

Поэтому, как и раньше, после двукратного интегрирования уравне-



 9 

ний (1) находим 

= − +
λ

Tqr
T C

2

1 1
16

,   = − +
T

TC
T C

r

2
2 3 ,  

где  

 −
= + + 

λ λ 

T qR R R
C t

R

2
1 2 1

1 0
1 2 2

1

3 2
,  = −

λ
T qR

C
3

1
2

23
,  = − +

λ
T qR

C t
R

3
1

3 0
2 22

. 

Для однородного шара температура распределяется по закону [1] 

 
= − +  λ  

qR r
T t

R

2 2

02
1

6
. 

Решение задачи термоупругости. Если поперечное сечение стержне-
вого твэла существенно меньше его длины, то он находится в состоянии 
плоской деформации. 

Для решения задачи термоупругости используем уравнение равнове-
сия в перемещениях 

( ) ( )λ + µ Θ − µ ω = α λ + µ
�

tgrad rot gradT2 2 3 2 ,                          (4) 

где Θ =
�

divu  — объемная деформация, ω =
� �

rotu
1

2
 — вектор локального по-

ворота, λ , µ  — постоянные Ляме. Обозначим 
( )− νλ + µ

= =
µ − ν

k
2 12

1 2
 и за-

пишем уравнение (4) для одномерного случая [2]: 

∂Θ ∂
= β

∂ ∂
T T

r r
,   

( )α + ν
β =

− ν
T 1

1
,                                               (5) 

где ν  и α  — коэффициенты Пуассона и линейного теплового расширения. 

Решение уравнения (5) 

Θ = + βT
i i i iD T  =i 1,2 ,                                                        (6) 

где неизвестные постоянные iD  определяются из граничных условий иде-

ального механического контакта сопряженных тел 

=u u1 2 , σ = σrr rr
1 2  при =r R1  и σ =rr

2 0  при =r R2 .                (7) 

Составной цилиндр. Для цилиндра в полярной системе координат 

( )∂
Θ =

∂
i

i

ru

r r
.  

Отсюда, с учётом выражения (6) и ограниченности перемещений при 
=r 0 , находим 

( ) β
= + β −

λ

T
T T qrr

u D C
3

1
1 1 1 1

12 16
,  
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( ) β  
= + β + − + 

 

T T
T T DC rr

u D C r
r

32 2
2 2 2 3

1
ln

2 2 2
. 

По известным компонентам iu  и соотношениям Дюамеля — Неймана 

( )σ = λΘ + µε − α λ + µrr rr t T2 3 2 ,   ( )θθ θθσ = λΘ + µε − α λ + µt T2 3 2      (8) 

определяем компоненты тензора напряжений 

 β
σ = − β + 

λ  

T
T T

rr

qr
G m D C

2
1 1

1 1 1 1 1
18

, 

  
σ = − β − β − −  

  

T T T T
rr

D
G m D C C r

r

2 3
2 2 2 2 3 2 2 2

21
ln

2
,

θθ

 β
σ = − β + 

λ  

T
T T qr

G m D C
2

1 1
1 1 1 1 1

1

3

8
, 

θθ

 β  
σ = − β − + +  

   

T T
T T DC

G m D C r
r

2 32 2
2 2 2 2 3 2

1
3ln

2 2
,                              (9) 

где G  - модуль сдвига, =
− νi

i

m
1

1 2
. 

Для определения неизвестных постоянных iD  ( =i 1,2,3 ) воспользу-

емся граничными условиями (7), из которых следует 

( ) ( ) ( ){  = β λ − + − − +
 λ

T TD C qR G m R R G m R R
H

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1

1 1

1
8  

( ) ( ) ( ) } + λ β − − + −
 

T T T TG k C C R R C R R R R2 2 2 2
2 1 2 2 3 2 2 1 2 2 2 1 14 2 2 ln ln , 

( ) ( ){ = β λ + − +
λ

T TD m G G C R R R R
H

2 2
2 2 1 1 1 2 2 2 2 1 1

1 1

1
4 2 ln ln  

( ) ( ) ( ) }+ − − + β λ −


T T T TC C R R G k R C qR2 2 2 2
3 2 2 1 1 1 1 1 1 1 12 8 , 

( ) ( ){  = − β λ + + − + λ
T TR R

D C m R m G G R m G m G
H

2 2
1 2

3 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

8 ln ln
2

 

( ) ( ) }+ β λ − − β λ −


T T T T TG m k C C G k m C qR 2
1 2 1 1 2 3 2 1 1 1 2 1 1 14 2 8 , 

( ) ( )= − − +H R R G m G m G R k m2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 1 2 2 18 8 . 

Полагая в выражениях (9) и (10) 

= =R R R2 1 ,   =G G1 ,   =G2 0 , 

λ = λ1 ,   λ = ∞2 ,   α = α1 ,   α =2 0,   =t0 0 ,                               (11) 

находим термонапряжения в однородном цилиндрическом твэле [1] 
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 
σ = −  

 
rr

r
K

R

2

2
1 ,   θθ

 
σ = −  

 

r
K

R

2

2
3 1 ,   

( )
( )

α + ν
=

λ − ν

Gq R
K

21

8 1
. 

В случае составного цилиндра, нагретого до постоянной температу-

ры t0 , в формулах (9) для определения напряженного состояния следует 

принять =q 0 . Тогда коэффициенты iD  имеют вид 

( ) ( ){ } = − β − β + β + 
T T Tt

D R R G k G m G R m R
H

2 2 2 20
1 2 1 2 2 2 2 1 2 1 1 1 2 2

1

, 

( ){ }= − β + − β  
T Tt

D R R G G m G k R
H

2 2 20
2 2 1 2 2 1 1 1 1 1 1

1

, 

( )= β − βT TR R
D G t k m k m

H

2 2
1 2

3 1 0 1 1 2 2 2 1
12

. 

Полученные результаты при → ∞R2 совпадают с приведёнными в 

работе [4]. 
Составной шар. Поскольку объемная деформация определяется 

формулой (6), то перемещения найдём из уравнения в сферической сис-
теме координат 

( )∂
Θ =

∂

i

i

r u

r r

2

2
  

и запишем так: 

( ) β
= + β −

λ

T
T T qr

u r D C
3

1
1 1 1 1

1

1

3 30
,   ( ) β

= + β − +
T T

T T DC
u r D C

r

32 2
2 2 2 3 2

1

3 2
. 

Подставив в соотношения (8) выражение деформаций через переме-
щения в сферической системе координат, получим выражения для на-
пряжений: 

 β
σ = − β + 

λ  

T
T T

rr

G qr
n D C

2
1 1 1

1 1 1 1
1

2
2

3 5
, 

  
σ = + β − −      

T
T T

rr

DG C
n D C

r r

2 32 2
2 2 2 3 3

62 3
2

3
, 

θθ

 β
σ = − β + 

λ  

T
T TG qr

n D C
2

1 1 1
1 1 1 1

1

2 2
2

3 5
, 

θθ

  
σ = + β − +      

T
T T DG C

n D C
r r

2 32 2
2 2 2 3 3

32 3
2

3 2
,                               (12) 

где 
+ ν

=
− ν

i
i

i

n
1

1 2
. 
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Для определения неизвестных постоянных iD  ( =i 1,2,3 ) воспользу-

емся граничными условиями (7), из которых находим 

( ) ( ){  = β − λ − − − +
 λ

T TD qR C n G R R G n R G R
H

2 3 3 3 3
1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1

1 2

2
10 2

5
 

( )} ( )+ λ β − − β −T T T TG k C R R G k C R R
H

3 3 2 2
2 2 1 2 3 2 1 2 2 2 2 2 1

2

9
15 , 

( ) ( ) ( )β  = − + − − − +
 

T
T TD n G G C R R C R R

H

2 2 3 32
2 1 1 2 2 2 1 3 2 1

2

2
2 3 2  

( )+ β λ −
λ

T TG k R C qR
H

3 2
1 1 1 1 1 1 1

1 2

3
10

5
, 

( )= − β − β − β +


T T T T T TR R
D G n k C R G R R n k C n k C

H

2 2
1 2

3 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 3 2 1 1 1
2

3 2
2

 

( )( )
2 2

1 2
2 2 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2

1 2

4
10

T T TR R
C R R n G n G G n k q

H
+ β − − − β β

, 

( ) ( )= − − +H R R G n G n G k R n3 3 3
2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 14 3 .                                (13) 

Для однородного сферического твэла при условиях (11) получим вы-
ражения для напряжений  

 
σ = −  

 
rr

r
K

R

2

2
1 ,   θθ

 
σ = −  

 

r
K

R

2

2
2 1 ,   

( )
( )

α + ν
=

λ − ν

Gq R
K

22 1

15 1
, 

которые совпадают с приведёнными в работе [1]. 

В случае составного шара, нагретого до постоянной температуры t0 , 

в формулах (12) и (13) для определения перемещений и напряжений сле-
дует принять =q 0 . Тогда  

( )( ){  = − β − − − −  
Tt

D n G R R G R G R
H

3 3 3 30
1 1 2 2 2 1 1 2 1 1

2

2
2 2  

( )}− β −TG k R R3 3
2 2 2 2 13 , 

( ) ( ) = − β + − + β
 

T Tt
D n G G R R G k R

H

3 3 30
2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1

2

2
2 2 3 ,  

( )= β − βT TR R
D G t n k n k

H

3 3
1 2

3 1 0 2 1 1 1 2 2
2

. 

При → ∞R2  полученные результаты совпадают с приведёнными в 

работе [7] 

θθσ = σ =rr K1 1
02 , σ =rr

K

r

2 0

3

2
, θθσ = −

K

r

2 0

3
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( ) ( )
( ) ( )

− ν α − α
= −

+ ν + − ν

R G G t
K

G G

3
1 2 1 1 2 0

0
1 1 2 1

2 1

1 2 1 2
. 

4. Анализ результатов численных исследований. На рис. 1 пред-

ставлены графики распределения напряжений в составном цилиндре σrr
*  

(сплошные линии) и θθσ*  (штриховые, штрих-пунктирные и пунктирные 

линии), σ = λ σ αq G*
1 1 1 , для α = α2 12 , а на рис. 2 — α = α2 10,5 , вычис-

ленных по формулам (9) для значений =G G2 1 3;1;1 3  (кривые 1, 2, 3 со-

ответственно) и значений =R2 2;5 (рис. а, б) при =R1 1. При вычислени-

ях приняли λ = λ = λ1 2 , ν = ν =1 2 0,3 . На рис. 3 и рис. 4 построены по 

формулам (12) аналогичные графики для составного шара при указанных 

Рис. 1 

Рис. 2 
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выше параметрах. 
Из графиков следует, что для цилиндра и шара радиальные напря-

жения σrr
*  сжимающие, и чем меньше модуль сдвига и чем больше коэф-

фициент теплового расширения внутренней области по отношению к 

внешней ( <G G1 2 ,α > α1 2 ), тем больше значение напряжений по модулю 

в области тепловыделения. Напряжения θθσ*  имеют скачек на месте со-

единения областей (при =r R1 ), в области тепловыделения они в основ-

ном сжимающие, во внешней области — растягивающие и принимают 

максимальное значение на границе тела (при =r R2 ). В центре цилиндра 

и шара θθσ = σrr
* *(0) (0) . 

Интересно отметить также, что если коэффициент теплового расши-

рения области тепловыделения больше, чем внешней области (α >α1 2 ), то 

Рис. 4 

Рис. 3 



 15 

радиальные напряжения σrr
*  монотонно уменьшаются (рис. 2 и 4), а при 

α < α1 2  σrr
*  при >r R1  увеличиваются по модулю и при <G G1 2  их мак-

симальное значение больше, чем в области тепловыделения, а затем стре-

мятся к нулю при →r R2  (рис. 1 и 3). 

В случае составных цилиндра и шара, нагретых до постоянной тем-

пературы t0 , напряжения θθσ = σrr
* *  (σ = σ α G t*

1 1 0 ) внутри области <r R1  

постоянны, сжимающие при α > α1 2  и растягивающие при α < α1 2 , воз-

ростают с увеличением отношения G G2 1 . На границе раздела материалов 

напряжения θθσ*  разрывны, меняют знак и уменьшаются при →r R2 . 

 
Р Е З Ю М Е .  Розв’язані одновимірні задачі стаціонарної теплопровідності та тер-

мопружності для двокомпонентних циліндра і кулі при тепловиділенні у центральній об-
ласті та при їх нагріванні до сталої температури. Наведені результати дослідження на-
пружень при різних відношеннях коефіцієнтів лінійного теплового розширення, модулів 
зсуву і радіусів області тепловиділення та зовнішньої області. 

Ключові слова: складені циліндр і куля, тепловиділення, теплопровідність, термо-
пружність. 

 
S U M M A R Y .  The one-dimensional problems of stationary heat conduction and 

thermoelasticity, for two-component cylinder and sphere at heat release in central region and 
at their heating to steady temperature have been solved. The results of investigation of 
stresses for different relations of coefficients of linear thermal expansion, shear moduli and 
radii of heat release region and external region have been presented. 

Key words: composite cylinder and sphere, heat release, heat conductivity, thermoelas-
ticity. 
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ РАЗРУШЕНИЯ ДЛЯ  
ХРУПКИХ МАТЕРИАЛОВ ПРИ СТАТИЧЕСКОМ И  

ПОВТОРЯЮЩИХСЯ НАГРУЖЕНИЯХ 
 

Предлагается статистический критерий прочности при статическом 

и повторяющихся нагружениях хрупких материалов, который связывает 

начало макроразрушения в виде образования макротрещин либо потери це-

лостности тела с достижением плотности микротрещин в материале 

некоторого (критического) значения. Суть предлагаемого критерия состо-

ит в отождествлении значений концентрации микродефектов при стати-

ческом и усталостном разрушении тела со значением концентрации мик-

родефектов, которое имеет место при разрушении материала при одноос-

ном статическом нагружении. 

Ключевые слова: микроповреждаемость, статическое и усталостное 

разрушение, критическая плотность, микротрещин. 
 

Большинство современных силовых, деформационных и энергетиче-
ских критериев прочности носит феноменологический характер, являясь 
результатом обобщения опытных данных и не касаясь физической сути 
явления разрушения. Поэтому каждый из инженерных критериев проч-
ности применим только для группы материалов, для которой получены 
лежащие в его основе опытные данные [1]. В последнее время достигнуты 
значительные успехи в раскрытии механизмов разрушения различных 
материалов [1, 2, 6]. В частности, установлено, что физический процесс 
разрушения состоит из нескольких этапов, связанных с накоплением до 
определенного уровня рассеянных повреждений (микротрещин) с после-
дующим нарушением целостности тела в результате образования макро-
трещин либо других причин.  

Целью настоящей работы является разработка структурного подхода 
к построению статистических критериев прочности для упруго-хрупких 
материалов на основе вероятностной модели механизма хрупкого микро-
разрушения (микроповреждаемости) при статическом и повторяющихся 
нагружениях.  

Физическая постановка задачи. Известно [1, 2, 5], что разрушение 
материалов является сложным многоэтапным процессом, включающим 
рассеянное микроразрушение структурных элементов. Разрушение струк-
турных элементов может происходить путем образования плоских микро-
трещин отрывом, сдвигом либо при наличии обоих механизмов. На пер-
вой стадии разрушения размеры повреждений малы по сравнению с ли-
нейными размерами структурных элементов. На второй — повреждения 
достигают размеров порядка размеров этих элементов. Третья стадия (на-
чало разрушения материала) наступает при достижении концентрацией 
микротрещин некоторого критического значения, когда расстояния меж-
ду микродефектами приближаются к значениям их характерных разме-
ров. При этом в случае растягивающих напряжений начало разрушения 
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связано со слиянием микротрещин, приводящим к образованию макро-
трещины и нарушению целостности тела [1, 2, 6]. В случае сжимающих 
напряжений, начало разрушения, по-видимому, связано с явлением поте-
ри устойчивости во внутренней структуре поврежденного материала [2]. 

Связь начала макроразрушения с достижением концентрацией мик-
ротрещин в объеме тела некоторого (критического) значения при задан-
ном виде и уровне нагружения, позволяет ввести в рассмотрение стати-
стический критерий прочности. Статистическая природа такого критерия 
связана со случайным (вероятностным) характером микроразрушений в 
материале. Cуть статистического критерия заключается в сравнении зна-
чения концентрации микродефектов, вызываемого рассматриваемым ви-
дом нагружения тела, с критическим значением концентрации микроде-
фектов, которое для данного материала является причиной начала мак-
роразрушения (образование макротрещины при растяжении либо потеря 
устойчивости во внутренней структуре при сжатии) не зависимо от мно-
гокомпонентности и вида напряженного состояния. Критические значе-
ния концентрации микротрещин определяются на основании опытных 
данных о разрушении образцов материала при одноосном растяжении и 
сжатии. 

Ниже рассмотрен вариант статистического критерия прочности для 
упруго-хрупких материалов, разрушающихся путем образования трещин 
отрыва при малых упругих деформациях при статических однократном и 
кратных нагружениях. Подобным образом могут быть построены опреде-
ляющие соотношения для статистических критериев прочности и при 
других механизмах образования микротрещин. 

Структурная модель накопления плоских микродефектов в упруго-
хрупком материале. Существуют различные подходы к моделированию 
микроповреждаемости материалов [1, 5, 7, 9, 10]. Для рассматриваемой 
задачи наиболее подходящей является структурная модель повреждаемо-
сти материала в виде образования рассеянных по объему плоских микро-
трещин [5, 7, 9].  

Согласно этой модели, считается, что единичный объем  материала 

состоит из N  структурных элементов эллипсоидальной (a′ , b′  — большая 

и меньшая полуоси эллипсоида вращения) либо сферической (a′  — радиус 
сферы) формы. Каждый структурный элемент может растрескиваться, в 
результате чего появляется плоский дефект эллиптической либо круговой 
формы с размерами порядка размеров структурных элементов. Для оцен-
ки степени поврежденности материала вводится численная характеристи-

ка N v0
′ε = < > , где N0  — количество микротрещин в единичном объеме, 

π
′ ′ ′< >= < >v a b 24

3
 — средний объем частиц материала. Если общее коли-

чество частиц в единице объема — N v1/ ′= < > , то объемная концентра-

ция микродефектов будет определяться выражением p N N0 /= . Cредние 

расстояния между центрами микрочастиц R( )  и центрами разрушенных 

микроэлементов R0( )  приближенно определяются формулами R N31/=  

и R N3
0 01/=  [7].  
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Таким образом, размеры и характер распределения микротрещин в 
реальных телах связаны с разрывами структурных элементов. Форма и 
размеры трещин отождествляются с таковыми для сечений разрыва 
структурных элементов материала.  

Для описания процесса микроповреждаемости используется струк-
турная модель накопления повреждений Даниэлса. Физический смысл 
модели Даниэлса применительно к структурно неоднородной среде рас-
крыт в [1]. Сущность модели Даниэлса cводится к следующему. 

Пусть в лабораторной (неподвижной) системе координат Ox x x1 2 3 , 

оси которой направлены по взаимно перпендикулярным радиусам слу-
чайного шара единичного радиуса, выбранного в качестве представитель-

ного объема, заданы средние напряжения σij . Локальные системы коор-

динат O x x x1 2 3
′ ′ ′ ′  выбираются таким образом, чтобы оси ′ ′O x3  были направ-

лены по нормали к поверхности шара. На поверхности случайного шара 

вокруг направления O x3
′ ′  в географической системе координат выделяет-

ся элементарная область площадью d d dsinΩ = ϑ ϑ ψ , которая пересекает 

N  структурных элементов. В сечениях  пересекаемых  структурных эле-

ментов действует одинаковое локальное истинное напряжение 33
′σ  (ис-

тинные напряжения 33
′σ  отличаются от условных 33

′σ  тем, что первые от-

носятся к площадкам поврежденной среды, вторые ─  к площадкам 
сплошной среды). В качестве критерия разрушения микроэлементов ма-
териала путем отрыва принимается соотношение 1-ой теории прочности  

33
′σ ≥ σ ,                                                                 (1) 

где σ  — случайная величина, которая обозначает предельные значения 
истинного растягивающего либо сжимающего нормального напряжений 
для различным образом ориентированных структурных элементов. Для 
аппроксимации распределения прочностных свойств кристаллитов и зе-
рен различной ориентации в микронеоднородных материалах использу-
ются различные законы: степенной закон [1, 10], нормальный закон рас-
пределения микропрочности [1], функция распределения Вейбулла [1, 10] 
и др. 

Ограничимся рассмотрением степенного закона. Плотность и инте-
гральная функция распределения микропрочности при степенном законе 
представляются соотношениями 

( ) ( )
( )

i

i

i i
i

i i

f

1

0

0

α −

α

α σ − σ
σ =

σ − σ
, 

α α

σ<σ


σ = σ −σ σ −σ σ ≤σ ≤σ
 σ >σ

i i

i

i i i i i i

i

F

0

0 0 0

0, ( ),

( ) ( ) /( ) , ( ),

1, ( ),

                        (2) 

в которых i0σ , iσ  — минимальная и максимальная величины предельных 

значений σ  индивидуальных структурных элементов при растяжении 
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( i 1= ) и сжатии ( i 2= ); iα  — параметр разброса микропрочности. Пара-

метры распределения iα , i0σ , iσ  находятся по экспериментальным дан-

ным, например, методом моментов [9], состоящим в приравнивании опре-
деленного количества выборочных моментов к соответствующим момен-
там распределения, которые являются функциями неизвестных парамет-

ров iα , i0σ , iσ .  

При двухпараметрическом ( i0 0σ = ) распределении микропрочности 

интегральная функция распределения (2) и соотношения, связывающие 
основные выборочные моменты (среднee значение предела микропрочно-

сти вi
′σ , дисперсия iD2 ) с соответствующими моментами закона (2) имеют 

вид:  

( )
i

i
i

F

α
 σ

σ =  
σ 

;                                                             (3) 

( )
i

i
вi i i

i

f d

0
1

σ
α

′σ = σ σ σ = σ
α +∫ ;                                            (4) 

( ) ( )
i

i
i вi i i

i

D f d
22 2

0
2

σ
α

′= σ − σ σ σ = σ −
+ α∫  

( ) ( )
i вi i i

вi i
i i i

2 2

2

2

1 1 2

′α σ σ α
′− + σ = σ

+ α + α + α
.                          (5) 

Коэффициент вариации wik  представляется формулой 

( )wi
i i

k
1

2
=

α + α
.                                                         (6)  

Из выражений (4) — (6) следуют выражения 

i wi
wi

k
k

21
1 1α = − + + ,   

wi
i вi

wi wi

k

k k

2

2

1

1

+
′σ = σ

+ −
.                   (7) 

Интегральная функция распределения микропрочности iF ( )σ  обо-

значает долю единичной площади случайного сечения тела, на которой 
предел микропрочности меньше некоторого определенного значения σ . 
Указанная доля площади случайного сечения тела представляет собой 
суммарную площадь сечений структурных элементов, на которых преде-
лы прочности меньше значения действующего нормального напряжения, 
вследствие чего они растрескиваются. 

Элементы будут разрушаться, когда напряжения 33
′σ  достигнут пре-

дельных значений σ  для этих элементов. Разрушение отдельных элемен-
тов образует совокупность независимых случайных событий. Взаимодей-
ствие элементов между собой состоит лишь в том, что после разрушения 
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части из них происходит перераспределение напряжений между остав-
шимися целыми элементами.  

При достижении истинными растягивающими нормальными на-

пряжениями 33
′σ  предельных значений эти элементы разрушаются путем 

образования в них микротрещин с плоскостями, нормальными к направ-

лению действия напряжения 33
′σ . В случае сжимающих напряжений об-

разующиеся микротрещины ориентируются преимущественно параллель-

но направлению действия 33
′σ  [1, 9]. В связи с этим имеет место равенст-

во 33 33
′ ′σ = σ , так как разрушенные структурные элементы материала со-

противляются сжатию как сплошные. Если условное локальное растяги-

вающее напряжение 33
′σ  является независимым параметром нагружения, 

то в рамках рассматриваемой модели истинное локальное напряжение в 
сечениях не разрушенных структурных элементов приближенно опреде-
ляется  формулой 

( )F

33
33

1 331

′σ
′σ ≈

′− σ
.                                                                (8) 

На основании изложенного средние плотности микродефектов на по-
верхности случайного шара при заданных растягивающих и сжимающих 

напряжениях ijσ  соответственно определяются формулами 

( ) ( )F d F d d
N N

2 2

1 1 33 1 33

0 0 0 0

1 1
sin

π π π π

′ ′ε = σ Ω = σ ϑ ϑ ψ∫ ∫ ∫ ∫ ,  

( ) ( )F d F d d
N N

2 2

2 2 33 2 33

0 0 0 0

1 1
sin

π π π π

′ ′ε = σ Ω = σ ϑ ϑ ψ∫ ∫ ∫ ∫ .                      (9) 

При этом истинные локальные напряжения 33
′σ  через условное локальное 

напряжение 33
′σ  определяются формулой (8). Условные локальные на-

пряжения 33
′σ  и заданные в теле средние напряжения klσ  связаны пре-

образованием [9] 

kl k l33 3 3
′σ = σ α α ,                                                      (10) 

где k3α , l3α  — определяемые углами ϑ , ψ  (0 ≤ ϑ ≤ π , 0 2≤ ψ ≤ π ) направ-

ляющие косинусы локальной системы координат по отношению к лабора-
торной системе координат [4] 

31 sin sinα = ψ ϑ ,   32 cos sinα = − ψ ϑ ,   33 cos .α = ϑ                  (11) 

N 4= π  — нормирующий множитель, который следует из условия 

( )iF d d
N

2

33

0 0

1
sin 1

π π

′σ ϑ ϑ ψ =∫ ∫  при i33
′σ = σ .                            (12) 
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Объемная концентрация плоских микродефектов будет определяться 
отношением количества разрушенных микрочастиц при растяжении либо 

сжатии iN0  к их общему количеству ( i ip N N0 /= ) в представительном 

объеме. Воспользовавшись приемом, применяемым в петрографии для 

анализа тонких срезов осадков [3], можно показать, что i ip = ε . 

Для определения соотношением (3) концентрации растрескиваю-
щихся структурных элементов материала требуются параметры распреде-

ления iα , iσ . В силу малости размеров структурных элементов прямое 

определение  параметров iα , iσ  неосуществимо. Поэтому необходимо 

воспользоваться опосредованным приемом определения этих величин по 
экcпериментальным значениям условных параметров макропрочности для 

выборки макрообразцов ( вiσ , iD2 , wik ). Необходимо отметить, что коэф-

фициенты вариации микропрочности структурных элементов материала, 
как относительные величины, в условных и истиных напряжениях по 

значениям совпадают. Поэтому параметры iα  в функциях распределения 

макропрочности материала (образцов) и структурных элементов будут 

совпадать. Определению подлежат лишь параметры iσ .  

В случае сжатия ( ii 0σ < , i 1, 2, 3= ) указанные параметры опреде-

ляются по формулам (7) в силу совпадения условных и истинных напря-
жений. 

При растяжении ( ii 0σ > , i 1, 2, 3= ) определению подлежит пара-

метр 1σ . Процедура определения этого параметра состоит в следующем. В 

соответствии с (8) среднее предельное значение независимого параметра 

нагружения (условного напряжения) в33
′< σ >  через истинные напряжения 

определяется выражением 

( )в F33 33max 1 33max1′ ′ ′ < σ > =σ − σ  ,                                 (13) 

где 33max
′σ  — максимальное значение напряжения в структурном элемен-

те, которое достигается при разрушении экспериментальных образцов. На 

основании (13) 33max
′σ  определяется из уравнения 

( ){ }d
F

d 33max
11 0

′σ=σ
 σ − σ = σ

.                                       (14) 

С учетом (3), (4), (14) значение 33max
′σ  представляется выражениями 

1

1

33max 1
1

1

1

α 
′σ = σ 

+ α 
 либо в

1
33max 33

1

1 + α
′ ′σ = < σ >

α
,         (15) 

откуда при в в33 1
′< σ > = σ  для параметра распределения прочности струк-

турных элементов 1σ  cледует выражение 
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( )в 1

1
1

1 1
1

1

1
+

ασ + α
σ =

α
.                                                      (16) 

Таким образом, при известных значениях средней прочности, дис-
персии либо коэффициента вариации для выборки образцов из некоторого 
материала соответствующие параметры для структурных элементов мате-
риала согласно (4) — (6), (16) будут определяться формулами 

( )в в 1

1
1

33 1 1 1
1

1
1

α
α

′< σ > = σ = σ + α
+ α

, 

( )
( )

в
D

1

2
2

1 12
1

1 1

1

2

ασ + α
=

α + α
.                                                     (17) 

В формулах (15) — (17) величина в в33 1
′< σ > = σ  представляет собой среднее 

значение предела прочности некоторого материала, а — 1σ , в33
′< σ > , 

33max
′σ  соответственно обозначают максимальное и среднее значение 

прочности индивидуальных структурных элементов и наибольшее среднее 
значение прочности структурных элементов, реализуемое в разрушаю-
щихся образцах. 

С использованием представленных соотношений можно определять 

критические значения плотности микротрещин iкε , с образованием кото-

рых связано начало макроразрушения тел в виде образования макротре-
щины либо потери устойчивости во внутренней структуре поврежденного 
материала. Это обстоятельство позволяет ввести в рассмотрение статисти-
ческий критерий прочности.  

Статистический критерий прочности. Пусть в лабораторной системе 
координат, связанной с представительным объемом тела, заданы напря-

жения ijσ  ( i j, 1, 2, 3= ). C учетом изложенного выше концентрация мик-

ротрещин в случайном сечении тела будет определяться выражением ви-
да (3) 

( )
i

i
i

F 33
33

α
′ σ

′σ =  
σ 

 i 1, 2= ,                                            (18) 

где соответственно при растяжении ( jj 0σ > ) и сжатии ( jj 0σ < ) для ло-

кального напряжения 33
′σ  имеют место формулы 

( )F

33
33

1 331

′σ
′σ ≈

′− σ
,   33 33

′ ′σ = σ .                                        (19) 

Здесь 33
′σ  — условное локальное нормальное к плоскости случайного сече-

ния напряжение, которое через заданные в лабораторной системе коорди-
нат напряжения определяется формулами (10), (11). 

Статистический критерий прочности представляется соотношением 
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( )i m iкF 33
′σ ≤ ε  ( )i 1,2= ,                                             (20) 

где i m imF 33( )′σ = ε  — концентрация трещин в сечении с максимальным ло-

кальным нормальным истинным напряжением, которая в случае  мгно-

венного достижения растягивающими напряжениями значения m33
′σ  оп-

ределяется из уравнения 

( ) m
m m

1

1 33
1 1

1

1

α
α ′ σ

ε − ε =  
σ 

. 

При сжатии m
m

2

33
2

2

α
′ σ

ε =  
σ 

 в силу совпадения истинных и условных на-

пряжений. 
Критические значения концентрации микротрещин при мгновенном 

растяжении либо сжатии iкε  в (20) определяются соотношениями 

( ) в
к к

1

1 1
1 1

1

1

α
α  σ

ε − ε =  
σ 

,   в
к

2

2
2

2

α
 σ

ε =  
σ 

.                        (21) 

Здесь вiσ  i( 1,2)=  средние значения пределов прочности соответственно 

при растяжении и сжатии образцов некоторого материала. 
Необходимо отметить, что накопление микротрещин в материале за-

висит от особенностей нагружения тела (кратность, скорость нагружения 
и др.). Предположим, что до начала деформирования в материале суще-

ствовала начальная микроповрежденность плотностью i0ε . Функция рас-

пределения iF ( )σ  в (3) в этом случае будет определять относительную до-

лю оставшихся в сечении тела с относительной площадью ( i01 − ε )не раз-

рушенных структурных элементов, в которых предел прочности равен 
или меньше некоторого значения σ . Поэтому, если в не разрушенной 

части сечения материала напряжения 33
′σ ≥ σ , то функция iF 33( )′σ  будет 

определятъ относительное содержание разрушенных микроэлементов в 

оставшейся относительной части не разрушенного  сечения ( i01 − ε ). Тогда 

при монотонном (статическом ) повышении напряжений до значений 33
′σ  

концентрация микротрещин в случайном сечении тела достигнет величи-
ны, определяемой выражением 

( ) ( ) ( )
i

i i i i i i
i

F 33
0 33 01 1

α
′ σ

′ε = ε + − ε σ = ε + − ε  
σ 

 i 1,2= .        (22) 

Соотношения типа (21) при i0 0ε =  принимают вид  

( ) в
k k

1

1 1 1
1 1

1

1

α
α −  σ

ε − ε =  
σ 

,   ( ) в
k k

2

2
2 2

2

1

α
 σ

ε = − ε  
σ 

.             (23) 
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Аналогичный подход к определению накопления микродефектов 
приведен в [7]. Предлагаемый статистический критерий прочности явля-
ется более универсальным по сравнению с известными силовыми, дефор-
мационными либо энергетическими, поскольку критическое значение 
плотности микродефектов является общим признаком начала разрушения 
материала независимо от характера нагружения [7].  

Повторяющиеся нагружения. Рассматриваемый критерий разруше-
ния удобно применять при исследовании усталостного разрушения при 
кратных и циклических нагружениях тел. Основанием для применимости 
его в таких задачах является экспериментально установленная связь ме-
ханизма усталостного разрушения с явлением накопления микродефектов 
в материале при повторных нагружениях, а также совпадение структуры 
в cечениях разрушения материала при статическом и усталостном нагру-
жениях [5, 8]. При рассмотрении циклического знакопеременного нагру-
жения необходимо иметь ввиду различие в механизмах микроразрушения  
материала при кратных сжатиях и растяжениях одинаковыми напряже-
ниями. В первом случае концентрация микродефектов при последующих  
сжатиях (исключая первое) не изменяется, во втором — увеличивается в 
связи с уменьшением эффективной площади сечения. 

Предположим, что образец из сплошного ( 1(0) 0ε = )материала подвер-

гается одноосному кратному статическому растяжению условным напря-

жением 110σ . Тогда в результате первого ( n( ) (1)= ) растяжения образца в 

материале образуется поврежденность, концентрация которой, согласно 
(22), будет определяться соотношением 

( ) ( )( )
1

11
110

1 1 1 1
1

1

α
−α  σ

ε = − ε  
σ 

.                                       (24) 

В результате n -го растяжения в поперечном сечении  образца поя-
вятся разрушенные структурные элементы, плотность которых будет оп-
ределяться соотношением 

( ) ( ) ( )( )n n n

1
11

110
1 1 1 1

1

1

α
−α

−

 σ
ε = ε + − ε  

σ 
.                            (25) 

Здесь n1( 1)−ε  — концентрация микродефектов, образовавшихся вследствие 

предшествующего n 1− -го растяжения образца. Усталостное разрушение 
образца наступит при N -ом растяжении, когда прогрессирующая кон-

центрация микротрещин  достигнет критического значения N k1( ) 1ε = ε , оп-

ределяемого соотношением (23), 

( ) ( )k kN

1

11 110
1 11 1

1

1

α
−α

−

 σ
ε = ε + − ε  

σ 
.                               (26) 

Указанным количеством растяжений характеризуется долговечность об-
разца. Долговечность N  можно определять  путем прямого хода, решая 
уравнения (25) либо с помощью обратного хода вычислений с использова-
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нием соотношения (26). Последний вариант более предпочтителен в связи 
с отсутствием необходимости решения уравнений (25) произвольной сте-

пени, связанной со значением 1.α  

Необходимость в последовательных вычислениях промежуточных 
значений концентрации микродефектов при определении долговечности 
связана с тем, что по мере накопления микротрещин повреждающее воз-
действие последующих растяжений изменяется, увеличиваясь с ростом 
количества нагружений. 

Двустороннюю приближенную оценку долговечности образца можно 
получить, отождествляя приращение концентрации микродефектов в ре-
зультате одного любого акта нагружения соответственно с минимальным 
и максимальным приращением 

min 1(2) 1(1)∆ = ε − ε ,   ( )
α

−α
−

 σ
∆ = ε − ε = − ε  

σ 
k N k

1

11 110
max 1 1( 1) 1

1

1 .   (27) 

При таком подходе получим  

k kN1 1/ max / minε ∆ < < ε ∆ .                                            (28) 

Другой приближенный подход к определению N  связан с определе-
нием на основании (25) нескольких (n ) значений приращений концен-

трации микродефектов i 1∆ ε  для отдельных актов растяжения с после-

дующим определением их среднего значения. Этот подход дает для долго-
вечности N  выражение 

n

k i
i

N
n

1

1

1

1110
1 1( )

1 1

1
(1 )

−α
−α

=

  σ = ε × − ε 
σ   

∑ .                             (29) 

Здесь k
i i

n

1
1( )

ε
ε =  — значения концентрации микродефектов из интервала 

k1(1) 1, ε ε   в порядке их увеличения. 

Обсуждаемый подход позволяет также определять остаточный пре-

дел прочности материала в11σ  после n -кратного нагружения, а также ус-

ловный предел выносливости у1σ  для заданной базы испытаний N0 . Со-

ответствующие выражения для искомых величин имеют вид 

( ) ( )в k n k

1 1
1/ 1 1/

11 1 1 1( ) 11
α − α

σ = σ ε − ε − ε ; 

( )у k k N1 11
1 1/ 1/1/

1 1 1 1 01 /
− α αασ = σ ε − ε ,  

где n1( )ε  — концентрация микродефектов, накопившаяся вследствие n — 

кратного растяжения (25). 
Числовой пример. Рассмотрим процедуру применения статистиче-

ского критерия статической прочности для одноосного повторяющегося 

растяжения напряжениями в110 10,257σ = σ  для стали 45 с характеристи-
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ками прочности материала [5]  

в wПа k9
1 10,674 10 , 0,07σ = × = .                                      (30) 

Для определения параметров прочности индивидуальных структур-

ных элементов 1σ , в33
′< σ > , 33max

′σ , 1α  применяются формулы (4) — (7), 

(16), (17) 

Па9
1 0,885 10σ = × ,   в Па9

33 0,823 10′< σ > = × , 

Па9
33max 0,725 10′σ = × ,   1 13,321α = .                               (31) 

Для материала с упругими параметрами (30),(31) критическое зна-
чение концентрации микротрещин в плоском сечении на основании (23) 

составляет к1 0,050ε = . 

Оценка долговечности образцов при повторных растяжениях напря-

жениями Па9
110 0,280 10σ = ×  на основании (27), (28) дает результат 

N5 51,207 10 2,281 10× < < × . 

В соответствии c (29) при n 10=  имеем N 51,585 10= × . 

Полученные результаты согласуются с экспериментальными данны-
ми [8]. 

Таким образом, на основании современных представлений о меха-
низме макроразрушения хрупких материалов предложены статистиче-
ские критерии их разрушения при статическом и кратном нагружении.  
 

Р Е З Ю М Е .  Пропонується статистичний критерій міцності при статичному і по-
вторюваних навантаженнях крихких матеріалів, що зв'язує початок макроруйнування у 
вигляді утворення макротріщин або втрати цілісності тіла з досягненням щільності мікр-
тріщин в матеріалі деякого (критичного) значення. Cуть пропонованого критерію полягає 
в ототожненні значень концентрації мікродефектів при статичному і втомному руйнуванні 
тіла зі значенням концентрації мікродефектів, що має місце при руйнуванні матеріалу 
при одноосьовому статичному навантаженні. 

Ключові слова: мікропошкоджуваність, статичне і втомне руйнування, критична 
щільність мікротріщин. 
 

S U M M A R Y .  It is proposed statistical criterion of strength for static and repetitive 
loading of brittle materials, which connects the beginning of macrodestruction in the form of 
education microcracks or loss of integrity of the body with the achievement of the density of 
microcracks in the material of a certain (critical) value.The essence of the proposed criterion 
is the identification of concentrations of microdefects in static and fatigue failure of the body 
with a concentration of microdefects, which takes place at the destruction of the material 
under uniaxial static loading. 

Key words: mikrodamageability, static and fatigue failure, the critical density of 
microcracks. 
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ТРЕХМЕРНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХ  

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ТЕЛ С УЧЕТОМ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ 
 

Решена задача о контактном взаимодействии двух пьезокерамических 
тел с учетом тепловыделения. Контактная задача согласно подходу Герца 
сведена к решению интегрального уравнения. В замкнутом виде получено 
выражение для контактного давления, зависящего от силы сжатия и 
температурного влияния, а также соотношения для нахождения неиз-
вестной области контакта тел. Численными исследованиями установлено 
влияние тепловыделения на параметры контактного взаимодействия тел. 

Ключевые слова: термоэлектроупругость, контактная задача, пьезо-
электрические тела, полупространство, тепловыделение. 

 
Решениям пространственных контактных задач теории упругости 

для изотропных тел посвящены работы [3, 5, 11, 13]. Эти задачи с учетом 
тепловыделения решены в статьях [1, 2, 4, 10], а с учетом температурных 
полей на контактное взаимодействие трансверсально—изотропных упру-
гих тел с жесткими штампами — в работах [8, 12]. Аналогичные задачи 
для пьезокерамических тел рассматривались в [6, 7, 9, 14]. Но контакт-
ное взаимодействие двух трансверсально-изотропных электроупругих 
(пьезокерамических) тел с учетом тепловыделения не исследовалось. 

В настоящей статье решена пространственная контактная задача для 
двух пьезокерамических тел с учетом тепловыделения. С помощью пред-
ставления решения уравнений термоэлектроупругости через потенциаль-
ные функции задача сведена к интегральному уравнению, решение кото-
рого получено для площадки контакта эллиптической формы. В явном 
виде получено выражение для контактного давления, соотношения для 
определения геометрических размеров площадки контакта.  

Постановка задачи. Рассмотрим два трансверсально-изотропных 
электроупругих (пьезокерамических) тела, ограниченных выпуклыми по-

верхностями S1  и S2  и соприкасающихся в точке 0 . Пусть оси z(1)
1 , z(2)

2 , 

перпендикулярные общей касательной плоскости и проведенные из общей 
точки касания вглубь тел, являются осями поляризации (симметрии) тел.  

Согласно подходу Герца при рассмотрении локальных эффектов пье-
зокерамические тела заменим пьезокерамическими полупространствами с 

площадкой контакта Ω , расположенной в плоскости z z z(1) (2)
1 2 0= = =  внут-

ри эллипса x a y b2 2 2 2/ / 1+ = , с неизвестными полуосями a , b , опреде-

ляемыми в процессе решения задачи. Для неэлектродированных поверх-
ностей тел с учетом тепловыделения на их поверхностях на основе ре-
зультатов исследований для упругих изотропных тел [1, 2] в контактной 
плоскости z 0=  получаем следующие граничные условия: 



 29 

i i
xz yz
( ) ( ) 0σ = σ = ,   i

zD( ) 0= ,   z 0= ; 

i
zz
( ) 0σ =  ( )x y, ∉ Ω ;  

( )i
zz p x y( ) * ,σ = −  ( )x y, ∈ Ω ; 

( ) ( )z zu u x y x y(1) (2)
1 2, ,+ = δ − ϕ − ϕ  ( )x y, ∈Ω ; 

( ) ( )iT x y T x y( )
0, , 0 ,=  ( )x y, ∈Ω ;    

( )iT x y( ) , , 0 0=  ( )x y, ∉Ω  i 1, 2= ,                                    (1) 

где i 1, 2=  — номер полупространства; i x y( , )ϕ  — уравнения поверхностей 

тел iS ; zD  — нормальная компонента вектора электрической индукции, 

T x y0 ( , )  — функция распределения температурного поля на площадке 

контакта; p x y* ( , )  — неизвестное давление на площадке контакта, кото-

рое, как и полуоси эллиптической площадки контакта, находится в про-
цессе решения задачи. 

Основные соотношения. Уравнения стационарной термоэлектроуп-
ругости для пьезокерамического тела относительно перемещений xu , yu , 

zu  и электрического потенциала Ψ  (при отсутствии массовых сил, сосре-

доточенных зарядов и источников тепла) можно записать так:  

( ) ( )E E E E E E
x xx x yy x zz y xyc u c c u c u c c u11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,

1 1

2 2
+ − + + + +  

( ) ( )E E
z xz xz xc c u e e T13 44 , 31 15 , 11 ,+ + + + Ψ = β , 

( ) ( )E E E E E E
y yy y xx y zz x xyc u c c u c u c c u11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,

1 1

2 2
+ − + + − +  

( ) ( )E E
z yz yz yc c u e e T13 44 , 31 15 , 11 ,+ + + + Ψ = β , 

( ) ( ) ( )E E E E
x xz y yz z xx z yy z zzc c u u c u u c u13 44 , , 44 , , 33 ,+ + + + + +  

( )xx yy zz ze e T15 , , 33 , 33 ,+ Ψ +Ψ + Ψ = β , 

( ) ( ) ( )x xz y yz z xx z yy z zze e u u e u u e u31 15 , , 15 , , 33 ,+ + + + + −  

( )S S
xx yy zz zp T11 , , 33 , 3 ,−ε Ψ +Ψ − ε Ψ = − , 

( )xx yy zzT T T11 , , 33 , 0λ + + λ = ,                                               (2) 

где Ec11 , Ec12 , Ec13 , Ec33 , Ec44  — модули упругости, измеренные при постоян-

ном электрическом поле; e31 , e15 , e33  — пьезомодули; S
11ε , S

33ε  — диэлек-

трические проницаемости, измеренные при постоянной деформации; 11λ , 

33λ  — коэффициенты теплопроводности; 11β , 33β  — постоянные, завися-

щие от коэффициентов линейного расширения и упругих свойств мате-
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риалов; p3  — пироэлектрическая постоянная. 

Решение системы уравнений (4) можно выразить через пять сле-

дующих потенциальных функции iΦ  ( i 1, 5= ) [15]: 

x j x y
j

u
4

, 5,
1=

= Φ +Φ∑ ,   y j y x
j

u
4

, 5,
1=

= Φ −Φ∑ ,  

z j j z
j

u k
4

,
1=

= Φ∑ ,   j j z
j

l
4

,
1=

Ψ = Φ∑ .                                                 (3) 

Здесь ik , il  — постоянные, определяемые из решения задачи.  

После подстановки перемещений и потенциала (3) в уравнения (2) 
эти уравнения удовлетворяются тождественно, если функции jΦ  удовле-

творяют уравнениям 

j xx j yy j j zz, , , 0Φ + Φ + ν Φ =  ( j 1, 2, 3, 4, 5= ),                                  (4) 

где 
E

E E

c

c c

44
5

11 12

2
ν =

−
, iν  ( i 1, 2, 3= ) — корни алгебраического уравнения 

третьего порядка 

( ) ( )A B C D A B A B C D C D3 2
1 2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 2ν − + ν + − − +  

( )A B A B C D C D A B C D2 3 3 2 2 3 3 2 3 3 3 3 0+ν + − − + − = ;                    (5) 

EA c e1 11 15= ,   ( ) ( )E E E EA c c e e c e c e2 13 44 31 15 11 33 44 15= + + − − ,    

EA c e3 44 33= ,   ( ) ( )S E EB c c e e e2 11 13 44 15 31 15
 = − ε + + +
 

, 

( ) ( )S E EB c c e e e3 33 13 44 33 31 15= ε + + + ,   E SC c1 11 11= − ε , 

( ) E S E SC e e c c
2

2 31 15 11 33 44 11= + + ε + ε ,   E SC c3 44 33= − ε , 

( ) ( )E E ED e c c c e e2 15 13 44 44 31 15= + − + , 

( ) ( )E E ED c e e e c c3 33 31 15 33 13 44= + − + .                                                (6) 

Постоянные jk , jl  ( i 1, 2, 3= ) в выражениях (3) связаны с величина-

ми jν  соотношениями 

E E E S
j j j j j j j

jE E
jj

a c k e l c k e l c k l

e dc c a

13 31 33 33 33 33

3111 13

+ + + − ε
= = = ν

++
 ( )j 1, 2, 3= ;       (7) 

( )E
j j ja c k e l44 151= + + ,   ( ) S

j j jd e k l15 111= + − ε  ( )j 1, 2, 3= .               (8) 

Потенциальная функция 4Φ  одновременно удовлетворяет двум 

уравнениям 
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zz

m
T

k
4, 2

Φ = ,   xx yy zzk2
4, 4, 4, 0Φ + Φ + Φ = ,                               (9) 

в которых k2
33 11/= λ λ  (отношение коэффициентов теплопроводности), 

m  — неизвестная постоянная. 
Значения jk , jl  можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

E E E E
j j j

j E E E E
j j

c c e e c c e e
k

c c e e c c e e

11 44 15 33 44 13 31 15

13 44 15 33 44 33 31 15

 ν − ν − + ν + +
 =
 + ν − − ν − +
 

, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

E E E E E E
j j j

j E E E E
j j

c c c c c c

l
c c e e c c e e

2

11 44 44 33 44 13

44 33 31 15 13 44 15 33

 ν − ν − + ν +  =
 ν − + − + ν −
 

 ( )j 1, 2, 3= .     (10) 

Для определения неизвестных постоянных k4 , l4  получаем систему двух 

линейных уравнений 

( )( ) ( )(E E E Ec c c c k k e e e2
33 13 44 11 33 11 44 4 33 15 31 11 33β + −β +β + β + −β +  

) ( ) ( )( )E E E Ee k l c c k c c k2 2 2
11 15 4 33 44 11 11 44 13 0+β + β − +β + = , 

( )( ) ( )(E E Sp c c e e k k p e e2
3 13 44 11 33 11 15 4 3 15 31 11 33− + −β +β + − + +β ε −  

) ( ) ( )( )S E Ek l p c c k e e k2 2 2
11 11 4 3 44 11 11 15 31 0−β ε + − − +β + = .           (11) 

Значение m  выражается через значения k4 , l4 : 

( ) ( )E E E E

k
m

c c c k e e l c k

2
11

2
44 13 44 4 15 31 4 11

β
=

+ + + + −
.                             (12) 

Если вводить обозначения j jz zn 1/2−=  j( 1, 5)= , то функции 

x y z1 1( , , )Φ , x y z2 2( , , )Φ , x y z3 3( , , )Φ , x y z4 4( , , )Φ , x y z5 5( , , )Φ  будут гар-

моническими функциями в соответствующей системе координат. 

Метод решения. Для каждого из полупространств температурное 
поле представим в виде потенциала двойного слоя 

( ) ( )
( ) ( )

T d d
T x y z

z x y z

0
4 2 2 2 1/2

4 4

,1
, ,

2 [ ]Ω

ξ η ξ η∂
= −

π ∂ − ξ + − η +
∫∫ .                   (13) 

В силу свойств этого классического потенциала имеем 

( )
( ) ( )
( )z z

T x y x y
T x y z

x y4

0
4 0

, , , ;
, , |

0, , .
= =

 ∈Ω
= 

∉ Ω
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Для каждого из полупространств воспользуемся суперпозицией двух 
состояний [9]. Для первого из состояний суперпозиции потенциальную 
функцию x y z4 4( , , )Φ  выберем в виде  

( ) ( ) ( ) ( )x y z F x y z m T z d d(1)
4 4 4 0 4 4, , , , , ln

Ω

Φ = = ξ η ρ + ξ η∫∫ .               (14) 

Здесь ρ = − ξ + −η +x y z x y z2 2 2
4 4 4( , , ) [( ) ( ) ] . Для этого состояния также по-

ложим i i i ix y z F x y z(1) *( , , ) ( , , )Φ =α  i( 1, 2, 3)= , (1)
5 0Φ = , где *

1α , *
2α , *

3α  — по-

стоянные, которые определим из системы линейных уравнений  

a v a v a v a k* * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4/ / / /α + α + α = − , 

k v k v k v k k* * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4/ / / /α + α + α = − , 

d d d d* * *
1 1 2 2 3 3 4α + α + α = − . 

Для второго состояния суперпозиции функции j
(2)Φ  ( j 1, 2, 3, 4, 5= ) 

выберем в форме 

( ) ( ) ( )i i i i ix y z p z d d(2) *1
, , , ln

2
Ω

Φ = β ξ η ρ + ξ η
π ∫∫  i( 1, 2, 3)= ,              (15) 

в которой i ix y z2 2 2( ) ( )ρ = − ξ + − η +  i( 1, 2, 3)= , i
*β  — неизвестные пока 

постоянные, p ( , )ξ η  — функция, определяемая в процессе решения зада-

чи. Положим также (2) (2)
4 5 0Φ = Φ = . Согласно выражениям (15)  для дру-

гих потенциальных функций получаем 

( ) ( )

( ) ( )
i i i

i
i

p y d d
x y z

z x y z

(2) *

2 2 2

,1
, ,

2
Ω

′ξ ξ η∂
Φ = β

∂ π − ξ + − η +
∫∫  i( 1, 2, 3)= . 

Постоянные i
*β  i( 1, 2, 3)=  для второго состояния суперпозиции выберем 

такими, чтобы они удовлетворяли системе линейных уравнений 

a a a* * *
1 1 2 2 3 3 1β + β + β = , 

a v a v a v* * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3/ / / 0β + β + β = , 

d d d* * *
1 1 2 2 3 3 0β + β + β = . 

Окончательно для суперпозиции состояний для каждого из полупро-
странств получаем 

xz yz 0σ = σ =  при z 0= ; 

( )

( ) ( )
Piezo

z z

p d d
u A

x y
0

2 2

,1
|

2=
Ω

ξ η ξ η
=

π − ξ + − η
∫∫ ; 
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( ) ( ) ( )
( )

Piezo
S

zz z

p x y T x y x y

x y

2
0

0

, , , , ;
|

0, , .
=

− − γ ∈ Ω
σ = 

∉ Ω
 

z zD 0| 0= =  при z 0= , 

где Piezo
S i i

i

m a a
3

*
4

1=

 
γ = − α + 

 
∑ ; jPiezo

j
j j

k
A

v

3
*

1=

 
 = β
 
 
∑ . 

Отметим, что при переходе от пьезокерамического материала к чис-
то упругому трансверсально-изотропному материалу имеем 

Piezo TransA A→  и Piezo Trans
Sγ → γ , где TransA  и Transγ  — величины, имею-

щие явные выражения [8]. Осуществляя далее переход к упругому изо-

тропному материалу, имеем TransA v(1 ) /→ − µ , Trans (1 ) /(1 )γ → µα + ν − ν  

(ν  — коэффициент Пуассона, µ  — модуль сдвига, α  — коэффициент ли-

нейного расширения материала). 

Обозначим через p x y* ( , )  контактное давление при взаимодействии 

пьезокерамических тел. Тогда, используя выражения напряжений zzσ  в 

плоскости контакта z 0= , получаем, что Piezo
Sp x y p x y T x y*

0( , ) ( , ) ( , )= + γ . 

Перемещения zu  в плоскости контакта для каждого из полупространств 

можно получить с помощью контактного давления и распределения тем-
пературного поля: 

( )

( ) ( )
Piezo

z z

p d d
u A

x y
0

2 2

,1
|

2=
Ω

ξ η ξ η
= =

π − ξ + − η
∫∫  

( ) ( )

( ) ( )

Piezo
SPiezo p x y T x y d d

A

x y

*
0

2 2

[ , , ]1

2
Ω

− γ ξ η
= =

π − ξ + − η
∫∫  

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
Piezo Piezo

S

p x y d d T d d
A

x y x y

*
0

2 2 2 2

, , ]1

2
Ω Ω

 
ξ η ξ η ξ η = − γ π  − ξ + −η − ξ + − η 

∫∫ ∫∫ .   (16) 

В результате контакта двух пьезокерамических полупространств с 
различными свойствами имеем 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
Piezo Piezo p d d

x y x y A A

x y

*

1 2 1 2
2 2

,1
, ,

2
Ω


ξ η ξ ηδ − ϕ −ϕ = + −π − ξ + − η

∫∫  

( ) ( )

( ) ( )
( )

n
Piezo Piezo Piezo Piezo

S S i
i

T d d
A A X X

x y

20
1 1 2 2

2 2
1

,

=Ω


ξ η ξ η − γ + γ −

− ξ + −η 

∑∫∫ . 

Исследуя локальные эффекты, согласно теории Герца, приходим к инте-
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гральному уравнению 

( )

( ) ( )

N d dx y

R R x y

*2 2

2 2
1 2

,1

2 2 2
Ω

ξ η ξ η
δ − − =

π − ξ + − η
∫∫ ,                                (17) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Piezo Piezo Piezo Piezo Piezo Piezo
S SN A A p A A T* *

1 2 1 1 2 2 0, , ,ξ η = + ξ η − γ + γ ξ η . 

Для задачи с тепловыделением рассмотрим случай распределения 

температурного поля на площадке в виде T x y T x a y b* 2 2 2 2
0 0( , ) (1 / / )= − −  

x y( , ) ∈Ω , обоснование выбора которого дано в работах [1, 2]. Тогда после 

подстановки функции распределения температурного поля в интегральное 
уравнение, следуя схеме рассмотрения задачи для двух изотропных полу-
пространств [1, 2], имеем 

( ) Piezo

P x y
p x y T

ab a b

1/22 2
* * *

0 2 2

3 1
, 1

2 2

  
= − γ − − +    π   

 

Piezo

x y
T

a b

2 2
* *

0 2 2
1
 

+γ − −  
 

 ( )x y, ∈Ω .                                      (18) 

Здесь ( ) ( )Piezo Piezo Piezo Piezo Piezo Piezo
Piezo S SA A A A*

1 1 2 2 1 2/γ = γ + γ + , P  — сила, прижи-

мающая пьезокерамические тела. Максимальное контактное давление в 
центре площадки контакта принимает вид 

Piezo

P
p T

ab

* *
max 0

3 1

2 4
= + γ

π
.                                           (19) 

Значение δ , характеризующее сближение двух пьезоэлектрических 
тел, после вычислений находим в виде 

p
a e K e20 1 ( )

2
δ = − ,   ( )Piezo PiezoP

p A A
ab

*
0 0 1 2

3 1

2 2

 
= − γ + π 

.       (20) 

Эксцентриситет эллипса площадки контакта аналогично взаимодействию 
упругих тел определяется из выражения 

( )
( )

e K e E eR

R E e e K e

2

2
2

1

1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

− −  
=

− −
,                                                (21)  

в котором K e( ) , E e( )  — полные эллиптические интегралы. Значения по-

луосей эллиптической площадки контакта находим на основе соотноше-
ний 

a a0= ε ,   b a e21= − ,   ( )Piezo Piezoa P R A A
1/3

0 1 1 2 0
 = + α
 

, 

D e

1/3

0
3

( )
2

 
α =  π 

,   D e K e E e e2( ) [ ( ) ( )] /= − .                          (22) 
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Значение a a0/ε =  является решением кубического уравнения 

3 2 1ε + ωε = ,                                                            (23) 

где 

( )Piezo Piezo Piezo Piezo
S S

R
A A T e D e

a

* 21
1 1 2 2 0

0

3
1 ( )

4
ω = γ + γ − . 

С помощью полученных выражений определяются контактное давление и 
геометрические параметры площадки контакта. Из найденных выраже-

ний следует, что при нагреве (T*
0 0> ) температурное воздействие умень-

шает размеры площадки контакта двух пьезокерамических тел. 
Отметим, что из выражений (18)—(23) для параметров контактного 

взаимодействия пьезокерамических тел (с учетом влияния температурно-
го поля) предельным переходом следуют соответствующие параметры 
контакта для двух упругих трансверсально-изотропных тел с учетом теп-
ловыделения. Последующим предельным переходом также следуют ре-
зультаты работ [1, 2] для контакта двух упругих изотропных тел с учетом 
тепловыделения. Также, полагая в выражениях (18)—(23) значение 

T*
0 0= , получаем соотношения для нахождения параметров контакта для 

двух пьезокерамических тел при отсутствии тепловыделения и в предпо-
ложении об отсутствии электродного покрытия на поверхностях контак-
тирующих тел.  

Анализ результатов численных исследований. Проведены числен-
ные исследования по выявлению влияния тепловыделения на характери-
стики контактного взаимодействия двух тел. Все основные параметры 
контактного взаимодействия тел определяются выражениями (18)—(23). 
На рис. 1 для случая сжатия двух тел и тепловыделения (распределения 
температуры) приведен график изменения значения большой полуоси эл-
липтической площадки контакта в зависимости от параметра ω . По из-
вестному эксцентриситету эллипса из соотношения (21), значение второй 

полуоси эллипса определяется выражением b a e21= − . Если 0ω = , то 
приходим к контакту двух пьезокерамических тел без тепловыделения. 

a a0

0,9

0,8

0,7
0 0,4 0,8 ω

Рис.1 

c

p x y

p0

( , )

2,0

1,0

0 0,2 x a00,4 0,6 0,8

1
2

3

Рис.2 
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На рис.2 изображены графики распределения контактного давления 

вдоль оси Ox . Для рис. 2 принято cp P ab0 /( )= π , кривые 1, 2, 3 соответ-

ствуют значениям T*
0 , равным 0 , PiezoP ab */[( ) ]π γ , PiezoP ab *2 /[( ) ]π γ .  

Из риc. 1, 2 и других полученных результатов следует, что при 

увеличении тепловыделения (увеличении значения T*
0 ) размеры площад-

ки контакта тел уменьшаются, а значения контактных напряжений уве-
личиваются. Тепловыделение может существенно влиять на все основные 
параметры контактного взаимодействия тел. 

Из полученных результатов как частные случаи следуют парамет-
ры контактного взаимодействия двух упругих трансверсально-
изотропных тел с учетом тепловыделения, для изотропных упругих тел 
[1, 2], а также решение задачи Герца для двух пьезокерамических тел без 
тепловыделения. 

 
Р Е З Ю М Е .  Розглянуто контактну взаємодію двох п’єзокерамічних тіл з враху-

ванням тепловиділення. Проблему досліджено згідно підходу Герца. Контактну задачу 
зведено до пошуку розв’язку інтегрального рівняння, що враховує властивості 
п’єзокерамічних тіл і розподіли температурного поля спеціального виду на площадці кон-
такту. У замкненому вигляді отримано вираз для обчислення контактного тиску, а також 
співвідношення для пошуку невідомої області контакту тіл, що залежить від сили при-
тискання та температурного впливу. Чисельними дослідженнями встановлено вплив 
тепловиділення на параметри контактної взаємодії п’єзокерамічних тіл. 

Ключові слова: термоелектропружність, контактна задача, п′езоелектричні тіла, 
півпростір, тепловиділення. 

 
S U M M A R Y .  The contact interaction of two piezoelectric bodies taking into account 

of heat generation was considered. The problem was researched in according to Hertz’s ap-
proach. Contact problem was reduced to the solution of the  integral equation, which takes 
into account the properties of two piezoelectric bodies, and also the distribution of tempera-
ture field in a contact area. The expression of the contact pressure was obtained in closed 
form, and relations for searching of unknown contact area, that depend on the force of load-
ing and temperature influence, were found also. The parameters of contact interaction (in 
view of heat generation) of two  piezoelectric transversally isotropic bodies and contact char-
acteristics of two piezoelectric bodies (at absence of temperature effect) follow from obtained 
the formulas as the particular cases. The numerical researches were carried out. The effect of 
heat generation on the parameters of contact interaction of two piezoelectric bodies was es-
tablished. 

Key words: thermoelectroelasticity, contact problem, piezoelectric bodies, half-spaces, 
heat generation.  
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Е. В. АЛТУХОВ, канд. физ-мат. наук, М. В. ФОМЕНКО 

 

КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН С ЖЕСТКОЙ 
ЗАДЕЛКОЙ ТОРЦОВ И ПРИ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИИ СЛОЕВ  

 
В пространственной постановке решена задача теории упругости об 

установившихся колебаниях трехслойных изотропных пластин симмет-

ричного строения с жесткой заделкой плоских граней. На границе раздела 

слоев выполняются условия скользящего контакта без отрыва. Получены 

однородные решения системы уравнений движения в перемещениях. Прове-

ден асимптотический анализ и численные исследования дисперсионных 

уравнений. Представлены диаграммы спектральных кривых, графики из-

менения фазовых и групповых скоростей. 

Ключевые слова: дисперсионные спектры, жесткая заделка, метод од-

нородных решений, скользящий контакт, трехслойная пластина, устано-

вившиеся колебания, фазовые и групповые скорости. 

 
Развитие теорий поперечно-неоднородных упругих пластин и мето-

дов решения конкретных задач отражено в обзорных статьях [14, 21, 22] 
и монографиях, например, [15, 19], в которых отмечается актуальность 
развития известных и создания новых аналитических методов исследова-
ния напряженно-деформированного состояния  и волновых полей в слои-
стых пластинах на основе уравнений трехмерной теории упругости. Для 
пространственных задач статики и динамики трехслойных пластин важ-
ную роль сыграли предложенные в работе [12] однородные решения, с 
помощью которых решены различные задачи [9, 15, 16]. В работе [9] 
впервые полуобратным методом получена полная система однородных 
решений уравнений равновесия в перемещениях для трехслойной плиты 
симметричного строения. Исследованию свойств однородных решений не-
однородных плит посвящены работы [15, 16]. Колебания трехслойной 
пластины в случае идеального контакта слоев для различных граничных 
условий на торцах исследовались с использованием однородных решений 
в работах [4, 5, 7, 18]. Однако может иметь место наличие поверхностей 
ослабленного механического контакта [11]. В частности, на границе слоев 
может иметь место условие полного проскальзывания при неразрывности 
нормальных компонент смещений и напряжений [13]. Для колебаний 
трехслойных пластин при отсутствии напряжений на торцах и проскаль-
зывании слоев в работах [6, 17] получены однородные решения. 

В настоящей статье на основе метода однородных решений в трех-
мерной постановке решена задача о гармонических колебаниях трехслой-
ной пластины, плоские грани которой жестко закреплены, а на границе 
раздела слоев выполняются условия скользящего контакта. 

Постановка задачи. Рассмотрим трехслойную пластину симметрич-
ного строения относительно ее срединной плоскости со слоями из изо-
тропных материалов и находящихся друг с другом в условиях скользя-
щего контакта. На лицевых гранях пластины выполняются условия же-
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сткого закрепления. На боковой поверхности действуют внешние гармо-
нически изменяющиеся во времени усилия. 

Отнесем пластину к размерным прямоугольным координатам ɶ1x , ɶ2x , 

3xɶ . Срединную плоскость пластины совместим с координатной плоскостью 

1 2Ox xɶ ɶ . Тогда 3 1 2| | ( )x h h≤ +ɶ , где 1h  — толщина внешних одинаковых слоев, 

22h  — толщина внутреннего слоя. Величины, относящиеся к внешним сло-

ям, обозначим индексом 1 внизу, к внутреннему — индексом 2, ɶ
m

G  — мо-

дуль сдвига, 
m

ρ  —  плотность материала, 
m

ν  — коэффициент Пуассона, 

m  — номер слоя.  
Введем безразмерные величины и координаты: 

11x x R= ɶ ,  2 2x x R= ɶ ,  ( )3 33x x h x Rλ= =ɶ ɶ , 

h Rλ = ,  1 2h h h= + ,  1 1h hλ = ,  2 2h hλ = , 

mi mi
u u R= ɶ ,  ( )22

mij mij
Gσ σ= ɶɶ  ( )i j m, 1, 3, 1, 2= = ; 

2mm
G G G= ɶ ɶ ,  1G G= . 

Тогда построение однородных решений задачи об установившихся коле-
баниях рассматриваемой пластины сводится к интегрированию уравне-
ний движения 

2
2 2 2

3 02
0m

mj mj m j m
u D uλ ν θ

λ
−

 Ω
∂ + + + ∂ =  

 
 ( )1, 2j = , 

2
2 2 2 1

3 3 3 0 32
0m

m m m m
u D uλ λ ν θ

λ
− −

 Ω
∂ + + + ∂ =  

 
                            (1) 

для каждого слоя с учетом граничных условий 

( )1 1 2, , 1 0
i

u x x =  ( )1, 3i = , 

( ) ( )13 1 2 2 23 1 2 2, , , ,u x x u x xλ λ= , 

( ) ( )133 1 2 2 233 1 2 2, , , ,x x x xσ λ σ λ= , 

( )1 3 1 2 2, , 0
j

x xσ λ = , ( )2 3 1 2 2, , 0
j

x xσ λ = ,                                (2) 

где 

i
i

x

∂∂ =
∂

,   = ∂ + ∂2 2 2
1 2D ,   1

1 1 2 2 3 3m m m m
u u uθ λ−= ∂ + ∂ + ∂ , 

0
1

1 2m
m

ν
ν

=
−

,   
m mS

h c/Ω = ω ,   m
mS

m

G
c =

ɶ

ρ
. 

Построение однородных решений. Однородные решения задачи (1), 
(2) для симметричных (обозначаемым значком «+»вверху) и кососиммет-
ричных (обозначаемым значком «—») колебаний можно представить в ви-
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де суммы вихревого и потенциального состояний: 

( ) ( ) ( )± ± ±= +1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , ,
mi miB mi

u x x x u x x x u x x xΠ  ( )= =1, 3; 1, 2i m . 

Перемещения вихревого состояния имеют вид [9] 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 3 2 1 2
1

, , ,
m B mk k

k

u x x x p x B x x
∞

± ±

=

= ∂∑ , 

( ) ( ) ( )2 1 2 3 3 1 1 2
1

, , ,
m B mk k

k

u x x x p x B x x
∞

± ±

=

= − ∂∑ ,   3 0
m B

u± = . 

Здесь 

( ) ( )1 3 1 3 2cos
k k

p x l x λ± ±= − ,   ( )2 3 0
k

p x± = , когда 1 1cos 0
k

l λ± = ; 

( )1 3 0
k

p x+ = ,   ( )2 3 2 3cos
k k

p x l x+ += , при 2 2sin 0
k

l λ+ = ; 

( )1 3 0
k

p x− = ,   ( )2 3 2 3
2

1
sin

k k

k

p x l x
l

− −
−

= , в случае 2 2cos 0
k

l λ− = ; 

( ) ( )
2

2
1 2 1 2, , 0k

k k
D B x x B x x

δ
λ

±
± ±

 
− =  
 

,   ( ) ( )2
22

mk m k
l δ ±± = Ω + ; 

k
δ ±  — собственные значения. 

Потенциальное решение будем искать в виде 

( ) ( ) ( )1 2 3 3 1 2, , ,
mj m ju x x x n x C x xΠ = ∂  ( )1, 2j = , 

( ) ( ) ( )3 1 2 3 3 1 2, , ,
m m

u x x x q x C x xΠ = .                                          (3) 

Из соотношений (1) — (3) следует, что функция 1 2( , )C x x  удовлетворяет ме-

тагармоническому уравнению 

( ) ( )
2

2
1 2 1 2, , 0D C x x C x x

γ
λ

 − = 
 

, 

а для неизвестных функций 3( )
m

n x , 3( )
m

q x  и параметра разделения пере-

менных γ  получаем спектральную задачу 

( )2 2
0 0 ( )1 0

m m m m m m
n n qγ ν λν ′′ ′+ Ω + + + =  , 

( )
22 2

0

0 0

0
1 1

mm
m m m

m m

q q n
γ νγ

ν λ ν

Ω +
′′ ′+ + =

+ +
, 

( )1 1 0n = ,   ( )1 1 0q = ,   ( ) ( )1 2 2 2q qλ λ= , 

( ) ( )1 2 1 2 0q nλ λ λ′+ = ,   ( ) ( )2 2 2 2 0q nλ λ λ′+ = , 

( ) ( ) ( ) ( )2
10 1 2 10 1 21 1G n qγ ν λ λ ν λ ′− + + =   
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( ) ( ) ( ) ( )2
20 2 2 20 2 21 1n qγ ν λ λ ν λ′= − + + .                             (4) 

Общим решением краевой задачи (4) являются функции 

( ) ( ) ( )1 3 1 11 3 2 2 11 3 2cos sinn x H x H xγ λ γ λ± ± ± ± ±= − + − +  

( ) ( )3 12 3 2 4 12 3 2cos sinH x H xγ λ γ λ± ± ± ±+ − + − , 

( ) ( ) ( )1 3 1 11 3 2 2 11 3 2sin cosq x Q x Q xγ λ γ λ± ± ± ± ±= − + − +  

( ) ( )3 12 3 2 4 12 3 2sin cosQ x Q xγ λ γ λ± ± ± ±+ − + − , 

( )2 3 5 21 3 6 22 3cos cosn x H x H xγ γ+ + + + += + , 

( )2 3 5 21 3 6 22 3sin sinq x Q x Q xγ γ+ + + + += + , 

( )2 3 5 21 3 6 22 3sin sinn x H x H xγ γ− − − − −= + , 

( )2 3 5 21 3 6 22 3cos cosq x Q x Q xγ γ− − − − −= + , 

в которых 

2 2 2 2
1m m m

kγ γ= Ω + , 2 2 2
2m m

γ γ= Ω + , 2 1 2

2 2
m

m
m

k
ν
ν

−
=

−
; 

1
i i i

Q a Hλ± − ± ±= ,   1 11a γ± ±= − , 2 11a γ± ±= ,  

( )2
3

12

a
γ

γ

±
±

±
= − , 

( )2
4

12

a
γ

γ

±
±

±
= , 5 21a γ± ±= ∓ , 

( )2
6

22

a
γ

γ

±
±

±
= ∓ ; 

i
H±  ( 1, 6i = ) — постоянные, определяемые из однородных систем линей-

ных алгебраических уравнений 

1 11 2 11 3 12 4 12 0H C H S H C H S± ± ± ± ± ± ± ±+ + + = , 

12 11 11 11 2 1 21 11 3 12 4 12 0H S H C H S H Cγ γ β β± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ±− + − = , 

21
2

2
11 4 12 5 21 6

2
2

2

21 2
2 0

S S

C
H H H

C
Hγ β γ β

+
± ± ± ± ± ±

−
±

+
±

−±+ =± , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2

2

1 12 3 5 22
1 22

2 22
6

1

2 2 0GH G
C C

S
H

S
H Hκ γ κ γ± ± ± ± ±

+
±

−
±

+

−
±+ − − = , 

2 11 4 122 0H Hγ α± ± ± ±+ = ,  21 22
5

21 22
21 6 222 0H H

S S

C C
γ α

+
± ±

+
± ±

− −+ = ,                       (5) 

sin
mj mj m

S γ λ± ±= , cos
mj mj m

C γ λ± ±=   ( ), 1, 2j m = , 

( )2

2

2
2

m

m

m

κ
α

γ

±
±

±
= , ( ) ( ) ( )22 2

2 2m m
κ γ γ± ± ±= + , 

( )2
2

2
m

m

γ
β

γ

±
±

±
= . 
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В результате решения этих систем выражения для коэффициентов ±
i

H  

получаются такими: 

( ) ( )( )γ γ γ γ γ γ γ γ γ± + + − Ω= 2 2 2 2 2 21 22
12 11 12 11 12 11 12 11 12 21 2

21 22
1 2

S S
C C S S

C C
H , 

( )γ γ γ± + ∆ Ω= 2 2 2 21 22
12 21 2

21 22
2

S S
C C

H , 

( )( ( ))γ γ γ γ γ γ γ γ± + − + Ω= 2 2 2 2 21 22
11 12 11 12 11 12 11 12 12 21 2

22
3

21
2

S S
S S C C

C C
H , 

γ γ γ± = − ∆ Ω2 21 22
11 12 214 2

21 22
2

S S
C C

H ,   ( )γ γ γ± = Ω ∆ +∓
2 2 2 22

5 11 1 22
22

S
H

C
, 

γ γ γ± = ± Ω ∆2 21
6 11 1 21 22

21
2

S
H

C
, 

где 

γ γ γ∆ = − 2
11 12 11 12 11 12S C C S . 

Из условия равенства нулю определителей систем (5) для нахожде-

ния собственных значений γ ±  получаем дисперсионные уравнения 

( ) ( ) ( )2
11 1 11 12 11 12 2 21 22 2 21 22,F t S C C S C S S C

G

η γ γ τγ ξ+ − −Ω ≡ +  

( ) ( )( )4 2 2
1 11 12 1 11 11 1 12 1 21 21 224 4 0G t C C t S S S Sξ ξγ ζγ τ γ+ + + + − = ,   

( ) ( ) ( )2
11 1 11 12 11 12 2 21 22 2 21 22,F t S C S C

G
SC C S

η γ γ τγ ξ− − −Ω ≡ −  

( ) ( )( )4 2 2
1 11 12 1 11 11 1 12 1 21 21 224 4 0G t C C t S S C Cξ ξγ ζγ τ γ− + + + − = ,      (6) 

в которых 

1

2

ρ
η

ρ
= ,   2

1 24
m m m
τ γ γ γ= ,   1 2m m m

t γ γ= ,  

2 2
2m m

ζ γ γ= + ,   2
mm

ξ ζ= . 

Для определения частот запирания [10] полагаем в соотношениях (6) 
0γ =  и получаем трансцендентные уравнения 

( ) ( )Gk c k s scs cF 2 1 11 21 1 2 1211 21 220,+ Ω + ΩΩ = , 

( ) ( )2 1 11 21 1 2 11 22 1 21 20,F Gk c s ck s cc− Ω − ΩΩ = ,                                    (7) 

где 

λ= Ω1 sin
m m m m

s k , λ= Ω2 sin
m m m

s ,  

λ= Ω1 cos
m m m m

c k , λ= Ω2 cos
m m m

c . 
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Каждое из уравнений (7) определяет по три независимые серии частот 
запирания. Причем частоты вторых и третьих серий находятся в явном 
виде и не зависят от значений коэффициентов Пуассона 1ν , 2ν  в отличие 

от частот первых семейств, которые находятся численно. 
Асимптотический анализ уравнений и предельные соотношения. 

Для определения корней дисперсионных уравнений (6) важным является 
поиск точек их пересечения с плоскостью 0Ω = . Предельный переход к 
задачам статики осуществляется с помощью разложений функции 

( , )F γ± Ω  в ряд Тейлора в окрестности точки 0Ω = . Если 0Ω → , то из 

уравнений (6) получаем 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 23 4 sin2 2 sin2, 20F ν γλ γλ γλ γλγ+ − − +≡ +  

( ) ( ) ( )( )2 22 22
1 1 1 1 2

1

1
4 3 4 cos 1 2 sin 0

1
G

ν
ν γλ γλ ν γλ

ν
−

+ − − + − =
−

, 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 23 4 sin2 2 sin2, 20F ν γλ γλ γλ γλγ− − − −≡ −  

( ) ( ) ( )( )2 22 22
1 1 1 1 2

1

1
4 3 4 cos 1 2 cos 0

1
G

ν
ν γλ γλ ν γλ

ν
−

− − − + − =
−

. 

Для симметричных колебаний в особом положении оказывается пер-
вая мнимая ветвь дисперсионного спектра уравнения (6), проходящая че-
рез начало координат 0γ = , 0Ω = . Соответствующая дисперсная мода 

оказывается распространяющейся при любой частоте Ω . Для анализа 
скоростей этой моды при малых частотах в окрестности начала координат 
можно существенно упростить первое дисперсионное уравнение (6) за 
счет малости величин Imv γ= , Ω . При этом для безразмерной фазовой 

скорости 
p p S

v vc c2 2/ /= Ω=  имеем 

( )2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

4 1
p

k k G
v

k G k

λ λ

λ λ
+

− +
=

+
. 

Из этой формулы следует, что в низкочастотном диапазоне симметричная 
волна является бездисперсной, и ее групповая скорость совпадает с фазо-
вой. 

При γ → ∞  из обоих уравнений (6) для первой бегущей моды полу-

чаем уравнение 

( ) ( )2 2
2 2

1 2 2 2 2 1 1 11 4 1 4 0r s r s G r s r s
G

η    + − + + − =   
   

,                        (8) 

где 
2

2
1

m

mP

c
r

c
= − , 

2

2
1

m

mS

c
s

c
= − , 

mP
c , 

mS
c  — соответственно скорости продольных и сдвиговых волн в ма-
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териале m -го слоя. 
Уравнение (8) совпадает с известным [10] для нахождения скорости 

St
c  волны Стоунли вблизи поверхности раздела двух упругих полупро-

странств с условиями проскальзывания по поверхности контакта. Поэто-
му для коротких волн границы пластины не влияют на характер волно-
вого процесса, и вид граничных условий на торцах не имеет значения. 
Фазовая скорость первой распространяющейся моды в коротковолновом 
высокочастотном пределе получается такой же, как и скорость поверхно-
стной волны Стоунли. Для остальных ветвей при γ → ∞  имеем 

{ }1 2min ,
S S

c c c= . 

Рассмотрим случай соотношений параметров упругости в слоях: 
1G = , 1η = , 1 2ν ν ν= = , 1 2 1/2λ λ= = . Тогда дисперсионные уравнения 

(6) имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( )+ Ω − − −= =+
22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2, 0tS C C S C SF S C tS Sγ ξ τ γ ζγ , 

( ) ( ) ( ) ( )− Ω − − −= =−
2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2, 0tS C C S S CF C S t C Cγ ξ τ γ ζγ ,         (9) 

где 

cos
2
j

j
C

γ
= ,   sin

2
j

j
S

γ
=  ( 1, 2j = ),   1 2t γ γ= , 

( )22 2
2γξ γ+= ,   2

1 24γτ γ γ= ,   2 2
2ζ γ γ= + , 

2 2 2 2
1 kγ γ= + Ω ,   2 2 2

2γ γ= + Ω ,   2 1 2
2 2

k
ν
ν

−=
−

. 

Из уравнений (9) получаются предельные соотношения, описываю-
щие асимптотические значения фазовой скорости на низких и высоких 
частотах, к которым должны стремиться численные решения этих урав-
нения. Упрощенное уравнение (9) для симметричного случая в области 
низких частот сводится к виду 

( )2 2 2 4 22 4 4 1 0k k k γΩ + − + = , 

Из данного уравнения получаем, что предельным значением безразмерной 
фазовой скорости 

p
v  в области низких частот является значение 

( )2
2

1
2 1

2
p

v k
k

+ = − + . 

В области высоких частот уравнения (9) для первой мнимой ветви 
сводятся к уравнению для скорости волны Рэлея 

( )22 2 2 22 4 1 1 0
p p p

v k v v− − − − = . 
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Таким образом, безразмерная фазовая скорость первой распростра-
няющейся моды имеет в коротковолновом пределе значение безразмерной 
скорости волны Рэлея /

R R S
v c c= , и величина 

p
v  для симметричных ко-

лебаний остается больше 
R

v . 

Спектры частот запирания мод уравнений (9) получаются такими: 

1

;
p

p
p

k

ππ
∞

+
∗

=

 Ω =  
 

,   
( ) ( )

1

2 1
; 2 1

2
p

p
p

k

π
π

∞
−
∗

=

 − 
Ω = − 

  
. 

Здесь вторая серия частот запирания кососимметричных мод является 
двухкратной. 

Рассмотрим некоторые частные предельные случаи дисперсионных 
уравнений (6).  

Если 0G =  (внешние слои — абсолютно мягкие), то корни уравнений 
(6) асимптотически приближаются к множеству корней уравнений  

( ) ( )2
11 12 11 1 12 1 11 1 12 1 2 2sin cos cos sin sin2 2 0γ γ γ λ γ λ γ γ λ γ λ γλ γλ− + = , 

( ) ( )2
11 12 11 1 12 1 11 1 12 1 2 2sin cos cos sin sin2 2 0γ γ γ λ γ λ γ γ λ γ λ γλ γλ− − = . 

В результате каждый спектр собственных значений состоит из двух мно-
жеств. Первое множество соответствует колебаниям однослойной пласти-
ны, один торец которой жестко закреплен, а второй находится в условии 
скользящей заделки. Второе множество описывает упругое равновесие 
пластины при отсутствии напряжений на плоских гранях [12].  

Если G = ∞  (внутренний слой — абсолютно мягкий), то множество 

собственных значений γ ±  трансформируется к совокупности корней 

уравнений 

( ) ( ) ( )( )2 22
1 1 1 1 21 2 22 23 4 cos 1 2 sin sin 0ν γλ γλ ν γ λ γ λ− − + − =  

( ) ( ) ( )( )2 22
21 2 221 1 1 1 2cos co3 4 c 2 s1 0osν γλ γλ ν γ λ γ λ− − + =− . 

Из данных уравнений следует, что каждый из спектров колебаний состо-
ит из двух спектров, соответствующих колебаниям внутреннего слоя с 
граничными условиями типа плоского торца и равновесию внешних сло-
ев со смешанными краевыми условиями (один торец жестко защемлен, 
другой — свободен от напряжений) [1]. 

В случае 1 0λ =  дисперсионные уравнения (6) сводятся к следующим 

21 22sin sin 0γ γ+ + = ,   21 22cos cos 0γ γ− − = . 

Таким образом, получаем спектры соответственно симметричных и косо-
симметричных колебаний внутреннего слоя с учетом граничных условий 
типа плоского торца [8]. 

При 2 0λ →  из уравнений (6) следует 
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( )2 2 2
11 12 11 12 11 12 2

2

2
sin cos cos sin 0

1
γ γ γ γ γ γ γ γ

ν
 

− Ω + = − 
, 

( ) ( )2 2
4 2 2 2 2 2 2 2

11 12 12 11 12 11 12 124 cos cos 4γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ   + + + + + ×   
   

 

( )2 2 2
11 12 11 12 12sin sin 4 0γ γ γ γ γ γ γ× − + = . 

В этом случае полный спектр симметричных колебаний состоит из без-

дисперсной моды 2 22/ (1 )iγ νΩ = − − , зависящей только от коэффициента 

Пуассона 2ν , и спектра колебаний внешнего слоя, одна грань которого 

жестко закреплена, а на другой имеет место условие плоского торца. 
Причем фазовая скорость этой моды лежит в интервале между скоростя-
ми поперечной и продольной волн. Спектр кососимметричных колебаний 
соответствует случаю однослойной пластины, один торец которой жестко 
закреплен, а второй — свободен от напряжений [2]. 

Численные исследования дисперсионных уравнений. Пусть внеш-
ние слои пластины изготовлены из алюминия и характеризуются пара-

метрами среды 3
1 2,7 ·10ρ =  кг/м 3 , 10

1 2,61·10G =ɶ  Н/м 2 , 1 0,35ν = , 1S
c =  

3110=  м/с, а внутренний — из вольфрама с постоянными 3
2 18,7 ·10ρ =  

кг/м 3 , 10
2 15,3·10G =ɶ  Н/м 2 , 2 0,29ν = , 2 2860

S
c =  м/с. Расчеты произво-

дились для варианта 1 2 1/2λ λ= = . При этом входящие в уравнения (6) 

частоты 1Ω , 2Ω , Ω  связаны соотношениями 1 2 1/
S S

c cΩ = Ω , 2Ω = Ω . 

Каждое из дисперсионных уравнений (6) определяет счетное множе-
ство спектральных кривых — зависимостей безразмерной частоты Ω  от 
параметра γ . На рис. 1 представлены полные дисперсионные спектры 

симметричных (рис. 1, а) и кососимметричных (рис. 1, б) колебаний пла-
стины, обусловленных потенциальным решением. На диаграммах сплош-

ные линии соответствуют вещественным и чисто мнимым корням, штри-
ховые — проекциям комплексных ветвей частотного спектра на действи-
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тельную (Re ,γ Ω ) и мнимую ( Im ,γ Ω ) плоскости. Видно, что дисперсион-

ные уравнения (6) при фиксированной частоте имеют конечное число дей-
ствительных и мнимых корней и счетное множество комплексных корней. 

На рис. 2 показаны зависимости безразмерных фазовых 2/
p p S

v c c=  

(рис. 2, а, в) и групповых 
g g S

v c c2/=  (рис. 2, б, г) скоростей первых  

трех распространяющихся мод от безразмерной частоты Ω . Данные 

рис. 2, а, б соответствуют симметричным колебаниям, рис. 2, в, г — косо-
симметричным. 

В таблице приведены вычисленные на основе уравнений (7) значе-

0 

2 

pv

1 

5 10 15 5 10 15 

1 

gv

-1 

0 

0 Ω Ω
а б 

Рис. 2 

0 

2 

pv

1 

5 10 15 5 10 15 

1 

gv

-1 

0 

0 Ω Ω
в г 

Номера задач № час- 
тоты 1 2 3 4 1 2 3 4 

 Симметричные колебания Кососимметричные колебания 

1 0 0 0,7864 0 1,6254 0 1,6254 2,8883 

2 3,4148 4,6993 5,7306 3,1416 3,1416 3,1416 3,1762 3,1416 

3 5,9478 6,2832 5,9478 5,7766 3,4148 6,8296 6,7487 3,1416 

4 6,2832 6,8296 7,3776 6,2832 9,4248 6,8638 9,5315 8,6648 

5 10,244 8,1545 12,182 9,4248 10,244 9,4248 10,851 9,4248 

6 12,566 12,566 13,691 11,553 10,851 11,916 13,490 9,4248 

7 13,691 13,659 14,034 12,566 14,854 13,659 14,854 14,441 

8 17,074 16,893 17,933 15,708 15,708 15,708 15,896 15,708 

9 17,933 18,850 18,588 17,330 17,074 20,433 20,213 15,708 

10 18,850 20,489 20,735 18,850 21,991 20,489 22,280 20,218 

11 23,903 21,659 24,966 21,991 22,874 21,991 22,874 21,991 

12 25,133 25,133 27,026 23,106 23,903 24,041 26,905 21,991 

13 27,026 27,318 27,464 25,133 28,274 27,318 28,515 25,995 

14 30,301 28,826 30,301 28,274 28,515 28,274 28,695 28,274 

15 30,733 31,416 31,328 28,883 30,733 33,419 33,547 28,274 

16 31,416 34,148 34,208 31,416 34,558 34,148 34,772 31,771 

17 37,563 35,382 37,682 34,558 34,772 34,558 35,162 34,558 

18 37,699 37,699 39,623 34,659 37,563 36,762 40,120 34,558 

19 39,623 40,730 40,957 37,699 40,841 40,841 41,697 37,548 

20 43,411 40,977 43,411 40,436 42,226 40,977 42,226 40,841 
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ния первых двадцати частот запирания для симметричных и кососим-
метричных колебаний. Столбцы с номером 1 соответствуют рассматри-
ваемой задаче, столбцы 2 — свободным от напряжений плоским граням и 
скользящему контакту слоев [6, 17], столбцы 3 — жесткой заделке торцов 
и идеальному контакту слоев [7]. Значения частот запирания уравне-
ний (7) для слоев из одинаковых материалов ( 0,29ν = ) представлены в 
столбце 4, которые свидетельствуют о том, что в такой пластине из-за не-
идеального контакта слоев невозможен переход к однородной [3].  

Анализ дисперсионных кривых, частот запирания, графиков изме-
нения безразмерных фазовых и групповых скоростей показывает, что по 
сравнению с аналогичными задачами для трехслойной пластины с иде-
альным контактом слоев [4, 5, 7, 18] и скользящим контактом [6, 17] в 
данном случае происходят количественные и качественные изменения 
характеристик волнового процесса. В частности, для симметричных ко-
лебаний первая мнимая мода дисперсионного спектра оказывается рас-
пространяющейся при любой частоте и в низкочастотном пределе являет-
ся бездисперсной. Для идеального контакта слоев в дисперсионном спек-
тре отсутствует подобная мода. Изменяются также значения и количество 
частот запирания, например, на интервале 0 25≤ Ω ≤ . Однако для раз-
ных краевых условий, как на торцах, так и на плоскостях контакта, 
имеются одинаковые подмножества частот запирания (см. таблицу).  

Одной из особенностей дисперсионных соотношений (6) является то, 
что кривизна мнимых ветвей для определенных частот запирания стано-
вится отрицательной — дисперсионная ветвь опускается ниже частоты за-
пирания (см. рис. 1), а вычисление групповой скорости 

g
v  приводит к 

возникновению отрицательных участков на графике ее зависимости от Ω  
(см. рис. 2, б, г). Комплексные и действительные участки дисперсионных 
ветвей пересекают плоскость 0Ω =  и ось 0γ =  под прямым углом, что 

подтверждает известные факты.  
Вблизи ненулевых частот запирания фазовая скорость 

p
c → ∞ , а 

групповая 0
g

c = . Для нулевой частоты запирания находим + =(0)
p

c  

+= =(0) 1,708
g

c . В высокочастотном диапазоне все распространяющиеся 

моды трехслойной пластины становятся бездисперсными, и значения 
групповой скорости мало отличаются от значений фазовой. 

Уравнение (8) имеет вещественный корень, что указывает на суще-
ствование поверхностной волны Стоунли вблизи плоскостей контакта 
слоев. Значение ее скорости 

St
v , отнесенной к 

S
c2 , равно 0,936. В случае 

симметричных колебаний величина фазовой скорости 
p

v  для первой мо-

ды в коротковолновом пределе остается больше асимптотического значе-
ния 

St
v  (см. рис. 2, а), а для кососимметричных колебаний — меньше (см. 

рис. 2, в). Остальные кривые приближаются к асимптоте 1
p

v =  сверху. 

В задаче кососимметричных колебаний (при определенном сочета-
нии упругих и геометрических параметров материалов составляющих 
пластину слоев) могут появляться двухкратные частоты запирания, что 



 49 

не противоречит физическому смыслу задачи. 
 
Р Е З Ю М Е . У просторовій постановці розв’язано задачу теорії пружності про уста-

лені коливання тришарових ізотропних пластин симетричної будови з жорстким закріп-
ленням плоских граней. На межі поділу шарів виконуються умови ковзного контакту без 
відриву. Одержано однорідні розв’язки системи рівнянь руху в переміщеннях. Здійснено 
асимптотичний аналіз і чисельні дослідження дисперсійних рівнянь. Наведено діаграми 
спектральних кривих, графіки зміни фазових і групових швидкостей. 

Ключові слова: дисперсійні спектри, жорстке закріплення, метод однорідних 
розв’язків, ковзний контакт, тришарова пластина, усталені коливання, фазові та групові 
швидкості. 
 

S U M M A R Y . In spatial statement the elasticity theory problem of steady-state vi-
brations of three-layer isotropic plates of symmetric structure with rigidly clamped flat faces 
is solved. Conditions of sliding contact without separation are fulfilled on the interface of 
layers. The homogeneous solutions of the system of equations of motion in displacements are 
got. The asymptotic analysis and computational investigations of dispersive equations are 
carried out. Diagrams of spectral curves and curves of phase and group velocities are repre-
sented. 

Key words: dispersion spectra, rigid clamping, method of homogeneous solutions, slid-
ing contact, three-layer plate, steady-state vibrations, phase and group velocities. 
 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Алтухов Е. В. Деформация изотропных пластин при смешанных краевых условиях 

// Вестн. Донецк. ун-та. Сер. А. Естеств. науки. — 1997. — № 1 — С. 56—60. 
2. Алтухов Е. В., Мысовский Ю. В., Панченко Ю. В. Смешанная пространственная за-

дача об установившихся колебаниях пластин // Теорет. и прикладная механика. — 1997. 
— Вып. 27. — С. 10—17. 

3. Алтухов Е. В., Мысовский Ю. В., Панченко Ю. В. Трехмерные задачи установивших-
ся колебаний изотропных пластин // Теорет. и прикладная механика. — 1996. — Вып. 26. 

— С. 13—19. 
4. Алтухов Е. В., Фоменко М. В. Изгибные колебания упругих трехслойных пластин 

симметричного строения со свободными плоскими гранями // Вісн. Донецьк. нац. ун-ту. 
Сер. А. Природн. науки. — 2009. —  № 1. — С. 117—124. 

5. Алтухов Е. В., Фоменко М. В. Распространение волн в трехслойных пластинах со 
свободными от напряжений плоскими гранями // Теорет. и прикладная механика. — 
2009. — Вып. 45. — С. 146—153. 

6. Алтухов Е. В., Фоменко М. В. Симметричные упругие колебания трехслойных пла-
стин при отсутствии напряжений на торцах и проскальзывании слоев // Мат. методи та 
фіз.-мех. поля. — 2011. — Т. 54, № 3. —  С. 78—88. 

7. Алтухов Е. В., Фоменко М. В. Упругие колебания трехслойных пластин симметрич-
ного строения // Тр. Ин-та прикладной математики и механики НАН Украины. — 2009. — 
Т. 18. — С. 3—10. 

8. Алтухов Є. В., Панченко Ю. В., Богатчук А. Ю. Коливання ізотропних пластин з 
урахуванням крайових умов типу плоского торця або діафрагми // Вісн. Донецьк. ун-ту. 
Сер. А. Природн. науки. — 2000. — № 1. — С. 41—45. 

9. Ворович И. И., Кадомцев И. Г. Качественное исследование напряженно-деформи-
рованного состояния трехслойной плиты // Прикладная математика и механика. — 1970. 
— Т. 34, вып. 5. — С. 870—876. 

10. Гринченко В. Т., Мелешко В. В. Гармонические колебания и волны в упругих те-
лах. — К.: Наук. думка, 1981. — 284 с. 

11. Крауклис П. В., Крауклис Л. А. Об одном типе волн в средах, содержащих поверх-
ности ослабленного механического контакта // Математические вопросы теории распро-
странения волн. — 1988. — Вып. 18. — С. 113—122. 

12. Лурье А. И. К теории толстых плит // Прикладная математика и механика. — 



 50 

1942. — Т. 6, вып. 2—3. — С. 151—168. 
13. Марчук А. В. Трехмерное аналитическое решение для слоистых плит с учетом 

проскальзывания слоев // Прикладная механика. — 1997. — Т. 33, № 9. — С. 10—14. 
14. Пискунов В. Г., Рассказов А. О. Развитие теории слоистых пластин и оболочек // 

Прикладная механика. — 2002. — Т. 38, № 2. — С. 22—56. 
15. Устинов Ю. А. Математическая теория поперечно-неоднородных плит. — Ростов-на-

Дону: ООО ЦВВР, 2006. — 257 с. 
16. Устинов Ю. А. Некоторые свойства однородных решений неоднородных плит // 

Докл. АН СССР. — 1974. — Т. 216, № 4. — С. 755—758. 
17. Фоменко М. В. Кососимметричные колебания трехслойных пластин при отсутствии 

напряжений на торцах и проскальзывании слоев // Тр. Ин-та прикладной математики и 
механики НАН Украины. — 2010. — Т. 20. — С. 188—195. 

18. Шевченко В. П., Алтухов Е. В., Фоменко М. В. Упругие колебания трехслойных 

пластин в случае плоского торца // Доп. НАН України. — 2011. — № 9. — С. 70—77. 
19. Шульга Н. А. Основы механики слоистых сред периодической структуры. — К.: 

Наук. думка, 1981. — 200 с. 
20. Шульга Н. А. Распространение упругих волн в периодически-неоднородных средах 

// Прикладная механика. — 2003. — Т. 39, № 7. — С. 15—56. 
21. Altenbach H. Theories for laminated and sandwich plates. A review // Mech. of Com-

posite Mater. — 1998. — Vol. 34, No 3. — P. 243—252. 
22. Carrera E. Historical review of Zig-Zag theories for multilayered plates and shells // 

Appl. Mechan. Rev. — 2003. — Vol. 56, No 3. — P. 287—308. 
 
Донецкий национальный университет 

Поступила 31.10.2011 



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА. 2011. Вып. 3 (49). С.51—58 

 

51 

УДК 620.179 
 

В. Р. БОГДАНОВ, канд. физ.-мат. наук 
 

О ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ДЕФОРМАЦИИ  
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА С  

ПРОФИЛЕМ ФОРМЫ КОМПАКТНОГО ОБРАЗЦА  
 

Разработана аналитико-численная методика решения пространствен-

ных задач в упругопластической динамической и квазистатической 

постановках. Численное решение получено для материала с поперечным 

сечением в форме прямоугольника с пропилом трещиной посередине 

(компактный профиль) при трехточечном изгибе с использованием метода 

конечных разностей. Квазистатическая упругопластическая постановка 

сравнивается с динамической постановкой. 

Ключевые слова: Компактный профиль, пластическая деформация, 

трещина. 

 
В статье [2] решена пространственная задача о концентрации 

пластических деформаций. В работе [3] решена аналогичная задача о 
плоском напряженном состоянии пластинки с трещиной, а в [5] — задача 
о плоском деформированном состоянии. В работах [4] и [12] вязкость 
разрушения определяется соответственно на основе решения плоского 
деформированного состояния и пространственной задач в предположении, 
что трещина неподвижна. Указанные модели дают возможность 
значительно повысить уровень адекватности получаемых теоретических 
подходов. На их основе в статье [8] исследовалось напряженно-
деформированное состояние жесткопластической криволинейной 
пластины переменной толщины с произвольным отверстием при 
динамическом нагружении. 

В данной статье в отличие от [2, 4] решаются и сравниваются 
упругопластические трехмерные квазистатическая и динамическая 
задачи без учета роста трещины.  

Постановка задачи. Рассмотрим деформирование изотропного бруса 

{ }x L   0 y B   0 z H| | /2, ,≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , имеющего в плоскости поперечного 

сечения форму прямоугольника L B HΣ = × ×  длины L , ширины B , тол-

щины H с пропилом-трещиной длиной l 
вдоль прямоугольника (рис. 1) 

{ }x   0 y l   0 z H0, ,= ≤ ≤ ≤ ≤  посередине 

(компактный профиль). Брус контактирует с 
двумя неподвижными опорами по области 

{ }L x L a y 0 z H* *| | , 0,≤ ≤ + = ≤ ≤ . Сверху на 

брус падает абсолютно твердый ударник, ко-
торый контактирует с брусом по области 

{ }x A y B 0 z H| | , ,≤ = ≤ ≤  в течение короткого Рис.1 

l

x

y

z

O

A

H

* +L a*L 2

L
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промежутка времени. Действие последней нагрузки заменим равномерно 
распределенной в зоне контакта нормальной нагрузкой P− , которая из-
меняется со временем как линейная функция ( P p p t01 02= + ). Будем счи-

тать, что на протяжении всего промежутка времени взаимодействия об-
ласть контакта остается постоянной. Вследствие симметрии процесса де-
формирования относительно плоскости x 0=  далее будем рассматривать 

только правую часть бруса. 
На рис. 1 приведена схема расчетной области. Пусть x y zu u u( , , )=u  — 

вектор смещений, компоненты которого связаны с компонентами тензора 
деформаций соотношениями Коши.  

Уравнения равновесия среды в случае квазистатической постановки 
имеют вид  

xyxx xz

x y z
0

∂σ∂σ ∂σ
+ + =

∂ ∂ ∂
,   yx yy yz

x y z
0

∂σ ∂σ ∂σ
+ + =

∂ ∂ ∂
,  

zyzx zz

x y z
0

∂σ∂σ ∂σ
+ + =

∂ ∂ ∂
, 

а уравнения динамики в случае динамической постановки представляют-
ся следующим образом: 

xyxx xz xu

x y z t

2

2

∂σ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
,  

yx yy yz yu

x y z t

2

2

∂σ ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
,  

zyzx zz zu

x y z t

2

2

∂σ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Граничные условия будут такими: 

xx 0σ = ,   xy 0σ = ,   xz 0σ =    при x 0= , y l0 < < , z H0 < < , 

xu 0= ,   xy 0σ = ,   xz 0σ =    при x 0= , l y B< < , z H0 < < , 

xx 0σ = ,   xy 0σ = ,   xz 0σ =    при x L /2= , y B0 < < , z H0 < < ,    

yy 0σ = ,   xy 0σ = ,   yz 0σ =    при y 0= , x L*0 < < , z H0 < < , 

yu 0= ,   xy 0σ = ,   yz 0σ =    при y 0= , L x L a* *< < + , z H0 < < ,    

yy 0σ = ,   xy 0σ = ,   yz 0σ =    при y 0= , L a x L* /2+ < < , z H0 < < ,   

yy Pσ = − ,   xy 0σ = ,   yz 0σ =    при y B= , 0 x A< < , z H0 < < , 

yy 0σ = ,   xy 0σ = ,   yz 0σ =    при y B= , A x L /2< < , z H0 < < ,    

zu 0= ,   zx 0σ = ,   zy 0σ =    при z 0= , 0 x L /2< < , y B0 < < ,    

zz 0σ = ,   xz 0σ = ,   yz 0σ =    при z H= , x L0 /2< < , y B0 < < .   (1) 

В качестве физической модели принята модель, основанная на тео-
рии неизотермического пластического течения для среды с упрочнением 
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и условием текучести Мизеса в сочетании с гипотезой кратковременной 
ползучести [10]. Уравнения связи между напряжениями и деформациями 
в соответствии с этой моделью имеют вид [1] 

e p
ij ij ijε = ε + ε ,   e

ij ijs K
G

1

2
ε = + σ + φ ,   p

ij ijd s dε = λ .                     (2) 

где ij ij ijs = σ − δ σ  — девиатор тензора напряжений; ijδ  — символ Кронеке-

ра; G — модуль сдвига; K K13= , K E1 (1 2 ) /(3 )= − ν  — модуль объемного 

сжатия, связывающий объемное расширение 3ε , среднее напряжение 

xx yy zz( ) 3σ = σ + σ + σ  и φ— температурное удлинение в соотношении 

Kε = σ + φ  (в данном случае 0φ ≡ ); ν — коэффициент Пуассона; Е — модуль 

упругости Юнга; dλ  — некоторая скалярная функция, определяемая фор-
мой поверхности нагружения. Считается, что эта скалярная функция яв-
ляется квадратичной функцией девиатора напряжений ijs  [10]. 

Пусть в результате пластической деформации происходит упрочне-
ние материала по температурной зависимости [7]  

η
 κ

σ = σ + 
ε 

S

T
T T

*

02 0
0

( )
( ) ( ) 1 ,   

T

E

02 0
0

( )σ
ε = .                            (3) 

где T  — температура, p
idκ = ε∫  — параметр Одквиста, T C0 20= � , *η  — 

коэффициент упрочнения, S T( )σ  — предел текучести после упрочнения 

материала при температуре T . 
В развернутой форме уравнения (2) имеют вид  

( )ij

ij ijd d K d
G2

σ − σ 
ε = + σ + σ − σ λ  

 
 ( )i j= , 

xy

ij xyd d d
G2

σ 
ε = + σ λ  

 
 ( )i j≠ , ( )i j x y z, , ,= .                            (4) 

где  

( ) ( )
p
i

i S
i

d
d   f T   f df2 2 3

0 ( ) 0 , 0, 0
2

 ε 
λ = ≡ σ − σ < = = 

σ  
,                (5) 

( ) ( ) ( )p p p p p p p
i xx yy xx zz yy zzd d d d d d d

2 2 22

3

ε = ε − ε + ε − ε + ε − ε +
 

( ) ( ) ( )p p p
xy xz yzd d d

1 2
2 2 2

6
 + ε + ε + ε  

, 

( ) ( ) ( )i xx yy xx zz yy zz

2 221

2

σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ +
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( )xy xz yz

1 2
2 2 26 + σ + σ + σ


. 

Методика решения. Пусть нестационарное взаимодействие происхо-
дит на интервале времени t*[0, ] . Для численного интегрирования по вре-

мени используем квадратурную формулу Грегори [11] порядка m1 3=  с 

коэффициентами nD . Разбиение по времени равномерное с шагом разбие-

ния ∆t . Тогда для момента времени t t*[0, ]∈ , t k t= ∆  в случае квазиста-

тической постановки приращения деформаций запишем в виде 

( )xx xx xxt t K t b t0( ) ( ) ( ) ( )∆ε = ψ σ − σ + σ − , 

( )yy yy yyt t K t b t0( ) ( ) ( ) ( )∆ε = ψ σ − σ + σ − ,  

( )zz zz zzt t K t b t0( ) ( ) ( ) ( )∆ε = ψ σ − σ + σ − ,  

xy xy xyt b t0( ) ( )∆ε = ψ σ − , 

xz xz xzt b t0( ) ( )∆ε = ψ σ − , 

yz yz yzt b t0( ) ( )∆ε = ψ σ − ,                                                          (6) 

где t0  — момент времени, предшествующий моменту времени t , 

ij

ij ij

t
b t K t

G G

0
0 0

( ) 1
( ) ( )

2 2

σ  
= − δ − σ 

 
,   

( )xx yy zzt t t t0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) /3σ = σ + σ + σ  ( )i j x y z, , ,= . 

В динамической постановке после дискретизации для приращений 
деформаций получаем 

( )xx k xx k yy k zz k xxB B b, 1 , 2 , ,∆ε = σ + σ + σ − ɶ ,  

( )yy k yy k xx k zz k yyB B b, 1 , 2 , ,∆ε = σ + σ + σ − ɶ , 

( )zz k zz k xx k yy k zzB B b, 1 , 2 , ,∆ε = σ + σ + σ − ɶ ,   

xy k xy k xyB b, 3 ,∆ε = σ − ɶ ,   xz k xz k xzB b, 3 ,∆ε = σ − ɶ , 

yz k yz k yzB b, 3 ,∆ε = σ − ɶ                                                               (7) 

kB K D
G

1 0
1 1

2
3

 
= + + ∆λ 

 
,   kB K D

G
2 0

1 1

3 2

 
= − − ∆λ 

 
, 

kB D
G

3 0
1

2
= + ∆λ . 

Здесь  

( )
m

ij ij k ij k n ij k n ij k n k n
n

b K D
G G

1

, 1 1 ,
1

1 1

2 2− − − − −
=

 
= σ + δ − σ − σ − δ σ ∆λ 

 
∑ɶ . 
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Если ввести обозначение G1 (2 )ψ = + ∆λ , то напряженное состояние 

в момент времени t  определяется при учете условий текучести, которые 
на основе (5) запишем в следующем виде: 

( ) ( )
p
i

i

f f df
G G

31 1
0 , 0, 0

2 2 2

 ∆ε 
ψ = < + = = 

σ  
,                            (8) 

( ) ( ) ( )p p p p p p p
i xx yy xx zz yy zz

2 2 22

3

∆ε = ∆ε − ∆ε + ∆ε − ∆ε + ∆ε − ∆ε +
 

( ) ( ) ( )p p p
xy xz yz

1 2
2 2 2

6
 + ∆ε + ∆ε + ∆ε  

, 

p e
ij ij ij∆ε = ∆ε − ∆ε ,   e

ij ij ij K
G G

1 1

2 2

 
∆ε = σ + δ − σ 

 
 ( )i j x y z, ; ;= . 

Для учета нелинейности, содержащихся в условиях (8), применим метод 
последовательных приближений, который позволяет решение упругопла-
стической задачи свести к решению ряда линейных задач: 

( ) ( ) ( )+ σ− 
ψ = ψ + < − ψ < ψ > 

σ 

n
n n n n i

i i i
S

p
p Q Q Q Q Q Q

G T

( )
( 1) ( ) ( ) ( )1

; ;
2 ( )

, 

n
i i SQ T( ) ( )= σ − σ .                                                                    (9) 

Здесь Q  — величина наибольшего отклонения интенсивности напряжений 
от упрочненного предела текучести, p0 1≤ ≤ . 

В случае квазистатической постановки из системы (6) для напряже-
ний найдем выражения вида 

xx xx yy zz xxA A A Y1 2 2σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε + , 

yy xx yy zz yyA A A Y2 1 2σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε + , 

zz xx yy zz zzA A A Y2 2 1σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε + , 

xy xy xyA Y3σ = ∆ε + ,   xz xz xzA Y3σ = ∆ε + , 

yz yz yzA Y3σ = ∆ε + .                                                              (10) 

где  

xx xx yy zzY A b A b A b1 2 2= + + , 

yy xx yy zzY A b A b A b2 1 2= + + , 

zz xx yy zzY A b A b A b2 2 1= + + , 

xy xyY A b3= ;   xz xzY A b3= ,   yz yzY A b3= , 

( ) ( )A K K1 2 3= ψ + ψ ,   ( ) ( )A K K2 3= ψ − ψ ,   A3 1= ψ . 

В случае динамической постановки из системы (7) найдем выраже-
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ния для напряжений в дискретизированном виде: 

xx k xx k yy k zz k xxA A A Y, 1 , 2 , 2 ,σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε +ɶ ɶ ɶ ɶ , 

yy k xx k yy k zz k yyA A A Y, 2 , 1 , 2 ,σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε +ɶ ɶ ɶ ɶ , 

zz k xx k yy k zz k zzA A A Y, 2 , 2 , 1 ,σ = ∆ε + ∆ε + ∆ε +ɶ ɶ ɶ ɶ ,
 
 

xy k xy k xyA Y, 3 ,σ = ∆ε +ɶ ɶ ,   xz k xz k xzA Y, 3 ,σ = ∆ε +ɶ ɶ , 

yz k yz k yzA Y, 3 ,σ = ∆ε +ɶ ɶ .                                                             (11) 

Здесь 

xx xx yy zzY A b A b A b1 2 2= + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ,    

yy xx yy zzY A b A b A b2 1 2= + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ,   

zz xx yy zzY A b A b A b2 2 1= + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ,  

xy xyY A b3=ɶ ɶ ɶ ,   xz xzY A b3=ɶ ɶ ɶ ,   yz yzY A b3=ɶ ɶ ɶ , 

( ) ( )
B B

A
B B B B

1 2
1

1 2 1 22

+
=

− +
ɶ ,    

( ) ( )
B

A
B B B B

2
2

1 2 1 22
= −

− +
ɶ ,   A

B
3

3

1
=ɶ . 

Приведенные выше интенсивности напряжений и деформаций, опре-
делялись для каждой ячейки из решения трехмерной квазистатической 
задачи. В качестве основного независимого параметра для выявления ра-
звития величин выбиралось расчетное значение коэффициента интенсив-
ности напряжений IK  (КИН) для трещины в упруго деформированном 

компактном образце статической задачи. КИН в каждый момент времени 

kt k t= ∆  определяется по формуле [9] 

I

l l l l l
K F

BH B B B B

2 3 4

12 1,93 3,07 14,53 25,11 25,8
       = − + − +            

,  (12) 

в которой F AP2=  — контактная сила, B4  — длина между опорами. 
Численные результаты и их анализ. Численные исследования про-

водились для брусков с компактным профилем из стали 15Х2НМФА. Для 
расчетов применялся метод конечных разностей [11] с переменным шагом 
разбиения. Использование этого метода для волновых уравнений обосно-
вано в [6], причем им обеспечивается точность расчетов с погрешностью 

не больше чем ( )∆ + ∆ + ∆ + ∆O x y z t2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) . Характерный размер ячейки 

вблизи вершины трещины принимался равным среднему размеру зерна 
испытуемого металла и составлял 0,05 мм. На рис. 2—5 представлены ре-
зультаты расчетов для брусков длиной 60 мм, шириной 10 мм, толщиной 
50 мм и глубиной пропила в центре 3 мм, с коэффициентом упрочнения 
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η =* 0,05 . Расстояние между опорными точками составляло 40 мм, ко-

эффициенты =p 8 MПa01 , =p 10 MПa02 , температура = �T 50 . 

На рис. 2 — 4 приведены графики распределения нормальных на-
пряжений в MПa , возникающих вблизи вершины трещины трехмерного 

бруса с компактным профилем в плоскости, отстоящей от боковой по-
верхности бруса на 8,7 мм. На рис. 5 изображены графики значений па-

раметра Одквиста κ  в MПa м . Последние вычислены в такой же плос-
кости около вершины трещины пространственного бруса с компактным 
профилем. Сплошная и пунктирная линии на рисунках относятся к ре-
шениям задач в квазистатической и динамической постановках.  

Как видно из рис. 2 — 5, значения напряжений и параметра Одкви-
ста значительно отличаются друг от друга. В квазистатической постанов-

ке напряжения быстро растут, когда КИН IK  МПа м45< , после этого 

не изменяются. Кроме этого, когда IK  МПа м120> , в квазистатиче-

ской постановке необходимо значительно увеличивать число итераций 
(процесс начинает плохо сходиться). В динамической постановке, начи-

ная с IK  МПа м93,5= , значения напряжений заметно колеблятся, что 

свидетельствует о неустойчивости процесса деформирования и необходи-
мости учета роста трещины и разгрузки материала. Квазистатическая 
модель не может использоваться для адекватного моделирования процес-
сов концентрации пластических деформаций и напряжений и разруше-
ния образцов (компактного, Шарпи, др.).  

Решение трехмерной задачи [2, 4] о напряженно-деформированном 
состоянии для материала с поперечным сечением в форме прямоугольни-
ка с пропилом-трещиной посередине (компактного профиля) для опреде-
ления вязкости разрушения при трехточечном изгибе в динамической 
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упругопластической постановке дает возможность точнее определять поля 
пластических деформаций и напряжений, чем при решении квазистати-
ческой упругопластической пространственной задачи. 

 
Р Е З Ю М Е .  Розроблено аналітико-числову методику щодо розв’язку просторових 

задач у пружно-пластичній квазістатичній і динамічній математичних постановках. Чи-
сельне рішення було отримано для матеріалу з поперечним перетином у формі прямокут-
ника з пропилом тріщиною посередині (компактний профіль) при триточковому згині з 
використанням метода скінчених різниць. Квазістатична пружно-пластична постановка 
порівнюється із динамічною. 

Ключові слова: Компактний профіль, пластична деформація, вершина тріщини. 
 
S U M M A R Y . The solution of three dimension problem and method of solution in 

quasi-static and dynamic elastic-plastic mathematical model has been developed. The numeri-
cal solution has calculated for three point band of material with transversal profile of shape 
of rectangle with middle notch-crack (compact profile) by method of finite differences. The 
quasi-static elastic- plastic model has compared to dynamic model. 

Key words: Compact profile, plastic deformation, the top of crack. 
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ОБОБЩЕННАЯ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОГО ПРОМЕЖУТОЧНОГО СЛОЯ 

ИЛИ ПОКРЫТИЯ 

 
Построена обобщенная двухпараметрическая модель термовязкоупру-

гого промежуточного слоя (покрытия), на основе которой изучено поведе-
ние вязкоупругого слоя на жестком основании при действии нормальной со-
средоточенной силы, зависящей от времени. Рассмотрены случаи постоян-
ной и кратковременной циклической нагрузки. 

Ключевые слова: термовязкоупругий слой, обобщенная двухпараметри-
ческая модель, работа на сжатие и поперечный сдвиг, сосредоточенная си-
ла, необратимые вязкоупругие деформации 

 
В современном машиностроении, в строительстве и на транспорте 

механический и тепловой контакты между твердыми телами осуществ-
ляются через тонкие промежуточные слои или покрытия с собственными 
физико-механическими свойствами и характеристиками. К таким объек-
там относятся дорожные покрытия и основания, различные амортизи-
рующие прослойки на транспорте и при прокладке трубопроводов, многое 
другое. При проектировании таких объектов большое значение имеет 
учет их физико-механического поведения при различных видах и усло-
виях нагружения и адекватный выбор математической модели. До 40-х 
годов ХХ в. одной из наиболее распространенных моделей оснований, 
прослоек и т.п. была модель Фусса-Винклера [1, 6, 7]. Эта модель являет-
ся простейшей упругой моделью, не учитывающей сопротивления осно-
вания поперечному сдвигу. Ее главный недостаток состоит в том, что пе-
ремещения равны нулю вне области действия нагрузки. В 40—50-х годах 
ХХ в. появились двухпараметрические модели Филоненко-Бородича, 
Пастернака, а чуть позже — Власова [3, 4, 6, 7, 9]. Эти модели учитывают 
работу основания как на сжатие, так и на поперечный сдвиг. Перемеще-
ния в этом случае не равны нулю вне области действия нагрузки (так на-
зываемая распределительная способность основания). Почти одновремен-
но с упругими моделями оснований появляются их обобщения на вязко-
упругий случай [6, 8, 12]. Дальнейшее развитие одно- и двухпараметри-
ческих моделей оснований, прослоек и покрытий состоит, в частности, в 
учете их неупругого поведения [1, 2, 5, 7, 11], в построении моделей бо-
лее высоких порядков типа пластин и оболочек и в распространении мо-
дели Винклера и более сложных моделей на касательное направление [1], 
а также в рассмотрении более сложных конструкций, например двух-
слойных оснований с толщинами слоев разного порядка [1, 2, 5]. 

Целью данной работы является получение обобщенной двухпарамет-
рической модели термовязкоупругой прослойки или покрытия из упро-
щенных термомеханических условий сопряжения твердых тел через тер-
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мовязкоупругий промежуточный слой, работающий на сжатие и попереч-
ный сдвиг, а также изучение с помощью этой модели поведения вязкоуп-
ругого слоя на жестком основании при действии нормальной сосредото-
ченной силы, зависящей от времени. Equation Chapter 1 Section 1 

1. Обобщенная двухпараметрическая модель термовязкоупругого 
промежуточного слоя (покрытия). В работе [10] выведены обобщенные 
термомеханические условия сопряжения твердых тел через термовязко-
упругий промежуточный слой, работающий на сжатие и поперечный 
сдвиг. Пренебрегая в этих условиях кривизнами, получаем следующие 
соотношения: 

n s s
* *2 τ τ+ ρ = ρ[ ] (F ) (u )ɺɺττττ , 

( n s n e v s nu u06 ) 2 2τ τ− ∇ − − − ∇ −G ( ) [u ] [u ] ( )ɺ ɺ(τ µ µ µ(τ µ µ µ(τ µ µ µ(τ µ µ µ  

)s n s su * *
1 τ τ− ∇ + ρ = ρ[ ] [F ] [u ]ɺ ɺɺµµµµ , 

( ) ( ){ s s n s nh u h u02 τ τ∇ ⋅ + ∇ + + ∇ +G [u ] ( ) [u ] ( )ɺ ɺµµµµ  

}s n n s n s nh u F u* *
1+ ∇ + σ + ρ = ρ[ ] [ ] ( ) ( )ɺ ɺɺµµµµ , 

( )s s n v s n s nh u u u1 1 22 2 3τ ∇ ⋅ ∇ + + ∇ + ∇ − G [ ] [u ] ( ) [ ]ɺ ɺ ɺµ µ µµ µ µµ µ µµ µ µ  
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E s s s n

E
u

h0 16 τ Ζ τ Ζ τ


− ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ + +

T (u ) T (u ) T [u ] [ ]ɺ ɺ  

)n
n n n s n s nu F u

h
* *Ζ

+ −β θ − σ + ρ = ρ[ ] ( ) ( ) [ ] [ ]ɺ ɺɺ ;                              (1.1) 

( ) ( )s s s n s s nc q u*
0 1( ) 2 Ζ τ Ζ τθ ∇ ⋅ ∇ θ − + ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ +( ) [ ] T (u ) T [u ]  [ ]ɺ ɺ ɺ ɺΛΛΛΛ=  

(n s n s n s n s nC u h u u u u0 2
0 12 2Ζ+ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ +[ ] ( ) ( ) ( ) [ ]ɺ ɺ ɺ ɺ ɺµ µµ µµ µµ µ  
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)s n v s su h wT
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0,ξ ξ ∈ ,   (1.2) 

где i( )
τu , i

nu( )  — касательные и нормальные компоненты перемещений гра-

ничных поверхностей сопрягаемых тел; i
n
( )ττττ , i

n
( )σ  — соответствующие ком-

поненты векторов напряжений; i( )θ  — температуры граничных поверхно-

стей сопрягаемых тел ( i  1, 2= ); полужирные квадратные и круглые 

скобки обозначают скачки и суммы соответствующих граничных значе-

ний, например, n n n
(1) (2)σ = σ − σ[ ] , n n n

(1) (2)σ = σ + σ( )  и т.д.; S0  — серединная 
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поверхность промежуточного слоя;  1 2( , )ξ ξ  — ее гауссовы параметры; 

s
α

α= ∇r∇∇∇∇  — двумерный набла-оператор Гамильтона; αr  — векторы взаим-

ного базиса на S0 , α∇  — символы ковариантного дифференцирования по 

αξ  (  1, 2α = ). Расшифровку остальных обозначений можно найти в рабо-

те [10]. 

На контуре S0∂  должны быть удовлетворены краевые условия 

( )n e v n nh G u u u u u N0 3
, 0 , 1 ,2 2α β α β α β α β α β
β β β β β α+ µ + µ + µ + µ ν =( ) [ ] [ ] ( ) [ ]ɺ ɺ ɺ , 

n v n nh G u u u u M2 0 3
, 1 1 , 2 ,

1 2

3 3

α β αβ αβ αβ
β β β β α

 
+ µ + µ + µ ν = 

 
[ ] [ ] ( ) [ ]ɺ ɺ ɺ ;             (1.3) 

( )c
0

0, 2 0αβ
α βν Λ θ + Α θ − θ =( ) ( ) ,   ( )c

0
1, 2 0αβ

α βν Λ θ +Α θ − θ =[ ] [ ] .         (1.4) 

Здесь 3N , 3M  — заданные перерезывающее усилие и его “момент” [10]; 
0
αν  (  1, 2α = ) — компоненты единичной внешней нормали к S0∂ ; ch2Α= α  

( cα  — коэффициент теплообмена, h2  — толщина прослойки); c0θ , c1θ  — 

интегральные характеристики температуры окружающей среды. 
Начальные условия на перемещения, скорости и температуры в об-

ласти сопряжения тел приведены в работе [10]. 
Пренебрежем во втором соотношении (1.1) нормальными перемеще-

ниями, а в третьем и четвертом соотношениях — касательными. В резуль-
тате в квазистатическом случае без учета массовых сил получим следую-
щие силовые условия термомеханического сопряжения твердых тел: 

n n n n e v  (1) (2) , τ τ= = = +[u ] [u ]ɺτ τ τ τ µ µτ τ τ τ µ µτ τ τ τ µ µτ τ τ τ µ µ ; 

( )s s n s n s n nh u u u0 1 0∇ ⋅ ∇ + ∇ + ∇ + σ =G ( ) ( ) [ ] [ ]ɺ ɺµ µµ µµ µµ µ , 

( ) n
s s n s n s n n n

E
h u u u u

h1 23 3


 ∇ ⋅ ∇ + ∇ + ∇ + σ − − 


G [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]ɺ ɺµ µµ µµ µµ µ  

n
n nu

h
0

Ζ 
− + β θ =


[ ] ( )ɺ .                                            (1.5) 

Два последние соотношения (1.5) представляют собой обобщенную двух-
параметрическую модель термовязкоупругого слоя в нормальном направ-
лении. 

Краевые условия (1.3) остаются без изменений. Заметим, что если в 
этих условиях пренебречь нормальными перемещениями, то первое соот-
ношение примет вид 

( )e v
N

u u
h

3

2

αβ αβ
β βµ + µ =[ ] [ ]ɺ , 

из которого следует, что второе условие сопряжения (1.5) выполняется 

вплоть до S0∂ . В изотермическом случае при =M3 0  все условия сопря-
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жения в касательном направлении выполняются вплоть до контура S0∂ . 

Если в (1.3) пренебречь касательными перемещениями, как это делается 
при построении двухпараметрических моделей оснований [3, 12], то по-
лучим краевые условия, соответствующие дифференциальным операторам 
второго порядка в соотношениях (1.5): 

( )n n nh G u u u N0 3
, 0 , 1 ,

αβ αβ αβ
β β β α+ µ + µ ν =( ) ( ) [ ]ɺ ɺ , 

n n nh G u u u M2 0 3
, 1 , 2 ,

1

3

αβ αβ αβ
β β β α

 
+ µ + µ ν = 

 
[ ] ( ) [ ]ɺ ɺ . 

Отметим, что, как видно из третьего соотношения (1.5), учет сдвиго-
вой жесткости и вязкости промежуточного слоя (покрытия) приводит к 
ненулевому скачку нормальных напряжений. 

2. Примеры. Пусть термоупругое тело 1 вдавливается в жесткое ос-
нование (тело 2) через термовязкоупругую прослойку (покрытие), которая 
описывается моделью Кельвина—Фойгта [10]. Тогда, учитывая, что 

nu(2) 0= , n nu u(1)=[ ] , n nu u(1)=( )  и исключая в двух последних соотношени-

ях (1.5) нормальное напряжение n
(2)σ , получаем: 

( )n n n
n n n s s n

E h
u u u

h h
(1) (1) (1) (1)2

2 2 2 3

Ζ β
σ = + − θ − ∇ ⋅ ∇ −( ) Gɺ  

( ) ( ) ( )s s n s s n s s n
h h

 u h  u  u(1) (1) (1)
0 1 2

2 2
− ∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅ ∇ɺ ɺ ɺµ µ µµ µ µµ µ µµ µ µ .            (2.1) 

Соотношение (2.1) является обобщением двухпараметрической модели 
упругого основания на случай анизотропного термовязкоупругого слоя 
(покрытия). Если материал промежуточного слоя (покрытия) является 
трансверсально-изотропным, причем ось анизотропии совпадает с нор-
малью n , то 

G  ′=G a ,   k k= µ aµµµµ  k   ( 0, 1, 2)= , 

где a  — тензор первой квадратичной формы серединной поверхности 
промежуточного слоя. В этом случае соотношение (2.1) приобретает вид 

n n n
n n n s n

E hG
u u u

h h
(1) (1) (1) (1)2

2 2 2 3

′Ζ β
σ = + − θ − ∆ −( )ɺ  

s n s s nh u h u(1) (1)0 2 0 2
1 1

2 2

µ + µ µ + µ   
− + µ ∆ − ∇ + µ ⋅ ∇   

   
ɺ ɺ ,                 (2.2) 

где s s
2∆ = ∇  — двумерный оператор Лапласа. 

В изотермическом случае формула (2.2) упрощается: 

n n
n n n s n s n

E hG h
u u u u

h h
(1) (1) (1) (1) (1)2 2

2 2 3 3

′ ′Ζ η
σ = + − ∆ − ∆ɺ ɺ .                 (2.3) 

Здесь ′η  — вязкость промежуточного слоя при поперечном сдвиге. Из 
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формулы (2.3) видно, что второй параметр hG2 /3′  и его вязкостный ана-

лог h2 /3′η  характеризуют работу промежуточного слоя (покрытия) на 

поперечный сдвиг. 
Если материал прослойки (покрытия) упругий, то из (2.3) получаем 

классическую двухпараметрическую модель [3] 

n
n n s n

E hG
u u

h
(1) (1) (1)2

2 3

′
σ = − ∆                                   (2.4) 

Как видно из формулы (2.4), если nu(1) 0<  и функция nu(1) 1 2( , )ξ ξ  выпукла 

вниз (относительно координат 1ξ , 2ξ ), то s nu(1) 0∆ > , и реакция основания 

по модулю больше, чем в случае модели Винклера. 
Пусть теперь нагретый жесткий штамп (тело 1) вдавливается в тер-

моупругое основание (тело 2) через термовязкоупругий промежуточный 

слой (покрытие). Тогда nu const(1) = −δ = , )( )2( δ++++−−−−==== nn uu ][ , n nu u(2)= − δ( )  

( 0δ >  — осадка штампа). Исключая в двух последних соотношениях (1.5) 

нормальное напряжение n
(1)σ , получаем 
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Для трансверсально-изотропного слоя (покрытия) соотношение (2.5) при-
нимает вид 

( )n n n
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E hG
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( )
2 2 2 3

′Ζ β
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В изотермическом случае условие (2.6) упрощается: 

( )n n
n n n s n s n

E hG h
u u u u

h h
(2) (2) (2) (2) (2)2 2

2 2 3 3

′ ′Ζ η
σ = − + δ − + ∆ + ∆ɺ ɺ .         (2.7) 

Как и в предыдущем примере, второй коэффициент постели и его вязко-
стный аналог характеризуют работу промежуточного слоя (покрытия) на 
поперечный сдвиг. 

Если материал слоя (покрытия) упругий, то из (2.7) получается 
классическая двухпараметрическая модель [3] 

( )n
n n s n

E hG
u u

h
(2) (2) (2)2

2 3

′
σ = − + δ + ∆ .                                       (2.8) 

Из формулы (2.8) видно, что если nu(2) 0−δ < <  и функция nu(2) 1 2( , )ξ ξ  вы-
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пукла вниз относительно 1ξ , 2ξ , то s nu(2) 0∆ > , и нормальная реакция ос-

нования получается по модулю меньшей, чем в простейшей модели 
Винклера. 

3. Вязкоупругий слой при действии нормальной сосредоточенной 
силы, зависящей от времени. Рассмотрим вязкоупругий слой, покоящий-

ся на жестком основании и подвержен-
ный действию нормальной сосредото-
ченной силы, зависящей от времени 
(рис. 1). Задачу будем рассматривать в 
рамках плоской деформации. При этом 

x1ξ = , y3ξ = , z2ξ = − , nu v(1) = , 

nu(2) 0= , n P t x(1) ( ) ( )σ = − δ  ( t  — время). 

Материал слоя будем считать изотроп-
ным. Тогда уравнение (2.3) примет вид 

η η′′ ′′+ − − = δɺ ɺe et v t v k v k v P t x2 2 ( ) ( ) ,                                         (3.1) 

где x( )δ  — δ -функция Дирака; 

( )e
E

k
h

0

2
02 1

=
− ν

,   
( )e
E hGh

t 0

03 6 1
= =

+ ν
,   k

h

2

3
η

η
= ,   

h
t

3
η

η
= , 

E
E0 21

=
− ν

,   0
1

ν
ν =

− ν
. 

Здесь G E E0 0/[2(1 )] /[2(1 )]= + ν = + ν  — модуль сдвига материала слоя; η  — 

вязкость. Штрихами обозначены производные по x , а точками — по t . 

Разделив уравнение (3.1) на et2 , получим 

K
K e

e

P t x
v v v v

th
2

2

( ) ( )

2

τ δ
′′ ′′+ τ − α − =ɺ ɺ ,                                          (3.2) 

где K G/τ = η  — время запаздывания; α = = − νe e ek t h2 2
0/2 3/[2 (1 )] . Решение 

уравнения (3.1) или (3.2) должно затухать на бесконечности. Начальное 
условие примем нулевым. 

Применим к уравнению (3.1) или (3.2) интегральное преобразование 
Фурье по x  и преобразование Лапласа по t . Учитывая условия затухания 
решения на бесконечности и нулевое начальное условие, для трансфор-
манты функции v x t( , )  получаем следующее выражение: 

( ) ( )
( )

L

e e

P s
V s

k t s k t2 2
,

2 2η η

ξ = −
+ ξ + + ξ

.                                     (3.3) 

Здесь ξ , s  — параметры преобразований Фурье и Лапласа соответственно; 

LP s( )  — преобразование Лапласа функции P t( ) . Обращая формулу (3.3), 

получим решение уравнения (3.1) или (3.2) в виде 

y 

xO 

P(t) 
2h 

Рис. 1 
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( ) ( ) ( )
t

v x t G x t P d
0

, ,= − − τ τ τ∫ ,                                            (3.4) 

где  

( )

e

K

t

h
G x t x d

t h

2 2

2 2

2 2

0

exp
1

, cos
2

∞
−

−
η

 ξ + α
−  τ ξ + = ξ ξ

π ξ +∫                          (3.5) 

— функция Грина. 
Для случая постоянной во времени сосредоточенной силы 

P t P H t0( ) ( )=  ( H t( )  — функция Хевисайда) из (3.4), (3.5) получим сле-

дующее выражение для вертикального перемещения: 

( ) e

e

Kx

e e e e

t

hP P
v x t e x d

t t

2 2

2 2

0 0

2 2

0

exp

, cos
4 2

∞
−

−α

 ξ + α
−  τ ξ + = − + ξ ξ

α π ξ + α∫ .    (3.6) 

Первый член выражения (3.6) в точности соответствует упругому реше-
нию [3], второй член, быстро убывающий со временем, характеризует 
вязкоупругое запаздывание реакции слоя на внешнее механическое воз-

действие. Введем безразмерные координату x x h/= , время t t 0/= τ  ( 0τ  — 

характерное время), а также безразмерное время запаздывания 

K K 0/τ = τ τ  и вертикальное перемещение 

ev x t t v x t h P G v x t P0 0( , ) 2 ( , ) /( ) 2 ( , ) /(3 )= = . Тогда, опуская верхние риски, 

вместо (3.6) получим формулу 

( )
x

K

t

e
v x t x d

2 2

2

2 2

0

exp
11

, cos
2

∞
−α

 ξ + α
−  τ ξ + = − + ξ ξ

α π ξ + α∫ ,                  (3.7) 

где 2
03/[2 (1 )]α = − ν . 

На рис. 2 приведены графики зависимости безразмерного верти-
кального перемещения от безразмерной координаты x в разные моменты 
времени, полученные с помощью формулы (3.7). В качестве материала 
вязкоупругого слоя был выбран асфальтобетон со следующими упругими 
постоянными при T  C20= ° : E  МПа570= , 0,12ν = . Рис. 2а соответст-

вует песчаному асфальтобетону без добавок с вязкостью  ГПа с5η = ⋅  и 

временем запаздывания K  с19,65τ = , а рис. 2б — песчаному асфальтобе-

тону с активированным минеральным порошком на высоковязком биту-

ме. В этом случае  ГПа с54η = ⋅ , а K  с212,2τ = . Характерное время в 

обоих случаях  с0 10τ = . Как видно из рис. 2, вязкоупругие верти-
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кальные перемещения в точках, близких к точке приложения сосредото-
ченной силы, всегда по модулю меньше упругих (пунктирные линии на 

рис. 2 а, б), а значит в точке приложения сосредоточенной силы конечны. 

При t → ∞  вязкоупругое решение приближается к упругому, причем при 

Kt > τ  для точек, удаленных от точки приложения нагрузки на величину, 

большую h, разность между соответствующими решениями становится 
незначительной. Увеличение вязкости асфальтобетона примерно на поря-
док приводит примерно к такому же увеличению запаздывания реакции 
вязкоупругого слоя на внешнее силовое воздействие. Наконец, распреде-
лительная способность у вязкоупругого слоя несколько лучше, чем у уп-
ругого. 

На рис. 3 показаны зависимости вязкоупругого вертикального пере-
мещения от продольной координаты x в разные моменты времени при 

T  C50= °  (материал слоя — песчаный 
асфальтобетон без добавок). При этом 
E  МПа300= , 0,2ν = , 

 МПа с600η = ⋅ , K  с4,8τ = ,  с0 1τ = . 

Как видно из рис. 3, в этом случае 
вязкоупругие перемещения стремятся 
к упругим намного скорее. Уже через 
6 с после начала действия силы раз-

ность между вязкоупругим и упругим 
перемещениями в точке ее приложе-
ния составляет менее 20% от упругого 
перемещения. Из рис. 2, 3 следует, 
что в вязкоупругом слое, который 
описывается моделью Кельвина—

Фойгта, при нулевом начальном условии вязкоупругие деформации (пе-
ремещения) развиваются не мгновенно, как в упругом слое, а с 

определенным запаздыванием, зависящим от времени запаздывания Kτ . 

Поэтому, если необходимо избежать деформаций, близких к упругим (в 
окрестности точки приложения сосредоточенной силы), время действия 

нагрузки должно быть небольшим (по крайней мере меньшим Kτ ). 

Рис. 3 

Рис. 2 
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должно быть небольшим (по крайней мере меньшим Kτ ). 

Изучим накапливание необратимых вязкоупругих деформаций в 
рассматриваемом слое. Для этого рассмотрим следующий закон измене-
ния во времени сосредоточенной силы: 

n

i i
i

P t P H t t H t t t0
1

( ) ( ) ( )
=

= − − − − ∆  ∑ .                                      (3.8) 

Здесь nt t t1 20 = < < <…  — выбранные моменты времени, а i it t t1+∆ << −  

( i n1, 1= − ) — время действия нагрузки. Подставив функцию (3.8) в (3.4), 

(3.5), для безразмерного вертикального перемещения в точке приложения 
сосредоточенной силы получим следующее выражение: 

( ) ( ) ( )
K

t d
v t H t H t t

2 2

2 2 2
0

1 1
0, exp

2 1

∞  ξ + α ξ
 = − − − ∆ + − ×    α π τ ξ + ξ + α 

∫  

( ) ( )
∞

= =

 ξ + α ξ
 × − − − − ∆ − − ×    π τ ξ + ξ + α 

∑ ∑ ∫
n n

i
i i

Ki i

t d
H t t H t t t

2 2

2 2 2
1 2 0

1
exp

1
 

( ) ( ) ( )
n

i i ci i
i

H t t H t t t v H t t t
1

1

−

=

 × − − − − ∆ + − − ∆ −  ∑  

( ) ( )i cn nH t t t v H t t t1+ − − − ∆ + − − ∆ .                                      (3.9) 

Постоянные civ  ( i  n1,= ) вычисляются по рекуррентным формулам 

c
K

t d
v  

2 2

1 2 2 2
0

1 1
exp

2 1

∞  ∆ ξ + α ξ
= − + −  α π τ ξ + ξ + α 

∫ ,    

i
ci ci

K

t
v v

2 2

1 2
0

1
exp

1

∞

−

 ξ + α
= + − ×  π τ ξ + 

∫  

K

t d2 2

2 2 2
exp 1

1

  ∆ ξ + α ξ
× − −   τ ξ + ξ + α   

 i  n( 2, )= .                         (3.10) 

На рис. 4 показаны зависимости от времени вертикальных вязкоуп-
ругих перемещений в точке прило-
жения сосредоточенной силы. Мо-

менты времени it  ( i  1, 6= ) выбраны 

равноотстоящими друг от друга с 
интервалом 5 с. Время действия си-

лы — 0,3 с. Кривые 1 соответствуют 
случаю, когда материалом вязкоуп-
ругого слоя является обычный ас-
фальтобетон без добавок; кривые 2 
соответствуют песчаному асфальтобе-
тону с активированным минераль-

Рис. 4 
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ным порошком (  ГПа с22η = ⋅ , K  с86,46τ = ). В обоих случаях темпера-

тура асфальтобетона T  C20= ° . Кривые 3 соответствуют случаю обычного 

асфальтобетона без добавок при T  C50= ° . Во всех случаях характерное 

время  с0 10τ = . Для перехода к безразмерным перемещениям использо-

вался модуль сдвига при T  C20= ° . Штрихпунктирные ломаные линии 
представляют соответствующие графики, построенные при помощи при-
ближенных формул, получающихся из (3.9), (3.10) разложением экспо-

нент типа 
K

t 2 2

2
exp

1

 ∆ ξ + α
−  τ ξ + 

, i

K

t t 2 2

2
exp

1

 − ξ + α
−  τ ξ + 

 в ряды с сохранением 

первых двух членов. Как видно из рис. 4, наименьшее и наиболее равно-
мерное накопление необратимых вязкоупругих деформаций (перемеще-
ний) имеет место во втором случае. Наибольшее и наиболее неравномер-
ное накопление необратимых деформаций (почти 100% за половину вре-
мени наблюдения) имеет место в случае нагретого асфальтобетона, при-
чем около 75% этих деформаций (перемещений) накапливается после 
первого действия сосредоточенной силы. Следует отметить, что прибли-
женные формулы всегда дают несколько завышенное по модулю значение 
вертикального перемещения. При этом максимальное относительное от-
клонение от точного решения имеет место в случае 3 и составляет не бо-

лее 5%. В случае 1 это отклонение крайне незначительно, а в случае 2 
практически равно нулю. Отметим, что применение приближенных фор-
мул значительно сокращает время расчетов и упрощает их. 

Таким образом, построена обобщенная двухпараметрическая модель 
термовязкоупругого анизотропного промежуточного слоя (покрытия), в 
которой учет его работы на поперечный сдвиг приводит к ненулевому 
скачку нормальных напряжений. Показано, что когда одно из сопрягае-
мых тел является абсолютно жестким, из обобщённой модели (1.5) полу-
чаются модели Власова [3, 7] и Муравского [7, 8] для квазистатического 
случая при линейном распределении перемещений по толщине слоя. Ус-
тановлены основные закономерности деформирования во времени вязкоу-
пругого изотропного слоя на жёстком основании при действии постоян-
ной нормальной сосредоточенной силы в случае плоской деформации. 
Изучено накапливание необратимых вязкоупругих деформаций в точке 
приложения сосредоточенной силы, циклически изменяющейся во време-
ни. Полученные результаты позволяют более адекватно описать характер 
деформирования вязкоупругого промежуточного слоя (покрытия) в рам-
ках обобщенной двухпараметрической модели. 
 

Р Е З Ю М Е .  Побудовано узагальнену двопараметричну модель тер-
мов’язкопружного анізотропного проміжкового шару (покриття), на основі якої вивчено 
поведінку в’язкопружного шару на жорсткій основі за дії нормальної зосередженої сили, 
що залежить від часу. Розглянуто випадки сталого та короткочасного циклічного наван-
таження. 

Ключові слова: термов’язкопружний шар, узагальнена двопараметрична модель, 
робота на стиснення та поперечний зсув, зосереджена сила, незворотні в’язкопружні 
деформації 
 

S U M M A R Y .  Generalized two-parameter model of thermoviscoelastic interphase 
layer (coating) is constructed. The behaviour of viscoelastic layer on the rigid foundation 

Рис. 3 

Рис. 4 
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under the action of the normal concentrated force depending on the time has been studied on 
the base of this model. The cases of constant loading as well as of short time cyclic loading 
are considered. 

Key words: thermoviscoelastic layer, generalized two-parameter model, the shrinkage 
and transverse shear work, the concentrated force, irreversible viscoelastic strain 
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О РАЗВИТИИ НАЧАЛЬНЫХ ПЛАСТИЧЕСКИХ ПОЛОС  
ОТ НЕГЛАДКОЙ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ИЗОТРОПНЫХ СРЕД 
 

Решена симметричная задача о расчете начальных пластических полос 
вблизи угловой точки границы раздела изотропных сред. Пластическая по-
лоса моделируется линией разрыва касательного смещения. Решение соот-
ветствующей задачи теории упругости построено методом Винера-Хопфа. 
Определены длина и направление развития пластической полосы.  

Ключевые слова: угловая точка, граница раздела сред, пластические 
полосы, метод Винера-Хопфа. 

 
В литературе по механике разрушения опубликовано большое число 

работ, посвященных решению задач о расчетах пластических зон пред-
разрушения вблизи концов трещин [2, 6—10]. Менее изучены в этом пла-
не другие остроконечные концентраторы напряжений и, в частности, уг-
ловые точки однородных и кусочно-однородных тел. В работе[1] дано ре-
шение задачи о расчете начальных пластических полос-зон вблизи вер-
шины линейного жесткого включения. Для угловой точки границы одно-
родного изотропного упругопластического тела такой расчет выполнен в 
работе [4] при различных краевых условиях на сторонах угла. В данной 
работе решена задача о расчете начальных пластических полос-зон вбли-
зи угловой точки границы раздела изотропных сред, развивающихся под 
углом к этой границе. 

Постановка задачи. В условиях плоской деформации в рамках сим-
метричной задачи рассмотрим кусочно-однородное изотропное упругопла-
стическое тело с границей раздела сред в форме сторон угла. С ростом 
внешней нагрузки вблизи угловой точки границы раздела сред, представ-
ляющей собой остроконечный концентратор напряжений, появляется и 
развивается пластическая зона, расположенная в более пластичном мате-
риале. Будем изучать лишь начальный этап развития пластической зоны, 
считая внешнюю нагрузку достаточно малой. Тогда размер зоны будет 
значительно меньше размеров тела. 

Известно, что на начальной стадии своего развития пластические 
деформации вблизи угловых точек — концентраторов напряжений (в ча-
стности, вблизи концов трещин) локализованы в тонких слоях материала 
— узких пластических полосах, которые принято моделировать прямыми 
линиями разрыва смещения, исходящими из этих угловых точек [2, 6]. 
Ниже используется широко распространенная в настоящее время модель 
пластической зоны с двумя боковыми линиями скольжения. На линии 
допускается разрыв лишь касательного смещения, а касательное напря-
жение равно проделу текучести на сдвиг τ . 

Ставится задача определение длины начальных пластических полос, 



 71 

моделируемых линиями скольжения, и направлений их развития. 
Основываясь на вышеизложенном и 

учитывая малость пластической зоны, 
приходим к плоской статической симмет-
ричной задаче теории упругости для ку-
сочно-однородной изотропной плоскости с 
границей раздела сред в форме сторон 
угла, содержащей два прямолинейных 
разреза конечной длины (линии разрыва 
касательного смещения), исходящих из 
угловой точки и расположенных внутри 
одного из углов (рис. 1). 

На бесконечности реализуется асимптотика, представляющая собой 
решение аналогичной задачи без разрезов (задача К), порождаемое един-
ственным на интервале −( 1; 0)  корнем ее характеристического уравнения. 

Произвольная постоянная С, входящая в это решение, считается задан-

ной. Она характеризует интенсивность внешнего поля и должна опреде-
ляться из решения внешней задачи. 

Граничные условия задачи имеют следующий вид: 

θ = α + β ,   r 0θτ = ,   u 0θ = ,  

θ = α + β − π ,   r 0θτ = ,   u 0θ = ; 

θ = β ,   r 0θ θσ = τ = ,   ru u 0θ = = ; 

0θ = ,   r 0θ θσ = τ = ,   u 0θ = ;                                  (1) 

0θ = ,   r l< ,   r 1θτ = τ ;  

0θ = ,   r l> ,    ru 0= ;                                              (2) 

0θ = ,   r → ∞ ,   ( )r Cgr о r0 1
λ

θτ = +
                              (3)

 

Здесь α + β − π ≤ θ ≤ α + β , a  — скачок a ; 0λ — единственный в интервале 

−( 1; 0)  корень уравнения; 

( )1 0∆ −λ − = ,   z z z e z e2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( )∆ = δ + δ + δ ,  

( ) ( )2z z z z z0( ) sin2 sin2 sin2 sin2 δ = α + α χ π − α + α  , 

( ) ( ) ( ) (z z z z z2
1 1 2 1( ) 1 1 sin sin2 sin2 sin2 δ = + χ + χ π − π − α − α χ α −   

) ( ) ( )z z z z z1sin2 sin2 sin2 sin2 sin2 − α − α + α χ π − α + α  , 

( ) ( )z z z z z2 1( ) sin2 sin2 sin2 sin2 δ = π − α − α χ α − α  , 

e e1
0

2

1

1

+ ν
=

+ ν
,   

E
e

E
2

0
1

= ,   1,2 1,23 4χ = − ν , 

( E1 , E2  — модули Юнга, 1ν , 2ν  — коэффициенты Пуассона); 1τ = τ , если 

Cg 0> , 1τ = −τ , если Cg 0< ; g e0 1 2( , , , , )α β ν ν  — известная функция. 

Решение сформулированной задачи теории упругости представляет 

Рис.1 

0

νE1 1,
θ

α

β

νE2 2, r
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собой сумму решений следующих двух задач. Первая отличается от нее 
тем, что вместо первого из условий (2) имеем 

0θ = , r l< , r Cgr 0
1

λ
θτ = τ − ,                                                    (4) 

а на бесконечности напряжения затухают как o r(1 / )  (в (3) отсутствует 

первое слагаемое). Вторая задача — задача Κ . Поскольку решение второй 
задачи известно, достаточно построить решение первой. 

Для построения решения первой задачи будем использовать метод 
Винера-Хопфа в сочетании с аппаратом интегрального преобразования 
Меллина [3—5]. 

Решение уравнения Винера-Хопфа. Применяя преобразование Мел-
лина к уравнениям равновесия, условию совместности деформаций, зако-
ну Гука, условиям (1) и учитывая второе из условий (2) и условие (4), 
приходим к следующему функциональному уравнению Винера-Хопфа: 

p ctgp G p p
p p

1 2

0

( ) ( ) ( )
1 1

+ −τ τ
Φ + + = π Φ

+ + λ +
 

o

o

a p a p e a p e p
G p

b p b p e b p e p

2
1 2

2
1 2

( ) ( ) ( ) sin
( )

( ) ( ) ( ) cos

 + + π =
 + + π 

, 

( ) ( ) ( ){oa p p p p( ) sin2 sin2 cos2 cos2 = − α + α π − α −β − α +β × 
 

( ) ( ) ( )p p p
22 2 2

2 24 sin sin 1 2 sin2  × χ β + β − + χ + π −α −β −  
 

( ) ( )}p p p2sin2 sin sin− α + β χ β − β , 

( ) ( ) ( ){a p p p p p1( ) sin2 sin2 2 sin2 sin2 = π −α −β − α +β α + α × 

 
( ) ( ) (p p p p p2 1sin2 sin 2 sin2 sin2 sin2× χ β − β + χ α − α β +  

) ( ) ( ) ( ) ( ) }p p1 2sin2 1 1 cos2 cos2 + β + + χ + χ α +β − α +β −   

{− π − α − β − α + β α + α × p p pcos2 ( ) cos2( ) (sin2 sin2 )  

( ) ( ) ( ) (p p p2 2 2
1 2 2 11 1 4 sin sin 4 sin2× + χ + χ − χ β + β − χ α − 

 

) ( ) ( ) ( )p p p2 2 2
1 2sin2 sin sin 1 1− α β + β − + χ + χ ×  

( ) ( ) }p psin2 sin2 × α + β + α +β  , 

( ) ( ) ( ){a p p p p p2 1( ) 2 sin2 sin2 sin2 sin2 = − χ α − α π −α −β − α +β × 
 ( ) ( ) ( )p p psin2 sin2 2 cos2 cos2 × β + β + π −α −β − α +β ×   

( )}p p2 2 2sin sin× β − β , 

( ) ( )ob p p p p p2( ) 2 sin2 sin2 sin2 sin2 = α + α χ π −α + α  ,
 

( ) ( ) ( ){b p p p p2
1 1 2( ) 2 1 1 sin sin2 sin2 = + χ + χ π − π − α − α ×   
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( ) ( )p p p p1 sin2 sin2 sin2 sin2× χ α − α − α + α ×  

( ) }p p2 sin2 sin2 × χ π − α + α  , 

( ) ( )b p p p p p2 1( ) 2 sin2 sin2 sin2 sin2 = π −α − α χ α − α  ,   Cgl 0
2

λτ = − , 

( ) p
rp l d

1

( ) , 0

∞
+

θΦ = τ ρ ρ ρ∫ ,   

( )
pr

r l
E U

p d
r

1
2

2
02 0

( )
4 1

−
=ρ

θ=

∂
Φ = ρ ρ

∂− ν
∫       (5) 

Здесь Rеp1 2−ε < < ε , 1,2ε  — достаточно малые положительные числа. 

Подобные уравнения решены, например, в [3, 4]. 
Решение уравнения (5) имеет вид  

p p G p
p G p G p

1 1 1
( ) ( ) ( )

1 ( 1) ( 1) ( ) ( )

+ + +
+ + + +

  τ
Φ =Κ − +  

+ Κ − − Κ  
 

( ) ( )+ + + +

 τ 
+ − 

+ λ + Κ −λ − −λ − Κ p G p G p
2

0 0 0

1 1

1 1 1 ( ) ( )
 ( )pRe 0< , 

( )
pG p

p
p p G
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( )

( ) 1 ( 1) ( 1)

−
−

− + +

 τ
Φ = +
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( ) ( ) ( )p G
2

0 0 01 1 1+ +

τ
+ 

+ λ + Κ −λ − −λ − 
 ( )p 0Re > , 

( )
( )

i

i

G p pG z
dz

i z p G p p

, Re 01 ln ( )
exp

2 , Re 0

+∞

−
− ∞

  <
=  

π − >    
∫ ,  

( )
( )

p
p

p

1
( )

1
2

± Γ
Κ =

Γ

∓

∓

      (6) 

где z( )Γ  — гамма-функция. 

Определение длины и направлений развития начальных пластиче-
ских полос. С помощью (6) получаем выражение для коэффициента IIΚ  

интенсивности напряжений в конце разреза 

( )
( ) ( )II

g
Cl l

G G
0 1/20

1

0 0

2 3 2

2 1 2 ( 1)

λ +
+ +

Γ λ + π
Κ = − τ

Γ λ + −λ − −
.                 (7) 

Длина пластической полосы определяется из условия ограниченно-
сти напряжений вблизи конца линии разрыва касательного смещения, 

т.е. из условия равенства нулю коэффициента IIΚ . 

Приравнивая к нулю правую часть (7), получаем следующую фор-
мулу для определения длины l  начальных пластических полос: 

C
l L

01/− λ
 

=   τ 
,   

( )
( ) ( )

g G
L

G

01/

0

0 0

2 3 2 ( 1)

2 1

− λ+

+

 Γ λ + −
=  

π Γ λ + −λ −  
.           (8) 

Следуя [6], направление развития пластической полосы будем опре-
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делять из условия максимума ее длины. 
Согласно (8), в качестве угла наклона пластической полосы к грани-

це раздела сред должно быть выбрано то значение 0;β∈ π −α  , которое 

доставляет наибольшее значение функции L ( )β . 

Зависимость L ( )β  ( 0;β ∈ π − α  ) качественно изображена на рис. 2 

( E E1 2/ 1> , 1 2 0,3ν = ν = ). 

Значениям E E1 2/ , равным 2; 3; 5; 10, соответствуют значения угла 

1α , равные 37,3θ ; 35,9 θ ; 22,4θ ; 

16,5 θ , значения 2α ,равные 43,8θ ; 

43,2 θ ; 42,6θ ; 41,3 θ , и значения 

3α , равные 132,2θ ; 130,7 θ ; 127,1 θ ; 

123,4 θ . При этом 180θ = π  рад.  

Некоторые значения угла на-
клона пластической полосы к гра-
нице раздела сред приведены в таб-

лице. Если 
4

3π
α ≥ , то значение угла 

наклона равно нулю. 
Анализ полученных результа-

тов позволяет сделать следующие 
выводы. С ростом модуля параметра 
нагружения С длина начальных 

пластических полос возрастает по 
степенному закону. Чем больше 
предел текучести на сдвиг τ , тем 

меньше длина пластических полос. 

Пусть E E1 2/ 1>  фиксировано 

( 1 2 0,3ν = ν = ). При 1α < α  начальные 

пластические полосы развиваются 
под углом к границе раздела сред, 
уменьшающимся с увеличением α . 

При 1 2α ≤ α < α  они развиваются 

вдоль границы раздела сред. При 

2
2

π
α < α <

 
и 3

2

π
<α < α  развиваю-

щиеся начальные пластические по-

E E1 2/  рад, .α  

2 3 5 10 

10 θ  32,1 29,4 18,1 10,2 

15 θ  25,8 22,3 10,9 3,5 

20 θ  20,2 15,7 5,2 0 

25 θ  14,3 11,5 0 0 

30 θ  8,6 6,1 0 0 

35 θ  4,4 1,2 0 0 

40 θ  0 0 0 0 

45 θ  88,3 87,8 86,3 85,4 

50 θ  84,1 83,4 81,5 81,1 

55 θ  79,1 78,3 77,3 76,2 

60 θ  74,5 73,3 72,4 71,8 

65 θ  69,3 68,6 68,2 67,3 

70 θ  64,4 64,2 63,1 62,9 

75 θ  59,2 58,9 58,7 58,4 

80 θ  55,3 55,1 54,4 54,2 

85 θ  50,2 49,8 49,6 48,7 

95 θ  40,5 39,4 38,3 37,7 

100 θ  34,4 34,1 32,5 31,3 

105 θ  28,7 28,3 26,2 25,1 

110 θ  23,1 22,4 20,3 18,4 

115 θ  18,3 17,2 14,1 11,8 

120 θ  12,9 12,2 8,4 6,2 

125 θ  8,4 7,5 3,3 0 

130 θ  3,2 1,7 0 0 

 

Рис.2 

10 ≤ α< α 3α ≤ α < π1 2α ≤ α < α
2

2

π
α ≤ α < 3

2

π
≤ α <α
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лосы снова составляют с границей раздела сред угол, уменьшающийся с 

увеличением α , а при 3α ≥ α — развиваются вдоль нее. 

Если E E1 2/ 1>  возрастает, то угол наклона начальных пластиче-

ских полос к границе раздела сред уменьшается, а область 

) )1 2 3; ;α α ∪ α π    значений α , при которых начальные пластические поло-

сы развиваются вдоль границы раздела сред, расширяется. 
 
Р Е З Ю М Е . Розв’язано симетричну задачу про розрахунок початкових пластичних 

смуг біля кутової точки межі поділу ізотропних середовищ. Пластична смуга моделюється 
лінією розриву дотичного переміщення. Розв’язок відповідної задачі теорії пружності 
побудовано методом Вінера-Хопфа. Визначені довжина і напрямок розвитку пластичної 
смуги. 

Ключові слова: кутова точка, межа поділу середовищ, пластичні смуги, метод 
Вінера-Хопфа. 

 
S U M M A R Y .  The symmetric problem on calculation of the initial plastic strips near 

the corner point of the interface of isotropic media is solved. The plastic strip modeled by the 
line of rupture of tangential displacement. The solution of corresponding problem of theory 
of elasticity is constructed by the Wiener-Hopf method. The length and the direction of de-
velopment of plastic strip are determined. 

Key words: corner point, interface of media, plastic strips, Wiener-Hopf method. 
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МОДЕЛЬ ХРУПКОГО РАЗРУШЕНИЯ СТЕРЖНЕЙ 

В УСЛОВИЯХ ДЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЧНОСТИ 
 

Предложена модель разрушения, в основу которой положено увеличение 

истинной плотности вещества в процессе ползучести. Расчетные значе-

ния времен разрушения качественно и количественно согласуются с дан-

ными экспериментов.  
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В линейной механике разрушения материал с трещиной под дейст-

вием растягивающей нагрузки остается упругим и неповрежденным всю-
ду, кроме зоны вблизи кончика трещины, где он становиться пластиче-
ским. В разных аспектах изменение размеров трещины, ее продвижение, 
конфигурация, длина пластической зоны изучены в работах [5, 8, 9]. В 
механике рассеянного разрушения доминирующим процессом является 
образование межзеренных микротрещин, растущих путем слияния пор, 
возникающих вследствие диффузии вакансий (точечных дефектов) из те-
ла зерна к его границам. При этом рост микротрещин считается накопле-
нием повреждений с характерным параметром поврежденности, который 
означает уменьшение эффективной площади сечения образца [3]. Сочета-
ние предыдущих подходов для случая усталостных трещин дает возмож-
ность учитывать перед фронтом макротрещины возникновение и рост мик-
ротрещин, позволяет находить длительность инкубационного периода, ско-
рость продвижения макротрещины и время разрушения тела [2].  

В настоящей работе предлагается модель разрушения материалов, 
находящихся в условиях длительной прочности при уровнях напряже-
ний, меньших предела пропорциональности. Определяется время хрупко-
го разрушения, исходя из предположения о сохранении массы при изме-
няющемся объеме. Скорости деформаций ползучести моделируются с по-
мощью теории течения Давенпорта. Неизвестные реологические парамет-
ры находятся с использованием регрессионного анализа и статистической 
обработки кривых ползучести. Equation Section 1 

1. Постановка задачи. Пусть на прямоугольный стержень длитель-
ное время действует растягивающая нагрузка P t( ) , приложенная на тор-

цах образца при постоянной температуре θi . В каждый фиксированный 

момент времени t  нагрузка P t( )  поддерживается постоянной и определя-

ется соотношением 

( ) ( )=P t Ph t ,                                                              (1.1) 
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где h t( )  — функция Хэвисайда ( =h 0  при <t 0  и =h 1 при ≥t 0 ), P  — 

постоянная величина. Упруго деформированный стержень объемом V  
находится в состоянии ползучести, во время которого происходит прира-
щение микротрещин, т.е. рост малых деформаций ползучести за счет 
слияния пор при диффузии вакансий из тела зерна к его границам. При-
чиной образования точечных дефектов (вакансий) являются движения 
дислокаций. На границах зерен в результате слияния пор образуются 
микротрещины, вследствие чего растет суммарный объем микротрещин 
∆V  (вначале, при =t 0 , он был принят равным нулю) внутри стержня, 

часть из которых выклинивается на поверхность. 
Будем предполагать, что при малых деформациях стержня зависи-

мость скорости ползучести от напряжений при одноосном растяжении 
описывается уравнением течения [6, 7]  

( ) ( )ε
= σ

c
nxd

B t t
dt

,                                                        (1.2) 

где B t( )  — функция времени; n  — характерный параметр. Equation Section 2 

2. Модель разрушения. Объемная деформация ползучести Θc  

стержня связана с продольной линейной деформацией ползучести εcx  со-

отношением 

( )c c
x1 2Θ = − µ ε ,                                                          (2.1) 

в котором µ  — коэффициент Пуассона. 

В начальный момент времени =t 0  тело объемом V  и массой m  уп-

руго деформировано под действием нагрузки (1.1). В процессе ползучести 
( >t 0 ) изменяются его плотность и объем, но сохраняется масса, и этому 

состоянию соответствуют равенства  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )= ρ = ρ = ρ = ρ − ∆m F l V t F t l t t V V t0 0 0 0 ,           (2.2) 

где ρ0 , ρ t( )  — соответственно начальная и текущая плотности материала. 

Зависимость между плотностью ρ t( )  и объемной деформацией Θc t( )  по-

лучается из равенств (2.2) и будет такой: 

( )
( ) ( )

∆ρ
= − = −Θ

ρ
cV t

t
t V

0 1 1 .                                        (2.3) 

Скорость линейной деформации и скорость изменения плотности с учетом 
равенств (2.1) и (2.3) связаны соотношением 

ρε ρ
=

− µ ρ

c
xd d

dt dt

0

2(1 2 )
.                                                  (2.4) 

Из тождества =P P  после его деления на соответствующие части 
равенств (2.2) следует, что  
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( )
( ) ( )
σσ

=
ρ ρ

x
t

l t l t

0

0 0

.                                                         (2.5) 

Здесь x P F0 0σ = , ( ) ( )t P F tσ =  — начальное и текущее значения нор-

мальных напряжений в стержне. Предполагается, что σ ≤ σx пц0 , где σпц  

— предел пропорциональности. 

С другой стороны, на основе равенства ( ) ( )= + εcxl t l t0/ 1  зависимость 

между напряжениями (2.5) приобретает вид 

( ) ( ) ( )ρ
σ = + ε σ

ρ
c
x x

t
t 0

0

1 .                                                (2.6) 

Линейную деформацию ползучести εcx  и отношение плотностей 

( )ρ ρ t0 /  связывает равенство 

( ) ( ) ( )
 ρ

+ ε = − µ − − µ  ρ 

c
x

t
01 2 1 1 2 ,                                 (2.7) 

полученное из (2.1) и (2.3). 

Зависимость (2.6), где множитель + εcx1  заменен в соответствии с 

(2.7), представляется равенством 

( ) ( ) ( ) ( )
 ρ

σ = σ −µ − − µ  ρ 
x

t
t 0

0

2 1 1 1 2 .                             (2.8) 

После замен скорости ползучести на скорость изменения плотности 
(2.4), текущего напряжения на начальное, как в зависимости (2.8), урав-
нение ползучести (1.2) примет вид 

( )
( ) ( ) n

x

d
B t

dt

00
02

2 1 / 1

1 21 2

 − µ ρ ρ −ρ ρ
= σ  − µ− µ ρ  

,                   (2.9) 

который для удобства представим в форме 

( )
( )

( )
n
xn nn

B tdq
dt

q a a
01

1 1 2
−

− = σ
− − µ

,                              (2.10) 

где = ρ ρq 0 / , a 1 2(1 )= −µ . 

Критерием разрушения принято предельное состояние материала 
стержня, при котором он становится бесконечно плотным в каком-то ус-
ловно сингулярном объеме. Величина q , обратная отношению плотностей 

ρ ρt 0( )/ , изменяется от единицы в момент времени =t 0 , когда в упругом 

состоянии материала ρ =ρt 0( ) , до нуля, когда плотность ρ t( )  в момент Dt  

разрушении стержня достигает бесконечности. Интегрируя уравнение 
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(2.10), правую часть в выше указанных пределах изменения q  и левую 

по времени = Dt t( 0, ) , найдем 

( ) ( )
( )−

σ
− =

− − µ
∫ ∫

Dtn
x

n nn

dq
B t dt

q a a

0
0

1
1 01 1 2

.                           (2.11) 

Пусть  

( ) = ΩB t dt d .                                                            (2.12) 

Тогда 

( )
( ) ( )
( ) −

Ω −Ω
− =σ

− − µ
∫ Dn

xn nn

tdq

q a a

0

0 1
1

0

1 1 2
,                                   (2.13) 

причем Ω =(0) 0 , что будет видно из дальнейшего. 

Из соотношения (2.13) для функции времени Ω Dt( )  в момент дли-

тельного разрушения находим 

( ) ( )
( )

−
Ω = − µ

σ −
∫

n
n

D n n
x

a dq
t

q a

1
1

0 0

1 2
1

.                                (2.14) 

Функция (2.14) является аналогом функции податливости, причем неиз-

вестный параметр n  и функция Ω Dt( )  определяются из экспериментов 

на ползучесть.  
Если выражение (2.12) подставить в уравнение (1.2), то получим 

уравнение кривой ползучести в виде  

( ) ( )ε =Ω σc n
x xt t 0 .                                                        (2.15) 

Здесь учтено, что на участке кривой, где скорость ползучести убывает, 
изменение напряжения σ t( )  по сравнению с начальным напряжением 

σx0  настолько мало, что это напряжение можно принять равным началь-

ному. 

Делением уравнений (2.15) соответствующих каждой ki + -й кривой 

ползучести, на уравнение i -й кривой ползучести, получаются линейно 

независимые отношения  

( )
( )

+ +
ε  σ

=  
σε  

inc
xi k j x i k

c
x ixi j

t

t

0

0

.                                                (2.16) 

В результате статистической обработки каждого соотношения (2.16) на-

ходят значения in . Общий показатель n  будет их средним значением. 

Отношения, аналогичные функциям податливости i -й кривой пол-
зучести 
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( ) ( )
ε

=Ω
σ

c
x

in
x

t
t

0

                                                             (2.17) 

задают функции времени Ωi t( ) . Их количество равно количеству кривых 

ползучести. Полученные функции Ωi t( )  с учетом характера их изменения 

методами регрессивного анализа можно аппроксимировать линейной или 
степенной зависимостями. При этом находятся параметры приближения 

B1  и m . Отметим, что при =t 0  из уравнения (2.17) следует, что 

Ω =(0) 0 . В случае принятия степенной зависимости 

( )Ω = mt B t1 ,                                                              (2.18) 

для времени разрушения Dt  находим 

( )
( )

−
 
 = − µ
 σ − 

∫
mn

n

D n n
x

a dq
t

B q a

1

1
1

1 0 0

1 2
1

.                             (2.19) 

Если принять линейную зависимость 

( )Ω =t B t1 ,                                                               (2.20) 

то время разрушения вычисляется по формуле 

( )
( )

−
= − µ

σ −
∫

n
n

D n n
x

a dq
t

B q a

1
1

1 0 0

1 2
1

.                                  (2.21) 

3. Расчет времени разрушения. Апробация модели разрушения 
(2.14) при линейной зависимости (2.20) проводилась на задачах расчета 
времени разрушения стержней (при различных уровнях нагрузок соглас-

но (1.1), не превышающих предела пропорциональности σпц ). Результаты 

расчетов сопоставлялись с экспериментальными данными по длительному 
разрушению гладких цилиндрических прутков. 

В уравнении модели (2.21) коэффициент Пуассона µ  подлежит оп-

ределению из стандартного испытания на упругость при одноосном рас-
тяжении цилиндрического образца. Характеристические параметры пол-

зучести B1 , n , входящие в уравнения (2.21), определялись из стандарт-

ных испытаний на ползучесть при постоянной температуре θi . В испыта-

ниях неизменными оставались напряжения. Это имело место в той части 
эксперимента, где скорость ползучести убывает.  

Были обработаны все кривые ползучести с соответствующими на-

чальными напряжениями σx0  при заданных температурах. Показатель n  

получен путем осреднения по описанной методике, в основе которой по-
ложены соотношения (2.16). Используя значение показателя n , найдены 
функции времени (2.17) для каждой температуры. Характер поведения 
позволил аппроксимировать их прямой линией (2.20). При этом, была 



 81 

определена константа B1 , как среднее значение констант iB1  по каждой 

функции времени Ωi t( ) . Сравнение выполнено для образцов, изготовлен-

ных из жаропрочного сплава ЭИ826  на хромоникелевой основе [1]. Зна-

чение материальных констант и реологических параметров для исследо-
ванного сплава приведено в таблице.  

На рис. 1, 2 представлены результаты расчетов времени разрушения 
(сплошные линии), выполненные согласно формулам (2.21). Здесь же да-
ны и экспериментальные данные. Круглые точки отвечают эксперимен-
тальным значениям времени разрушения цилиндрических прутков из 

сплава ЭИ826 . Диаметр прутков составлял 45 мм , а температуры нагре-

ва имели значения θ = �900  (рис. 1) и θ = �800  (рис. 2). Расчеты показыва-

ют несколько большее охрупчивание материала, чем происходит в экспе-
риментах. Возможно, это связано с изменением коэффициента Пуассона, 
которое не учитывает предложенная модель. 

 

Р Е З Ю М Е . Запропонована модель руйнування, в її основу покладено збільшення 

істинної щільності речовини в процесі повзучості. Отримані розрахунки, якісно та 
задовільно кількісно узгоджуються з експериментальними даними.  

Ключові слова: модель руйнування, крихке руйнування, довготривала міцність, 
критерій руйнування, час руйнування. 

 
S U M M A R Y . The model of destruction, in its based increase in the real density of 

matter in the process of creep. These calculations qualitatively and quantitatively satisfactory 
agreement with experimental data.  

T , C
�

 σпц , МПа µ  
1B , 8 1 2
10 ( / )− n

час м MН  n  

700 539,550 0,3 15
0, 4289657826 10

−⋅  1,517264369 

800 441,450 0,3 21
0,9988412221 10

−⋅  2,241811753 

900 309,015 0,3 24
0,7299006162 10

−⋅  2,688568897 
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Key words: model of fracture, brittle fracture, long-term strength, criterion destruc-
tion, time destruction. 
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ОБ УЧЕТЕ БОЛЬШИХ ПРОГИБОВ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 
УСТОЙЧИВОСТИ И ЗАКРИТИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ ДЛИННЫХ 

ГОФРИРОВАННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
 

Разработана методика расчета нелинейного деформирования длинных 

цилиндрических продольно гофрированных оболочек при внешнем давлении. 

В основу методики положены уравнения теории оболочек типа Тимошенко 

при малых деформациях и неограниченных углах поворота. Приведены 

примеры расчета оболочек с синусоидальным гофрированием. Показана эф-

фективность предложенного подхода. 

Ключевые слова: устойчивость, закритическое поведение, внешнее дав-

ление, гофрированные цилиндрические оболочки, теория оболочек типа Ти-

мошенко, метод дискретной ортогонализации 

 
Одним из опасных механизмов разрушения длинных цилиндриче-

ских оболочек-трубопроводов является образование под действием внеш-
него давления вмятин и их распространение с большой скоростью [9]. 
Задача о выпучивании и послекритическом деформировании кольца, к 
решению которой сводится задача об устойчивости бесконечных цилинд-
рических оболочек, рассмотрена в работе [10]. Были установлены усло-
вия, при которых закритическое деформирование кольца происходит при 
уменьшающейся нагрузке. Этот процесс имеет сходство с распростране-
нием вмятин. Equation Chapter 1 Section 1 

В предлагаемой работе рассматривается выпучивание и закритиче-
ское поведение трубопроводов некругового поперечного сечения. Она яв-
ляется продолжением ранее выполненных исследование по устойчивости 
гофрированных оболочек [2, 6]. Эффекты, которые привносит гофрирова-
ние в поведение оболочечных конструкций, представляют значительный 
интерес как с практической, так и с теоретической точек зрения.  

1. Соотношения одномерного варианта нелинейной теории оболочек 
типа Тимошенко при больших углах поворота. У оболочки бесконечной 
длины с произвольной цилиндрической поверхностью приведения  при 
независящих от длины механических характеристиках и нагрузке каж-
дое поперечное сечение находится в одинаковых условиях, вследствие 
чего напряжения и перемещения не зависят от координаты x , совпа-
дающей с образующей рассматриваемой поверхности. Кривая, описы-
вающая форму поперечного сечения оболочки, может быть задана в по-
лярной системе координат радиусом R  и углом ϕ . При заданной функ-

ции R R0( ) ( )ϕ = ρ ϕ  необходимые геометрические характеристики коорди-

натной кривой y — параметр Ламе A2  и кривизна R21/  — определяются 

по известным формулам дифференциальной геометрии. Так как рассмат-
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ривается плоская деформация цилиндра, то компонентами вектора пере-
мещения будут проекции на окружную и нормальную к поверхности оси 
соответственно v  и w .  

Для целей настоящей работы необходимо иметь только выражения 

для деформации элемента координатной оси y  — 22ε , деформации удли-

нения нормального элемента 33ε , деформации сдвига 23ε  и приращения 

кривизны 22κ . Эти выражения получаются такими [2]: 

( )2 2
22 2 2 2

1

2
ε = ε + ε + θ ,   ( )23 2 21ε = ψ + θ + χ + ψε , 

( )2 2
33

1

2
ε = χ + χ + ϕ ,   ( )22 2 2 2 231κ = κ + ε + θ κ ,                       (1.1) 

где 

dv w

A d R
2

2 2

1
ε = −

ϕ
,   

dw v

A d R
2

2 2

1
θ = +

ϕ
, 

d

A d R R
2 2

2 2 2

1 1ψ χ
κ = − + ε

ϕ
,   

d

A d R R

2
23

2 2 2

1 θχ ψ
κ = + +

ϕ
.                 (1.2) 

При исследовании устойчивости и начального закритического пове-
дения цилиндрических оболочек [2, 10] было показано, что для длинных 

оболочек из традиционных композиционных материалов при 33 0ε =  нель-

зя считать функцию χ  равной нулю. Если принять 33 0ε = , то изменение 

прогибов по толщине определяется значением  

21 1χ = − + − ψ .                                                               (1.3) 

Подстановка (1.3) в выражения деформаций (1.1) дает точные выра-

жения деформации 23ε  и кривизны 22κ  в рамках гипотез Тимошенко 

( ) 2
23 2 21 1ε = ψ + ε + θ − ψ , 

(d

A d R

2
22 2 2

2
2 2

1 1
1 1

1

 θ ψψ  κ = + ε − + ε + −
 ϕ − ψ 

 

) ( ) ( )
R

2 2
2 2

2

1 1
θ

− −ψ + ε + ψ + θ ,                                         (1.4) 

при тех же значениях (1.2) функций 2ε  и 2θ  и, следовательно, деформа-

ции 22ε . 

Соотношения упругости запишем для произвольного строения обо-
лочки по толщине [1] 

T C B22 22 22 22 22= ε + κ ,   M B D22 22 22 22 22= ε + κ ,   T C23 44 23= ε ,    (1.5) 

где  
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( ) ( )
ij ij ij ijC C HB kD

0 0
2= − + ,   

( ) ( )
ij ij ijB B HD

0 0
2= − , 

H
R2

1

2
= , k 0= . 

Уравнения равновесия в проекциях на оси координат до деформации 
имеют вид 

dT A
T A q

d R

*
*22 2
23 2 2

2

0− − θ =
ϕ

, 

( )dT A
T A q

d R

*
*23 2
23 2 2

2

1 0+ + + ε =
ϕ

, 

dM
A T

d

*
22

2 23 0− =
ϕ

.                                                     (1.6) 

Выражения  усилий T*
22 , T*

23  и момента M*
22  приводятся ниже. 

Совокупность соотношений (1.1) — (1.4) с учетом выражений 2ε  и 2θ  

через перемещения (1.2) и уравнений (1.6) с граничными условиями при 

0ϕ = ϕ  и Nϕ = ϕ  относительно трех  разрешающих функций достаточна 

для исследования напряженно-деформированного состояния замкнутых 
или открытых длинных цилиндрических оболочек с произвольной фор-
мой поперечного сечения на траектории нагружения при больших  пере-
мещениях и углах поворота.   

В случае малых углов поворота уравнения существенно упрощаются, 
так как поправкой, вносимой учетом нелинейных слагаемых в выраже-

ния деформаций поперечного сдвига 23ε  и кривизны 22κ , предполагается 

возможным пренебречь. При линейных выражениях 23ε  и 22κ  будем 

иметь  

= +T T M
R

*
22 22 22

2

1
,   T T T M

R

*
23 23 22 22 2

2

1 
= + + θ 

 
, 

M M*
22 22= .                                                              (1.7) 

2. Разрешающая система уравнений. Для решения поставленной за-
дачи воспользуемся методом дискретной ортогонализации [4]. Совокуп-
ность приведенных выше соотношений позволяет получить систему урав-
нений, разрешенных относительно первых производных от функций, ко-
торые могут быть найдены указанным методом. Первым этапом вывода 
такой системы является линеаризация исходных уравнений. Полагаем, 
что разрешающие функции  

z T*
1 22= ,   z T*

2 23= ,   z M*
3 22= ,    

z v4 = ,   z w5 = ,   z6 = ψ                                            (2.1) 

зависят от некоторого параметра λ . Нагрузка, которой в данном случае 
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является интенсивность внешнего давления q , также зависит от этого 

параметра.  
Линеаризованные выражения деформаций (1.1) запишем в виде 

c lMε = εɺ ɺ ,                                                                           (2.2) 

где использованы векторы ( )T22 23 22, ,ε = ε ε κ , ( )ε = ε θ κ ψ
T

l 2 2 2, , ,  и матри-

ца c ijM c( )=  i 1, 2, 3= , j 1, ..., 4= . 

Компоненты этой матрицы имеют значения 

c11 21= + ε ,   c12 2= θ ,   c21 = ψ , 

c 2
22 1= − ψ ,   c 2

24 2
2

1
1

θ ψ
= + ε −

− ψ
,   c c33 24= , 

( ) ( ) k
c k

R R

2
31 2 2 2

2
2 2

2 1
1 2

1

ψ
= + + ε − θ + ψ −

− ψ
, 

( )
( )

k
c

R

2 2
34 2 2 32

2 2 2

1
1

1
1

  θψ = θ + + ε −
 − ψ  − ψ

.                               (2.3) 

Точка над функцией обозначает производную по параметру λ . Буквой 

«Т» над строкой или матрицей обозначено транспонирование.  

Если ввести векторы ( )TT T T M22 23 22, ,= , ( )TT T T M* * * *
22 23 22, ,= , то 

можем записать  

T
c

T
M T

T

*

23

 
=  

 
.                                                                 (2.4) 

Также в векторно-матричных обозначениях представим соотноше-
ния (1.5): 

T A= ε ,                                                                       (2.5) 

где  

c B

A C

B D

22 22

44

22 22

0

0 0

0

 
 =  
 
 

. 

После дифференцирования зависимостей  (2.4) и (2.5), получаем  

T
c p c

z

z
M T M

z

T

1

2

3

23

 
 
 + ε =
 
  
 

ɺ

ɺ
ɺ ɺ

ɺ
, 
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c cT AM 0− ε =ɺ ɺ .                                                               (2.6) 

В первом уравнении этой системы введена матрица ( )p ijM P=  

i j, 1, 2, 3, 4= . Для ненулевых коэффициентов этой матрицы получены 

выражения 

p T M
R

11 22 22
2

2
= + ,   p M13 22= ,    

p T M
R

14 23 22
2

2

1

1

ψ
= +

− ψ
,   p T M

R
22 22 22

2

2
= + , 

p M23 22
21

ψ
= −

− ψ
,   

( )
k

p T M
R

2
24 23 2232

2 2 2

1

1
1

 
 ψ  = − + −
 − ψ  − ψ
 

, 

p M32 22
21

ψ
= −

− ψ
,   p M2

34 22
21

θ
= −

− ψ
, 

( ) ( )
k

p T M
R

2 2 2 2
44 23 223 3 2

22 22 2

1 31

1
1 1

 θ + ε θ ψ
= − + − 

− ψ 
− ψ − ψ

, 

ij jip p= .                                                                           (2.7) 

При их выводе используется равенство 

T
c p lM T M= εɺ ɺ .                                        (2.8) 

При покомпонентном представлении матриц и векторов системы 

уравнений (2.6) можно в явной форме записать выражение функции T23
ɺ

: 

T c T c T c M p p p k p z23 41 22 42 23 43 22 41 2 42 2 43 2 44 6= + + + ε + θ + +ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ . 

Остальные шесть уравнений запишем в виде 

c c c p p p z p zT

c c c p p p z p zT

c c c p p p z p zM

A A c c c

A c c c

A A c c c k

11 21 31 11 12 13 1 14 622

12 22 32 12 22 23 3 24 623

13 23 33 13 23 33 4 3422

22 23 11 12 13 2

77 21 22 23 2

23 44 31 32 33 2

0

0 0

0

  − 
   −  
   −

=  
− − − ε  

  − − − θ     − − −   

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ

ɺ

ɺ

c z

c z

c z

6

14 6

24 6

34 6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

ɺ

ɺ

ɺ

.          (2.9) 

Если обозначить коэффициенты матрицы, обратной к матрице, сто-

ящей слева в равенстве (2.9), как ijb , то получим  
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i i
i

T b z d z
3

22 1 1 6
1=

= +∑ɺ ɺ ɺ ,   i i
i

T b z d z
3

23 2 2 6
1=

= +∑ɺ ɺ ɺ , 

i i
i

M b z d z
3

22 3 3 6
1=

= +∑ɺ ɺ ɺ ,   i i
i

b z d z
6

2 4 4 6
1=

ε = +∑ɺ ɺ ɺ , 

i i
i

b z d z
3

2 5 5 6
1=

θ = +∑ɺ ɺ ɺ ,   i i
i

k b z d z
3

2 6 6 6
1=

= +∑ɺ ɺ ɺ ,                              (2.10) 

где  

pi ijb i p( ) = ,   ( )p ib i c 41+ =  i( 1, 2, 3)= , 

i ij j ij j
j j

d b p b c
3 6

4 3,4

1 4

−
= =

= − +∑ ∑  i 1, ..., 6= . 

С учетом выражений (2.10) функция T23
ɺ

 приобретает вид 

i i
i

T F z F z
3

23 3 36 6
1=

= +∑ɺ
, 

при таких значениях коэффициентов iF3 : 

( ) ( )
i i

i i i

i i

b b

F c c c b p p p b

b b

1 4

3 41 42 43 2 41 42 43 5

3 6

, , , ,

   
   = +   
   
   

 i 1, 2, 3= , 

( ) ( )
d d

F c c c d p p p d p

d d

1 4

36 41 42 43 2 41 42 43 5 44

3 6

, , , ,

   
   = + +   
   
   

.              (2.11) 

Полученные представления (2.10), (2.11) компонентов векторов Tɺ , 

T3
ɺ , l,2εɺ  через разрешающие функции iz  позволяют записать разрешаю-

щую систему уравнений в таком виде: 

dz A
z A q A q

d R

1 2
1 2 2 2 2

2

= + θ + θ
ϕ

ɺ
ɺɺ ɺ , 

( )dz A
z A q A q

d R

2 2
1 2 2 2 2

2

1= − − + ε − ε
ϕ

ɺ
ɺ ɺ , 

dz
A T

d

3
2 23=

ϕ

ɺ ɺ
,   

dz
A z

d R

4
2 2 5

2

1
= ε +

ϕ

ɺ
ɺ ɺ ,                                    (2.12) 

dz
A z

d R

5
2 2 4

2

1
= θ −

ϕ

ɺ
ɺ ɺ ,   

dz
A k

d

6
2 2=

ϕ

ɺ
ɺ , 

где, кроме введенных выше шести разрешающих функций, присутствует 

также седьмая функция z q7 =ɺ ɺ . Однородная система шести уравнений 
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(2.12) содержит семь неизвестных функций izɺ . Вектор Zɺ  определяет на-

правление касательной к кривой множества решений системы (2.12). Этот 
вектор имеет единичную длину [3]. Присоединив к системе (2.12) условие 

i
i

z
7

2

1

1
=

=∑ , получаем возможность найти решение задачи.  

Следующий шаг алгоритма состоит в решении задачи Коши 

dZ
Z

d
=

λ
ɺ                                            (2.13) 

с нулевыми начальными условиями при 0λ = . 

Процедура получения численного решения подобной задачи изложе-
на в работах [1, 3, 7].  

3. Результаты расчета. Рассмотрим арку, осевая линия которой в 

полярной системе координат R, ϕ  описывается уравнением 

N

R R m 0
0

0

1 cos
 ϕ − ϕ

= − γ π 
ϕ − ϕ 

,                                (3.1) 

где R0  — радиус исходной окружности, которой придается волнистость в 

виде синусоиды из m  полуволн с амплитудой R0γ , 0ϕ  и Nϕ  — начальные 

и конечные значения координаты ϕ . 

Пусть арка нагружена следящим внешним давлением интенсивно-
стью q . Критическое значение давления для круговой оболочки опреде-

ляется формулой 

c

N

D
q p

R

2
22

3 2
0

4
1

 π
= −  ϕ 

,                                      (3.2) 

где p 1≤  — коэффициент влияния поперечной сдвиговой жесткости. Его 

значение равняется  

N

p
D

R C

2
22

2 2
0 44

1

4
1

=
π

+
ϕ

.                                       (3.3) 

Ниже при исследовании деформирования гофрированных оболочек 
нагрузку будем определять по отношению к величине (3.2). 

При Nϕ = π  формулой (3.2) определяется критическое давление по-

лукольца и замкнутого кольца [8]. Если полярная система координат вы-
брана так, что при 0ϕ =  радиус совпадает с горизонтальным диаметром, 

то форма потери устойчивости полукольца будет симметрична относи-

тельно диаметра, образующего с горизонтальным диаметром угол 
4

π
. В 

случае кольца этот угол может быть произвольным, в том числе и рав-
ным нулю. Поэтому при численном методе расчета на устойчивость замк-
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нутого кольца граничные условия надо заменить условиями симметрии 
формы выпучивания относительно горизонтального диаметра. В случае 
цилиндрических оболочек конечной длины условий симметрии достаточ-
но, чтобы получить решение задачи численным методом дискретной орто-
гонализации [4]. Для кольца единичной ширины так же, как и для бес-
конечно длинной цилиндрической оболочки решение указанным числен-
ным методом возможно только при закреплении одной точки поперечного 
сечения. Положим   

v w 0= = ψ =  при 0ϕ = , 

v T*
23 0= ψ = =  при ϕ = π .                                                (3.4) 

Если судить о критическом значении давления kpq  для рассматри-

ваемого кольца или оболочки, сравнивая ее со значением cq  (3.2), то чис-

ленный расчет дает c kp cq q/ 1α = = . Что касается закритического поведе-

ния, то кривая равновесных состояний при граничных условиях (3.4) 
близка по виду к определяемой другим методом [10]. 

При четном m  форма поперечного сечения (3.1) симметрична отно-
сительно горизонтального диаметра.  

Шарнирно опертая арка с m 6=  теряет устойчивость при c 0,71α = , 

если 0,1γ = , и c 0,67α = , если 0,1γ = − . Гофрированная оболочка, попе-

речное сечение которой имеет вид 
(3.1) при m 6=  и 0,1γ = ± , имеет кри-

тическую нагрузку, определяемую 

отношением c 0,79α = . Тот факт, что 

на величину cα  не влияет знак γ , 

свидетельствует о возможности ис-
пользования условий периодичности 
(3.4) для расчета замкрутой оболочки. 
На рис. 1 толстая сплошная кривая 
дает представление о виде поперечно-
го сечения оболочки, когда в выраже-
нии (3.1) m 6= , 0,1γ = . Штрих-

пунктирная кривая соответствует ви-
ду деформированного поперечного 
сечения в докритическом состоянии, 
тонкая сплошная — в закритическом 
состоянии. Процесс равномерного об-
жатия оболочки в критической точке 

сменяется резким выпучиванием в окрестности ϕ = π  и смятием в окре-

стности 2ϕ = π .  

Из-за наложения условия w 0=  в точке 0ϕ =  нарушается симмет-

рия поперечного сечения в деформированном состоянии относительно 
вертикального диаметра.  

На рис. 2 приведены графики зависимости нагрузки от прогибов в 

Рис. 1 
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точке ϕ = π  (кривая 1) и 
2

π
ϕ =  (кривая 2). Сплошные кривые вычислены 

с использованием точных соотношений, штрих-пунктирные — 
соотношений простейшего 
квадратичного варианта. 
Как видим, кривые в док-
ритическом состоянии и 
критические нагрузки 
практически совпадают. 
При удалении от критиче-
ской точки различие меж-
ду сплошными и пунктир-
ными кривыми становится 
весьма существенным. При 
больших перемещениях 

w

t
65

 
> 

 
 согласно точной 

теории оболочка становит-
ся более жесткой, в то 
время как приближенное решение показывает рост прогибов почти без 
увеличения нагрузки. 

Предложенная методика расчета позволяет рассмотреть множество 
различных вариантов гофрирования оболочек и их нагружения, однако, 
даже ограничившись приведенным примером, можно прийти к заключе-
нию, что для исследования больших перемещений численными методами 
разработанный вариант теории является весьма полезным. Докритическое 
состояние и критические нагрузки во многих задачах могут быть опреде-
лены с помощью упрощенных соотношений. 
 

Р Е З Ю М Е .  Розроблено методику розрахунку нелінійного деформування довгих 

циліндричих поздовжньо гофрованих оболонок при зовнішньому тиску. В основу методи-
ки покладені рівняння теорії оболонок типу Тимошенко при малих деформаціях та необ-
межених кутах повороту. Наведені приклади розрахунку оболонок з синусоїдальним гоф-
руванням. Показано ефективність запропонованого підходу. 

Ключові слова: стійкість, закритична поведінка, зовнішній тиск, гофровані цилінд-
ричні оболонки, теорія оболонок типу Тимошенка, метод дискретної ортогоналізації. 

 
S U M M A R Y .  The calculation method of non-linear deformation of the long cylindri-

cal longitudinally corrugated shells  under external pressure is worked out. In the basis of 
method the equations of Timoshenko type shells theory at small strains and unlimited turn-
ing angles are put. The examples of calculation of shell with sinusoidal сorrugation. The 
efficiency of the offered approach is shown.  

Key words: stability, postbuckling behavior, external pressure, corrugated cylindrical 
shells, Timoshenko type shells theory, discrete-orthogonalization method 
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УПРАВЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫМИ КОЛЕБАНИЯМИ 
ПОЛУПАССИВНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ 

СЕКЦИОНИРОВАННОМ ЭЛЕКТРОДИРОВАНИИ ПЬЕЗОСЛОЯ 
 

На основе обобщенных классических гипотез получены уравнения не-
осесимметричных колебаний бесконечно длинной цилиндрической оболочки, 
образованной упругим и частично электродированным пьезоактивным 
слоями. Представлено численно-аналитическое решение задачи определения 
электрического сигнала, обеспечивающего движение некоторой точки обо-
лочки по заданному закону. При построении устойчивого решения рас-
сматриваемой некорректной задачи используются метод итераций и регу-
ляризирующий алгоритм Тихонова. Эффективность идентификации про-
филя управляющего воздействия оценена на конкретном примере. 

Ключевые слова: электроупругость, биморфная цилиндрическая обо-
лочка, нестационарные неосесимметричные колебания, управление, систе-
ма интегральных уравнений, метод регуляризации 

 
В настоящее время для управления деформированным состоянием 

тонкостенных элементов особое внимание уделяется развитию активных 
методов, основанных на включении в конструкцию пьезоэлектрических 
материалов. Большая часть исследований по активному управлению рас-
сматривают демпфирование колебаний, обусловленных гармоническими 
во времени механическими нагрузками [5, 6, 9—11]. В данной работе ус-
ловие управления обеспечивает движение некоторой точки цилиндриче-
ской оболочки по наперед заданному закону. Исследования, в которых 
изучаются возможности управления нестационарными процессами в 
электроупругих оболочках, весьма немногочисленны. Среди недавних 
публикаций отметим [2], где описаны процессы излучения акустических 
импульсов наперед заданного профиля одномодовым цилиндрическим 
пьезокерамическим преобразователем. 

Постановка задачи. Рассматривается бесконечно длинная цилинд-
рическая оболочка из упругого материала 

толщиной mh , жестко соединенная с внеш-

ним слоем из поляризованной по толщине 

ph  пьезокерамики. Поверхность дополни-

тельного слоя, контактирующая с упругим, 
покрыта сплошным тонким электродом. На 
внешней поверхности пьезослоя с радиусом 

кривизны 1 pR h+  имеется N  равномерно 

распределенных по сечению оболочки не-
электродированных секций с угловым раз-

мером 12θ  (рис. 1). 

V i

p

2 /N

h
p

hm

O

z 0

V i

2θ1

R 1

θ

Рис. 1 
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Нужно определить профиль электрического сигнала iV , который не-

обходимо подвести к внешним электродам для обеспечения движения точ-

ки 0θ =  по заданному закону ( )f t . При этом потенциал на внутреннем 

электроде равен нулю. Решение задачи построено в предположении, что на 
внутреннюю поверхность оболочки действует равномерно распределенное 
нестационарное давление p . Начальные условия — нулевые. 

Для моделирования электроупругого состояния рассматриваемой 
оболочки ввиду ее тонкостенности используем механические гипотезы 
Кирхгофа-Лява для двухслойной структуры в целом, обобщенные на ха-
рактеристики электрического поля в пьезокерамическом слое [4]. В ре-
зультате задача сводится к решению уравнений [1] 

h
T M w

p
R R t

2 2
1 1

2 2 2
0 0

1 ∂ ∂
− + + = ρ

∂θ ∂
,   h

uT M

R R t
01 1

2 2
0 0

1 1 ∂∂ ∂
+ = ρ

∂θ ∂θ ∂
,         (1) 

в которых w  и u0  — нормальные и тангенциальные перемещения точек 

поверхности приведения, положение которой определяется расстоянием 

z0  относительно поверхности соединения слоев (рис. 1); R R z0 1 0= + ; 

h p p m mh hρ = ρ + ρ ; jρ  — плотности материалов. Соответствующим выбором 

z0  [4, 8] обеспечивается наиболее простая связь между усилием T1 , мо-

ментом M1  и параметрами деформации поверхности приведения ( t1( , )ε θ  

и t1( , )κ θ ): 

T C b V1 11 1 31= ε + ,   M D b aV1 11 1 31= κ + ,                            (2) 

где  

S
p mC B h B h11 11 11= + ,   

p S
p m

h b
D B B

b

3 2
31

11 11 11
3312

 
= δ + δ +  

 
,  

( )( )p p
p

z z h
h

33
0 03

4
δ = − − ,   ( )( )m m

p

z h z
h

3 3
0 03

4
δ = + − ,  

ph
a z0

2
= − +  — смещение срединной поверхности пьезокерамического слоя 

относительно поверхности приведения. Расчетные выражения для посто-

янных коэффициентов B11 , SB11 , b31  и b33  совпадают с представленными 

в [5]. 
Функция V t( , )θ , входящая в соотношения (2), может быть записана 

следующим образом ( Nθ < π , рис. 1) 

( ) ( ) ( ) ( )iV V t H V t H1 1 1,= θ ⋅ θ − θ + ⋅ θ − θ ,                              (3) 

где iV  — искомая управляющая разность потенциалов; V1  — функция, 

обеспечивающая равенство нулю нормальной составляющей вектора ин-
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дукции электрического поля rD  в секции с неэлектродированной поверх-

ностью пьезоактивного слоя. Определяющее выражение для rD  с учетом 

принятых гипотез имеет вид: 

( )r rD b z b E31 1 1 33= ε + κ + , 

где z  — толщинная координата, отсчитываемая от поверхности приведе-

ния; rE z= − ∂ϕ ∂ , ϕ  — напряженность и потенциал электрического поля. 

Отметим, что для рассматриваемой схемы электромеханического на-
гружения оболочки и геометрии электродирования справедливо равенство 

{ } ( ) { } ( )r rw u V D t w u V D n N t0 0; ; ; , ; ; ; 2 ,θ = θ + π , n N1, 1= − . 

В соответствии с принятым допущением о постоянстве электриче-

ской индукции по толщине электроупругого слоя ( rD z 0∂ ∂ = ) и электри-

ческим граничным условиям ( z z0
0=−ϕ = ; 

pz z h V
0=− +ϕ = ) получим: 

( )r pD b a b V h31 1 1 33= ε + κ − .                                         (4) 

Выразив 1ε  и 1κ  через перемещения w  и u0  [1] исходные уравнения 

(1)—(4) можно представить в виде системы дифференциальных уравнений 
в перемещениях 

u uw w a V
w p V

Rt

32 4 2
0 0

2 4 3 2
0

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ δ − δ + + = + −

∂θ∂ ∂θ ∂θ ∂θ
, 

( )u uw w a V

Rt

2 23
0 0

2 3 2
0

1 1
∂ ∂∂ ∂ ∂ 

+ δ − + δ − = − + ∂θ ∂θ∂ ∂θ ∂θ  
,                 (5) 

которую дополним электрическими граничными условиями: 

N iV V
1θ < θ <π = ,   

ua a w
V V w

R R1

2
0

1 2 2
0 0

1θ <θ

  ∂ ∂ 
= = γ + + −     ∂θ ∂θ     

.  (6) 

К уравнениям движения (5) и условиям (6) необходимо добавить ну-
левые начальные условия и условие управления 

( )w f t0θ= = .                                                               (7) 

В системе уравнений (5)—(6), которые записаны в безразмерных ве-

личинах (время t  отнесено к hR C0 11ρ , механическая нагрузка p  — к 

R C2
0 11 , функция V  — к b R C31 0 11− ), используются постоянные 

D R C2
11 0 11δ =  и pb h b C2

2 31 33 11γ = − . 

Метод решения. Для решения задачи применяется интегральное 
преобразование Лапласа по времени. В пространстве изображений неиз-
вестные ищутся в виде рядов по собственным формам колебаний: 
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( )L L
k

k

w c s kN
0

cos
∞

=

= θ∑ ,   ( )L L
k

k

u b s kN0
1

sin
∞

=

= θ∑ .                         (8) 

Здесь индексом L  обозначены соответствующие трансформанты; s  — 
комплексный параметр преобразования. 

После подстановки (8) в трансформированную в пространство изо-
бражений систему (5), получим алгебраическую систему уравнений отно-

сительно коэффициентов L
kb  и L

kc , решением которой будет 

( ) ( )L L L L Lc p I v I1 1
0 0= + , 

( ) ( )L L L
k k k kc v I4 3= ξ ,   

( ) ( )L L L
k k k kb v I5 7= ξ  k 1≥ ,                                    (9) 

где L
kv  — коэффициенты разложения в ряд Фурье по четным функциям 

трансформанты LV , выражения для которых несложно получить на ос-
новании представлений (8) и граничных условий (6): 

( ) ( )( )L L L L L
k k k k i

k

v c c b V9 62
0 2 1 0 2

12

∞

=

γ
= γ β + ξ + ξ + β∑ , 

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
L L L L Lk k
k kn n n n i

nk k

v c c b V
9 9

13 62
2 0 4 4

12

∞

=

ξ γ ξ
= γ + ξ + ξ −

ξ ξ
∑ .                        (10) 

В формулах (9), (10) и далее введены обозначения: 

( )LI
s

1

2

1

1
=

+
,   

( )
( )

LI
s

2

2 4

1
=

+ λ
,   

( )
( )r

r L k
k

k

s
I

D

2 + λ
=  ( r 3, 7= ),  

( ) ( )
k k kD s s4 2 1 2= + λ + λ ,  

( ) ( ) ( )
k k k
1 2 3λ = ξ + ξ ,   

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k
2 2 3 1 2λ = ξ ξ − ξ ,   

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k
3 3 1 6λ = ξ − ξ ξ ,  

( )4
2 11λ = − γ β ,   

( ) ( )
( )

( )
k

k k
k

1
7 2

6

ξ
λ = ξ −

ξ
,   

N 1
1

θ
β =

π
,   2 11β = − β ,  

( ) ( )
k kN k N1 2 21ξ = + δ ,   

( )
k k N2 4 41ξ = + δ ,   

( ) ( )
k k N3 2 2 1ξ = + δ ,  

( )
k

a
k N

R
4 2 2

0

1ξ = + ,   
( )
k

a
kN
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1
 
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 

,   
( )

( )

( )
k

k
k

5
6

4

ξ
ξ =

ξ
, 

( )

( )
k

k

kN

k

9
1

4

2sinξ θ
=

πξ
, 

( ) ( )

( ) ( )kn n

kN k k n

k kN nN n nN kN k n k n

1 113 4

2 2
1 1 1 1

sin2 2 , ;
2

2 sin cos sin cos , .

β + θ π =
ξ = ξ 

θ θ − θ θ π − ≠
 

Подстановка равенств (10) в соотношения (9) и исключение Lc0  с 

учетом условия управления (7), которое в пространстве изображений 
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примет вид L L
k

k

f c
0

∞

=

= ∑ , позволяет записать алгебраические уравнения от-

носительно искомых трансформант L
kb , L

kc  и L
iV . Последующий переход в 

область оригиналов выполнен аналитически с использованием таблиц 
операционного исчисления. В результате обращения получим систему, 
связывающую коэффициенты бесконечных рядов: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k i

k

c c b I V I f p I9 6 2 2 22
2

1 2

∞

=

γ 
+ ξ + ξ ∗ + β ∗ = − ∗ 

 ∑ , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k n n n k kn k k n k

n

c c b I I
2

6 4 13 3 9 9 2,32 2

1 2 2

∞

=

 γ γ
− + ξ ∗ ξ ξ + ξ ξ + 

 ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k i k k k kV I I p I9 3 2,3 9 2,3

2 2 2
 +ξ ∗ − γ β = γ ξ ∗  , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k n n n k kn k k k n k

n

b c b I I
2

6 5 13 7 6 9 9 2,72 2

1 2 2

∞

=

 γ γ
− + ξ ∗ ξ ξ + ξ ξ ξ + 

 ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k i k k k k kV I I p I6 9 7 2,7 6 9 2,7

2 2 2
 +ξ ξ ∗ − γ β = γ ξ ξ ∗  ,                         (11) 

в которой используется обозначение ( ) ( )
t

X Y X Y t d
0

∗ = τ − τ τ∫ , а ядра 

имеют вид: 

( )
( )

( )( )I t2 3

3

1
sin= α

α
,   

( )
( )

( )
( )( )

r j
jr k

k kj
j k

I t
,2

1

sin
=

β
= α

α
∑ , 

( )
( )

( )
( )( )

r j
jr k

k kj
j k

I t
1,3

2,

1

sin
+

=

β
= α

α
∑ , 

( )
( ) ( )

( ) ( )

jr
r j k k

k j
k k

2
,

22ι

λ − α
β =

α − α
 ( j, 1, 2ι = ; jι ≠ ),    

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

jr
r j k k

k
j

k k
j

2
1,

3
22

1,

+

ι

ι= ι≠

λ − α
β =

α − α∏
 ( j 1, 3= ), 

где 
( )j
ki± α  ( j 1, 2= ) — чисто мнимые корни уравнения kD 0= ; 

( ) ( )
k
3 4α = λ . 

Система интегральных уравнений (11) решалась численно. Для этого 
она подвергалась усечению и с применением квадратурных формул заме-
нялась дискретным аналогом в виде системы алгебраических уравнений 

(СЛАУ). Последующее нахождение подвекторов СЛАУ 
k

c , 
k

b  и 
i

V , ап-

проксимирующих соответствующие функции kc , kb  и iV , основано на ме-

тоде последовательных приближений [7]. При этом ввиду высокой степе-
ни некорректности рассматриваемой задачи [3], обусловленной специфи-
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кой формирования исходных данных (точное решение задачи может и не 
существовать), для построения устойчивого приближенного решения ис-
пользовался регуляризирующий алгоритм А.Н. Тихонова [3]. 

К последним двум выражениям системы (11) может быть сведена 
задача о неосесимметричных колебаниях рассматриваемой оболочки в 

случае, когда законы изменения во времени электрического iV  и механи-

ческого p  нагружений известны. 

Имея полный набор величин 
k

c , 
k

b  и 
i

V  по обращенным разложе-

ниям (8) рассчитывается деформированное состояние оболочки в резуль-
тате заданного нестационарного электромеханического нагружения. При 

этом для коэффициента c0  на основании инверсии равенств (9) и (10) бу-

дет справедливым выражение: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
i k k k k

k

c p I V I c b I2 2 9 6 22
0 2

12

∞

=

γ
= ∗ + β ∗ + ξ + ξ ∗∑ .               (12) 

При численном решении (12) также использовался метод квадратур. 
Из системы (11) несложно получить уравнение для управляющего 

воздействия iV  в случае сплошного электродирования пьезокерамическо-

го слоя ( 1 0θ = ) —  

( ) ( )
iV I f p I2 2∗ = − ∗ ,                                                        (13) 

когда имеют место исключительно пульсирующие колебания оболочки 

( k kc b, 0= , k 1≥ ). 

Результаты расчетов. Числовые результаты представлены для обо-

лочки из титанового сплава ВТ-6 с R1=50 мм и mh =0.5 мм. Внешний 

слой толщиной p mh h2=  изготовлен из пьезокерамики PZT-5. Физико-

механические характеристики указанных материалов можно найти в [8]. 
Шаг дискретизации временного интервала для реализации метода квад-
ратур принят равным 0.25. По критерию сходимости результатов выби-
рался также порядок усечения системы (11). В результате в рядах Фурье 
(8) удерживалось 5 членов, что обеспечило приемлемую точность. Пара-
метр регуляризации в алгоритме А.Н. Тихонова вычислялся на основа-
нии принципа невязки [3] c относительным уровнем невязки 0.1. При 
проведении расчетов полагалось, что оболочка механически не нагружена 
( p =0). 

На рис. 2 показаны результаты решения задачи для N1 2θ = π  и раз-

личных значений N . При этом штриховая линия иллюстрирует закон 

( )f t  (7). На основании изложенной в настоящей работе методики вычис-

лены как управляющий электрический сигнал iV  (рис. 2, б), так и возни-

кающие при этом радиальные перемещения ( )w t0,  (рис. 2, а). Отметим, 

что номер кривой на этих рисунках соответствует количеству электроди-
рованных секций N , а через T  обозначен период основной формы изгиб-

ных колебаний рассматриваемой оболочки при N =3 (для принятых зна-
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чений геометрических характеристик оболочки и ее электродирования 

T =93.57). Кривая 1θ =0 (рис. 2, б) является численным решением ин-

тегрального уравнения (13). 

Из рисунка видно, для рассматриваемого закона ( )f t  наиболее эф-

фективным по критерию точности управления (7) при минимальных 

энергетических затратах на формирование управляющего воздействия iV  

можно считать результат при N =3. И для выбранных физических и гео-

метрических параметров оболочки и ее электродирования функция iV  с 

достаточной точностью может быть аппроксимирована выражением 

( )iV H t T0.078 1.5= − ⋅ − . Приложение расчетного нагружения iV  для обо-

лочки с N =4 также дает вполне удовлетворительный результат по кри-
терию (7). При сплошных электродах вычисленный на основании уравне-

ния (13) сигнал iV  возбуждает радиальные колебания, мало отличающие-

ся от требуемых (w t f t( , ) ( )θ ≈ ). Однако в этом случае, а также при N =5, 

значения iV  максимальны. Для удобства отображения этих результатов, 

соответствующие им кривые ( 1 0θ =  и 5) построены с масштабным коэф-

фициентом 0.5 (рис. 2, б). Отметим, что при больших N  управление iV  

может быть представлено как инверсия решения (13). При N =2 и N =5 
и принятого углового размера токопроводящих покрытий расчетный 

электрический потенциал iV  не устраняет высокочастотные пульсирую-

щие колебания оболочки (рис. 2, а). Однако в целом, полученные резуль-
таты свидетельствуют об эффективности изложенного механизма управ-
ления нестационарными колебаниями рассматриваемой цилиндрической 
оболочки. 

Выполненные расчеты показали, что по критерию точности управ-
ления наилучшие результаты получены при сплошных токопроводящих 
покрытиях. Управляющий сигнал при этом определяется из интегрально-
го уравнения Вольтерра. Секционное электродирование внешней поверх-

t
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ности пьезокерамического слоя позволяет существенно уменьшить ам-
плитудные значения управляющего нагружения. Однако точность управ-
ления в этом случае зависит от ряда факторов. В частности, от существо-
вания решения бесконечной системы интегральных уравнений, к которой 
сводится задача о неосесимметричных колебаниях исследуемой полупас-
сивной оболочки. Используемая в настоящей работе процедура построе-
ния решения этой системы основана на итерационных и регулярных ме-
тодах, обеспечивающие, прежде всего, устойчивость результата к вычис-
лительным погрешностям и возможной некорректности в исходных дан-
ных. Приложение идентифицированной электрической нагрузки дает 
движение контролируемой точки, несколько отличающееся от требуемо-
го. Выбором геометрических параметров рассматриваемой цилиндриче-
ской оболочки и ее электродирования можно существенно влиять на эф-
фективность управления. 

 
Р Е З Ю М Е . На основі узагальнених класичних гіпотез отримані рівняння неосеси-

метричних коливань нескінченно довгої циліндричної оболонки, яка утворена пружним і 
частково електродованим п’єзоактивним шарами. Представлено числено-аналітичне 
розв’язання задачі визначення електричного сигналу, що забезпечує рух деякої точки 
оболонки за заданим законом. При побудові стійкого розв’язку розглянутої некоректної 
задачі використовуються метод ітерацій і регуляризуючий алгоритм Тихонова. Ефектив-
ність ідентифікації профілю керуючого впливу оцінена на конкретному прикладі. 

Ключові слова: електропружність, біморфна циліндрична оболонка, нестаціонарні 
неосесиметричні коливання, керування, система інтегральних рівнянь, метод регуляриза-
ції. 

 
S U M M A R Y . Equations of nonaxisymmetric vibration of infinitely long two-layered 

shell formed by elastic and sectionally electroded piezoceramic layers have been obtained on 
the basis of the generalized classical hypotheses. The numerically-analytical solution of the 
problem of electric signal definition which provides some shell point movement due the set 
law is presented. The method of iterations and Tikhonov's regularization algorithm are used 
for steady solution construction of the considered ill-possed problem. Efficiency of controlling 
action profile identification has been estimated on a specific example. 

Key words: electroelasticity, bimorph shell, non-stationary nonaxisymmetric vibration, 
controlling, system of integral equation, regularization method. 
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К АНАЛИЗУ ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ 
УПРУГОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВОЛН В ПЕРИОДИЧЕСКИ- 

НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 
 

Система уравнений электроупругости для кристаллов гексагональной 

системы класса mm6  сведена к восьми уравнениям в операторной гамиль-

тоновой форме по пространственной координате. Для периодически-

неоднородной среды построено решение задачи о распространении гармони-

ческих волн, указаны формулы для определения коэффициентов характери-

стического уравнения матрицы монодромии, проанализирована структура 

общего решения для неограниченных, полуограниченных и сильноограничен-

ных областей. 

Ключевые слова: кристаллы гексагональной системы, операторная га-

мильтонова форма уравнений электроупругости, периодически-

неоднородные среды, структура общего решения для областей различной 

ограниченности 

 
Исследованию упругоэлектрических волн в периодически-

неоднородных средах посвящено значительное количество работ, основ-
ные результаты которых проанализированы в обзорах [9, 10]. В этих ра-
ботах рассматривались упругоэлектрические волны отдельных поляриза-
ций (волны в направлении периодичности, волны сдвига и, частично, 
плоскополяризованные волны). Общий случай поляризации объемных 
волн не рассматривался. Разработка общего алгоритма исследования та-
ких волн в периодически-неоднородных структурах со свойствами крис-
таллов гексагональной системы класса mm6  предлагается в данной ста-
тье. 

Постановка задачи. В линейной теории электроупругости механиче-

ские напряжения ij x x x t1 2 3( , , , )σ  и перемещения ju x x x t1 2 3( , , , )  удовлет-

воряют [1, 3, 6, 7] уравнениям колебаний 

u

x x x t

2
3111 21 1

2
1 2 3

∂σ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
, 

u

x x x t

2
3212 22 2

2
1 2 3

∂σ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
,  

u

x x x t

2
13 23 33 3

2
1 2 3

∂σ ∂σ ∂σ ∂
+ + = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
,                                                 (1) 

а вектор электрической индукции — уравнению Гаусса 
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DD D

x x x

31 2

1 2 3

0
∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

.                                                     (2) 

Для пьезоэлектрических материалов гексагональной системы класса 

mm6  (ось симметрии шестого порядка совпадает с направлением x3 ) ма-

териальные зависимости [1, 3, 6, 7] имеют следующую форму 

E E E uu u
c c c e

x x x x

31 2
11 11 12 13 13

1 2 3 3

∂∂ ∂ ∂ϕ
σ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
, 

E E E uu u
c c c e

x x x x

31 2
22 21 11 13 13

1 2 3 3

∂∂ ∂ ∂ϕ
σ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
, 

E E E uu u
c c c e

x x x x

31 2
33 31 31 33 33

1 2 3 3

∂∂ ∂ ∂ϕ
σ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
, 

E uu
c e

x x x

32
23 55 51

3 2 2

 ∂∂ ∂ϕ
σ = + + 

∂ ∂ ∂ 
, 

E u u
c e

x x x

3 1
31 55 51

1 3 1

 ∂ ∂ ∂ϕ
σ = + + 

∂ ∂ ∂ 
, 

E u u
c

x x

1 2
12 66

2 1

 ∂ ∂
σ = + 

∂ ∂ 
, 

S u u
D e

x x x

3 1
1 11 15

1 1 3

 ∂ ∂∂ϕ
= −ε + + 

∂ ∂ ∂ 
, 

S uu
D e

x x x

32
2 11 15

2 3 2

 ∂∂∂ϕ
= −ε + + 

∂ ∂ ∂ 
, 

S uu u
D e e e

x x x x

31 2
3 33 31 31 33

3 1 2 3

∂∂ ∂∂ϕ
= −ε + + +

∂ ∂ ∂ ∂
,                          (3) 

причем = −E E Ec c c66 11 122 . 

Материальные параметры x3( )ρ , E
ijc x3( ) , ije x3( ) , S

ij x3( )ε  могут быть 

кусочно-непрерывными функциями координаты x3 . На плоскостях раз-

рыва (недифференцированности) этих функций при совершенном механи-
ческом и электрическом контактах должны оставаться непрерывными 

функции j3σ , ju , D3 , ϕ . 

Операторная гамильтонова система. Преобразуем [5, 9, 10] совокуп-
ность уравнений (1) — (3) к смешанной операторной нормальной системе 

Коши относительно функций 33σ , u1 , u2 , D3 , u3 , 31σ , 32σ , ϕ  (здесь и 

дальше верхние индексы E  и S  опущены): 

u

x x xt

2
33 3 31 32

2
3 1 2

∂σ ∂ ∂σ ∂σ
= ρ − −

∂ ∂ ∂∂
, 



 104 

u eu

x x xc c

3 31 511

3 1 155 55

∂ σ∂ ∂ϕ
= − + −

∂ ∂ ∂
, 

u eu

x x xc c

3 32 512

3 2 255 55

∂ σ∂ ∂ϕ
= − + −

∂ ∂ ∂
, 

D e e

x x xc c x x

2 2
3 15 31 15 32

11* 11*2 2
3 1 255 55 1 2

∂ ∂σ ∂σ ∂ ϕ ∂ ϕ
= − − + ε + ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

u c c eu u
D

x c c x c x c

3 13* 13* 331 2
33 3

3 33* 33* 1 33* 2 33 33*

1∂ ∂ ∂
= σ − − +

∂ ∂ ∂ ε
, 

c c eu u
c c e

x c x ct x

2 2
31 13* 33 13* 13*1 1

11 13 132 2
3 33* 1 33* 33* 1

  ∂σ ∂σ ∂ ∂
= − + ρ − − + −  

∂ ∂ ε∂ ∂  
 

c e e Du u
c c c c e

c x x xx

2 2
13* 13* 13* 31 2

66 66 12 13 132
33* 33* 1 2 33* 12

   ∂∂ ∂
− + − − + − +  

ε ∂ ∂ ε ∂∂   
, 

c c e u
c c c e

x c x c x x

2
32 13* 33 13* 13* 1

66 12 13 13
3 33* 2 33* 33* 1 2

 ∂σ ∂σ ∂
= − + − − + − + 

∂ ∂ ε ∂ ∂ 
 

c e e Du u u
c c c e

c xt x x

2 2 2
13* 13* 13* 32 2 2

66 11 13 132 2 2
33* 33* 33* 21 2

  ∂∂ ∂ ∂
+ρ − − − − + + 

ε ε ∂∂ ∂ ∂ 
, 

e e eu u
D

x c x x

33 13* 13*1 2
33 3

3 33 33* 33* 1 33* 2 33*

1∂ ∂∂ϕ
= − σ + + −

∂ ε ε ∂ ε ∂ ε
.                           (4) 

В уравнениях (4) используются обозначения 

i i

e e
c c 13 33

3* 3
33

= +
ε

,  
i i

ii ii
i i

e

c

2
,6

*
6 ,6

−

− −

ε = ε + ,  i
i i

c e
e e

c

3 33
3* 3

33

= − .                (5) 

Величины 33σ , u1 , u2 , D3 , u3 , 31σ , 32σ , ϕ  будем называть основными 

разрешающими функциями.  

Не вошедшие в систему (4) механические напряжения 11σ , 22σ , 12σ  

и компоненты D1 , D2  вектора электрической индукции выражаются че-

рез основные разрешающие функции системы (4) по таким формулам 

c c e u
c c e

c c x

13* 13* 13* 1
11 33 11 13 13

33* 33* 33* 1

  ∂
σ = σ + − + + 

ε ∂ 
 

c e eu
c c e D

c x

13* 13* 13*2
12 13 13 3

33* 33* 2 33*

  ∂
+ − + − 

ε ∂ ε 
, 

u u
c

x x

1 2
12 66

2 1

 ∂ ∂
σ = + 

∂ ∂ 
, 
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c c e u
c c e

c c x

13* 13* 13* 1
22 33 21 13 13

33* 33* 33* 1

  ∂
σ = σ + − + + 

ε ∂ 
 

c e eu
c c e D

c x

13* 13* 13*2
11 13 13 3

33* 33* 2 33*

  ∂
+ − + − 

ε ∂ ε 
, 

e
D

c x

13
1 31 11*

55 1

∂ϕ
= σ − ε

∂
,   

e
D

c x

15
2 32 11*

55 2

∂ϕ
= σ − ε

∂
.                      (6) 

Следуя работам [5, 8—11], можно показать, что система восьми урав-
нений (4) является операторной гамильтоновой системой [4] по простран-

ственной координате x3  

i

i

q H

x p3

ˆ
∂ ∂
=

∂ ∂
,     i

i

p H

x q3

ˆ
∂ ∂
= −

∂ ∂
,                                                 (7) 

если за гамильтоновы (канонические) переменные принять величины  

col u u D33 1 2 3, , ,= σ  q ,   col u3 31 32, , ,= σ σ ϕ  p ,                   (8) 

а операторную функцию Гамильтона определить квадратичной формой 

T TH
ˆˆ ˆ1 1

2 2
= +q Pq p Qp .                                                       (9) 

Значения элементов операторных матриц 
ˆ
Q  и 

ˆ
P  легко установить по 

сравнению системы (4) с ее матричной записью 

x3

ˆ
0
ˆ

0

    ∂
=     ∂    −  

q qQ

p pP
.                                                    (10) 

Операторную гамильтонову систему (10) по пространственной коор-
динате можно получить из функционала 

( )
b

a

u
I u u D u u

x x

33 1
33 1 2 3 3 31 32 3 31

3 3

, , , , , , ,
 ∂σ ∂

σ σ σ ϕ = + σ +
∂ ∂

∫  

Du
Q u Q u Q u Q u

x x

232
32 11 3 12 31 3 13 32 3 14 3

3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ1

2

∂∂
+σ + ϕ − − σ − σ − ϕ −

∂ ∂
 

Q Q Q Q Q2 2
22 31 23 32 31 24 31 33 32 34 32

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

2 2
− σ − σ σ − − ϕσ − σ − σ ϕ −  

Q P P u P u P D2 2
44 11 33 12 33 1 13 33 2 14 33 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

2 2
− ϕ − − σ − σ − σ − σ −  

P u P u u P u D P u P u D P D dx2 2 2
22 1 23 1 2 24 1 3 33 2 34 2 3 44 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1

2 2 2


− − − − − − 


    (11) 

при “изохронных” вариациях.  
При дифференцировании функции Гамильтона в формуле (7) и вы-
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полнении варьирования в функционале (11) операторы ijP
ˆ

, ijQ
ˆ

 следует 

считать “замороженными” и перестановочными с вариациями 

( )ij ij m n ij ij m n n mP Q a b P Q a b b a
ˆ ˆ ˆ ˆ

( , ) ( , )δ = δ + δ =  

n ij ij m m ij ij nb P Q a a P Q b
ˆ ˆ ˆ ˆ

( , ) ( , )= δ + δ . 

Гармонические волны. В задачах о распространении волн решение 
систем (4), (10) ищем в виде  

( ) ( )u u D u ic q h q33 1 2 3 3 31 32 00 1 00 2, , , , , , , Re , ,σ σ σ ϕ = ξ ξ     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )h q i c q ih p c p c p00 3 00 00 4 00 1 00 2 00 3, , , , ,ξ ε ξ − ξ ξ ξ  

( ) ( )ih c p i k x k x t00 00 00 4 1 1 2 2/ exp− ε ξ + − ω .                     (12). 

Формально заменяя в зависимостях (4), (10) соответственно производные 

по x1 , x2 , t  на ik1 , ik2 , i− ω  и x3  на h00 /2ξ π  получим гамильтонову си-

стему по ξ  

( )i
ik k

dq
Q p

d
= ξ

ξ
,    ( )i

ik k

dp
P q

d
= − ξ

ξ
.                                      (13) 

Для построения решения этой системы необходимо найти ее матри-

цант ( , 0)ξM  на отрезке (0, 2 )π , удовлетворяющий условию 8(0, 0) =M I  

( 8I  — единичная матрица восьмого порядка) а также собственные числа и 

соответствующие собственные векторы матрицы (0, 2 )πM  из однородной 

системы уравнений 

( )( )82 ,0 0π − ρ =M I d .                                                       (14) 

Для определения собственных чисел матрицы ij i jm , 1,...,8(0, 2 ) [ ] =π =M  

необходимо выразить коэффициенты характеристического уравнения 

a a a a a a a a8 7 6 5 4 3 2
1 2 3 4 5 6 7 8 0ρ − ρ + ρ − ρ + ρ − ρ + ρ − ρ + =           (15) 

через элементы ijm  матрицы (0, 2 )πM . Можно показать, что для коэффи-

циентов a a1 8,...,  уравнения (15) имеют место следующие формулы 

ii
i

a m
8

1
1=

= ∑ ,  
ii ij

i j ji jj
i j

m m
a

m m

8

2
, 1

det
=
<

 
=  

  
∑ ,   

ii ij ik

ji jj jk
i j k
i j k ki kj kk

m m m

a m m m

m m m

8

3
, , 1

det
=

< <

 
 

=  
 
  

∑ , 
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ii ij ik il

ji jj jk jl

i j k l ki kj kk kl
i j k l

li lj lk ll

m m m m

m m m m
a

m m m m

m m m m

8

4
, , , 1

det
=

< < <

 
 
 

=  
 
 
 

∑ , 

ii ij ik il in

ji jj jk jl jn

ki kj kk kl kn

i j k l n
i j k l n li lj lk ll ln

ni nj nk nl nn

m m m m m

m m m m m

m m m m ma

m m m m m

m m m m m

8

5
, , , , 1

det
=

< < < <

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

∑ , 

ii ij ik il in ip

ji jj jk jl jn jp

ki kj kk kl kn kp

i j k l n p li lj lk ll ln lp
i j k l n p

ni nj nk nl nn np

pi pj pk pl pn pp

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m
a

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m

8

6
, , , , , 1

det
=

< < < < <

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

∑ , 

ii ij ik il in ip ir

ji jj jk jl jn jp jr

ki kj kk kl kn kp kr

li lj lk ll ln lp lr

i j k l n p r
i j k l n p r ni nj nk nl nn np nr

pi pj pk pl pn pp pr

ri rj rk rl rn rp rr

m m m m m m m

m m m m m m m

m m m m m m m

m m m m m m ma

m m m m m m m

m m m m m m m

m m m m m m m

8

7
, , , , , , 1

det
=

< < < < < <

 
 
 


= 




 

∑











, 

ij i j
a m8 , 1,...,8

det
=

 =   .                                                            (16) 

Очевидно, что коэффициент a1  имеет восемь слагаемых, a2  — двад-

цать восемь слагаемых, a3  — пятьдесят шесть слагаемых, a4  — семьдесят 

слагаемых, a5  — пятьдесят шесть слагаемых, a6  — двадцать восемь слага-

емых, a7  — восемь слагаемых, a8  и a0 1=  имеют по одном слагаемому. 

Если собственные значения iρ  i( 1,...,8)=  матрицы (0, 2 )πM  ка-

ким-то образом определены непосредственно, то согласно теоремы Безу 

коэффициенты a a1 8,...,  будут определяться через iρ  так 
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i
i

a
8

1
1=

= ρ∑ ,   i j
i j
i j

a
8

2
, 1=
<

= ρ ρ∑ ,   i j k l
i j k l
i j k l

a
8

4
, , , 1=
< < <

= ρ ρ ρ ρ∑ , 

( ) ( ) ( )( )n
m m m

m

y K U n n
8

1

1

2 1 ,2 1
−

=

ξ = ρ ξ − π − π −∑ b , 

( ) ( ) ( )y , ξ = ξ ξ q p ,   i j k l n p
i j k l n p
i j k l n n

a
8

6
, , , , , 1=
< < < < <

= ρ ρ ρ ρ ρ ρ∑ , 

i j k l n p r
i j k l n p r
i j k l n n r

a
8

7
, , , , , , 1=
< < < < < <

= ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ∑ ,   a8 1 2 3 4 5 6 7 8=ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ .         (17) 

Формулы (16) и (17) взаимно подтверждают правильность расчетов по 
ним. 

Элементы симметричных матриц ( )ξQ , ( )ξP  для стратифицирован-

ной (неоднородной по одной координате) среды зависят от переменной ξ . 
Если физико-математические свойства среды будут периодическими фун-
кциями ξ  с периодом 2π , то ( 2 ) ( )ξ + π = ξQ Q , ( 2 ) ( )ξ + π = ξP P . Согласно 

теоремы Ляпунова-Пуанкаре [2] характеристическое уравнение матрицы 
монодромии (2 , 0)πM  периодической гамильтоновой системы (13) являет-

ся возвратным, т.е. a8 1= , a a1 7= , a a2 6= , a a3 5= . В таком случае харак-

теристическое уравнение (15) заменой b1 2−ρ + ρ =  приводится к уравне-

нию четвертого порядка относительно b  

b a b a b a a b a a4 3 2
1 2 1 3 2 416 8 (4 16) (6 2 ) 2 2 0− + − + − + − + = .       (18) 

Определив корни уравнения (18), для нахождения восьми мультиплика-

торов 1 8,...,ρ ρ  получим четыре квадратных уравнения 

jb
2 2 1 0ρ − ρ + = , j 1, 2, 3, 4= .                                           (19) 

Отсюда найдем четыре пары взаимно обратных корней jρ , j
1−ρ , 

j 1, 2, 3, 4= . 

Обозначим соответствующие собственные векторы через 1 8,...,b b , 

считая, что характеристические числа (мультипликаторы) матрицы мо-

нодромии удовлетворяют условиям j 1ρ ≤ , j 1, 2, 3, 4= . 

При разных мультипликаторах или существовании линейно незави-
симых собственных векторов для равных мультипликаторов общее реше-
ние системы (13) при произвольном ξ  из интервала периодичности 

n n2 ( 1) 2π − ≤ ξ ≤ π  (n  — целое) можно записать в виде 

( ) ( ) ( )( )n
m m m

m

y K n n
8

1

1

2 1 ,2 1
−

=

ξ = ρ ξ − π − π −∑ M b ,                    (20) 
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где y col( ) ( ), ( )ξ = ξ ξ  q p , mK  — постоянные интегрирования. 

Пользуясь формулой (20), проанализируем структуру решения осно-
вных типов краевых волновых задач. Прежде всего отметим, что при 
−∞ < ξ < +∞  (объемные волны в неограниченной области) зоны существо-

вания объемных волн определяются областями существования всех одно-
временно равных по модулю единице мультипликаторов (мультипликато-
ры должны лежать на единичной окружности вокруг начала координат и 
не совпадать между собой). Для полуограниченной области 0 < ξ < +∞  

прежде всего имеем m m
m

y K
8

1

(0)
=

= ∑ b , но поскольку при 0ξ =  физически 

возможными являются лишь четыре условия, то на решение (20) необхо-
димо наложить условие ограниченности при ξ → +∞ . Для поверхностных 

волн вектор y( )+∞  должен затухать [1, 3, 8—10], т.е. решение необходимо 

искать в области j 1ρ < , j 1, 2, 3, 4= , положив jK4 0+ = , j 1, 2, 3, 4= . В 

случае, когда решение должно удовлетворять только условиям ограни-
ченности при ξ → +∞ , мультипликаторы необходимо выбирать согласно 

правилу отбора мод [8—10]. В таких случаях волны не будут чисто повер-
хностными, так как будет происходить отток энергии от плоскости 0ξ = . 

И, наконец, в случае ограниченной по ξ  области N0 2< ξ < π  необходимо 

воспользоваться формулами m m
m

y K
8

1

(0)
=

= ∑ b  и N
m m m

m

y N K
8

1

1

(2 )
−

=

π = ρ∑ b , в 

которых все восемь постоянных K K1 8,...,  определяются из краевых усло-

вий при 0ξ =  (четыре условия) и N2ξ = π  (четыре условия). 

 
Р Е З Ю М Е .  Система рівнянь електропружності для кристалів гексагональної сис-

теми класу mm6 зведена до восьми рівнянь в операторній гамільтоновій формі по просто-
ровій координаті. Для періодично-неоднорідного середовища побудовано розв’язок задачі 
про поширення гармонічних хвиль, наведені формули для визначення коефіцієнтів хара-
ктеристичного рівняння матриці монодромії, проаналізована структура загального 
розв’язку для необмежних, напівобмежених і сильнообмежених областей. 

Ключові слова: кристали гексагональної системи, операторна гамільтонова форма 
рівнянь електропружності, періодично-неоднорідні середовища, структура загального 
розв’язку для областей різної обмеженості. 

 
S U M M A R Y .  The system of the equations of electroelasticity for crystals hexagonal 

system class mm6 is shown to eight equations in operator Hamiltonian form on spatial coor-
dinate. The  task solution for the periodically inhomogeneous medium for of harmonic wave 
propagation formulate, formulas for definition of factors of the characteristic equation of a 
monodromic  matrix are specified, the structure general solution for unbounded, semi-
bounded and strongly bounded domains is analysed. 

Key words: crystals hexagonal system, operator Hamiltonian form electroelasticity 
equations, periodically inhomogeneous medium, structure general solution for domains dif-
ferent constraint 
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ЭФФЕКТ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОЙ СВЯЗАННОСТИ 
ПРИ ИМПУЛЬСНОМ НАГРУЖЕНИИ 

ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА 
 

Методом конечно-элементного моделирования решена задача о распро-
странении волн в вязкопластическом полупространстве при импульсном на-
гружении. Исследованы температурные эффекты термомеханической связан-
ности термоупругой и диссипативной природы. Установлено, что при воздей-
ствии короткоимпульсным лазерным лучом на поверхность тела повышение 

температуры вследствие этих эффектов не превышает C030 .  

Ключевые слова: вязкопластичность, температурный эффект свя-
занности, модель Боднера-Партома, импульсное нагружение  

 

Исследования динамических связанных процессов стимулируются ин-
тенсивным внедрением новых материалов, на элементы конструкций из ко-
торых могут воздействовать мощные кратковременные тепловые или меха-
нические импульсы. Анализ этих процессов приводит к решению трех за-
дач: изучению структуры и физико-механических свойств материалов; опре-
делению предельных параметров динамического разрушения или неустойчи-
вости конструкций; оценке параметров режима технологической обработки, 
которые обеспечивают ее положительный эффект. К таким технологиям от-
носятся сваривание взрывом, импульсная правка тонкостенных, в частно-
сти, сварных конструкций, поверхностное упрочнение, закалка и т.п. Разра-
ботка систем импульсной обработки требует детальной информации о свя-
занных термомеханических процессах, которые происходят при облучении и 
дальнейшем охлаждении материала. Исследование динамических эффектов 
при импульсном нагружении является необходимым при определении 
свойств материала с помощью методики акустического неразрушающего 
контроля. Значительный теоретический и практический интерес для оценки 
прочности облучаемых элементов конструкций представляет исследование 
остаточного напряженно-деформированного состояния, которое возникает 
вследствие действия импульса, и изучение влияния облучения на свойства 
материала. Эти эффекты, как правило, исследуются экспериментально. Тем 
не менее для оценки полученных результатов и их интерпретации необхо-
димо численное моделирование процессов импульсного температурного на-
гружения с учетом всех особенностей реологии материала, геометрии тела и 
действующих на него нестационарных нагрузок. Разработка теоретических 
основ таких процессов невозможна без применения адекватных моделей ди-
намического термомеханического поведения физически нелинейных мате-
риалов при импульсном тепловом нагружении с учетом связанности механи-
ческих и тепловых полей. 

В данной статье дается оценка температурных эффектов связанности 
обратимой и необратимой природы при импульсном нагружении упруговяз-
копластического полупространства. 
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Постановка и решение задачи. Постановка динамической осесиммет-
ричной связанной задачи в общем виде состоит из: 

— соотношений Коши для осесимметричного случая 

∂
ε =

∂
z

zz
u

z
, 

∂
ε =

∂
r

rr
u

r
, ϕϕε = ru

r
, 

∂ ∂ 
ε = + ∂ ∂ 

z r
rz

u u

r z

1

2
;                       (1) 

— уравнений движения 

( )ϕϕ
∂σ ∂σ

+ σ − σ + = ρ
∂ ∂

ɺɺ
rr rz

rr ru
r r z

1
, 

∂σ ∂σ
+ σ + = ρ

∂ ∂
ɺɺ

rz zz
rz zu

r r z

1
;                                                            (2) 

— уравнений теплопроводности 

( ) ∂ ∂θ ∂ ∂θ    ′θ + αθ ε − αθ − − − =   ∂ ∂ ∂ ∂   
ɺ ɺɺV V kkc K rk k D

r r r z z

1
3 3 0 ,                (3) 

где ru  и zu  — компоненты вектора перемещений; εrr , εzz , εrz  и ϕϕε  — ком-

поненты тензора деформации; σrr , σzz , σrz  и ϕϕσ  — компоненты тензора на-

пряжений; ρ  — плотность материала; θ  — температура; α , Vc  и k  — коэф-

фициенты линейного теплового расширения и теплоемкости при постоянном 

объеме и теплопроводности соответственно; VK  — модуль объемного сжатия; 

ϕϕε = ε + ε + εɺ ɺ ɺ ɺkk rr zz , ′D  — скорость внутренней диссипации. Объемные источ-

ники тепла считаем отсутствующими. Второе слагаемое в (3) отражает эф-
фект термоупругой связанности. 

Уравнения модифицированной модели Боднера — Партома содержат 
— уравнение аддитивности деформации  

θε = ε + ε + εe p
ij ij ij ij , = ϕi j r z, , , ,                                                     (4) 

— записанные для шаровой и девиаторной частей уравнения закона Гу-
ка 

( )= − εp
ij ij ijs G e2 ,   ( )θσ = ε − εkk V kk kkK3 ,                                      (5) 

— ассоциированный закон течения Прандтля — Рейсса с условием неуп-
ругой несжимаемости 

ε = λɺ
p
ij ijs ,   ε =ɺ

p
kk 0 ;                                                                  (6) 

— кинетическое уравнение 

  
 = −      

n

p Z
D D

J

2
2

2 0
2

exp
3

,                                                           (7) 

— уравнение эволюции для внутренней переменной изотропного упроч-
нения 
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( )′ ′ ′= −ɺ ɺ pK m K K W1 1 ,   ( )′ =K 0 0 .                                    (8) 

При этом тепловая деформация принимается в виде 

( )
θ

θ

θ

′ ′ε = δ α θ θ∫ij ij d

0

;                                                          (9) 

θ0  — начальная температура; δij  — символ Кронекера; ijs  и ije  — девиаторы 

тензоров напряжений и деформации соответственно; G  — модуль сдвига; 

′= +Z K K0 , = ε εɺ ɺp p p
ij ijD2 /2 , = ij ijJ s s2 /2 , λ = pD J2

2 2/ ; = σ εɺ ɺ
p p

ij ijW . 

В уравнении эволюции (8) отсутствуют слагаемые, которые определяют 
тепловой возврат, так как исследуемые процессы являются достаточно быст-
рыми, поэтому при описании поведения материала этим эффектом можно 

пренебречь. Также пренебрегается направленное упрочнение. Величины D0 , 

K0 , K1 , m1  и n  — параметры модели. Параметр D0  является граничным 

значением скорости неупругой деформации при сдвиге. Для скоростного ди-

намического нагружения принимается значение −=D c8 1
0 10 . Параметры K0 , 

K1 , m1  и n  в общем случае зависят от температуры. В постановку задачи 

также входят начальные условия 

= =ɺ ɺr zu u 0 ,   = =r zu u 0 ,   θ = θ0  при =t 0 ,                   (10) 

где θ0  — начальная температура. 

Постановка задачи (1) — (10) является нелинейной. Задачи в такой по-
становке можно решать лишь численно. С этой целью в работе использован 
подход, развитый в статьях [1, 4]. 

Схема численного решения базируется на двойном итерационном про-
цессе. Первый, внутренний, связан с интегрированием системы нелинейных 
уравнений модели течения с использованием неявной временной схемы Эй-
лера, а второй, внешний, связан с решением уравнений движения и тепло-
проводности. В рамках внутреннего итерационного процесса на каждом шаге 
по времени учитывается зависимость параметров модели от температуры. 

При реализации внешнего итерационного процесса для решения на 
каждой итерации полученных линеаризованных задач движения и тепло-
проводности используется конечно-элементная методика, развитая в работах 
[3, 4]. Используются четырехугольные восьмиузловые изопараметрические 
конечные элементы. Для ускорения сходимости итерационных схем исполь-
зуется процедура Стефенсена-Эйткена. 

Точность расчета зависит от плотности разбивки области на конечные 
элементы и величины шага по времени. Для контроля точности использует-
ся критерий практической сходимости. 

Для проверки точности методики расчета рассматривалась задача Стерн-
берга-Чакраворти [5, 10]. В этой задаче в качестве краевого условия на грани-
це =z 0  упругого полупространства >z 0  принимается условие линейного из-

менения температуры от значения θ = 0  до значения ∆θ  за время t0 , т.е. 
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( )
при  t

t t t при  0 t t

при  t t
0 0

0

0 0,

0, ,

.

 <


θ = ∆θ ≤ ≤
∆θ >

                                              (11) 

Граничные условия представляются такими, что компоненты перемещений 

ru , zu  и температура θ  имеют вид 

( ) ( )= =z zu u z  t u z  t, , ,   =ru 0 ,   ( )θ = θ z  t, . 

При этих условиях деформации и напряжения имеют вид 

 − ν ∂ 
σ = − αθ  − ν + ν ∂  

zz
E u

z

1

1 2 1
,   ϕϕε = ε = ε =rr rz 0 ;                         (12) 

∂
ε = ≠

∂zz
u

z
0 ,   ϕϕ

 ν ∂ 
σ = σ = − αθ  − ν + ν ∂  

rr
E u

z1 2 1
,                       (13) 

где E  — модуль Юнга, ν  — коэффициент Пуассона. 
Напряженно-деформированное состояние (12) — (13) для полупростран-

ства было реализовано в тонком стержне < <r R0 , >z 0 , на боковой по-
верхности и на торце которого выполняются граничные условия 

=ru 0 ,   σ =rz 0 ,   
∂θ

=
∂r

0 ( )= >r R z, 0 ;                                   (14) 

σ =zz 0 ,   σ =rz 0  ( )0 , 0r R z< < = ,                                             (15) 

а также условия (11). 

В случае стержня конечной длины L  решение отвечает исходной зада-

че для времени < Lt t , =Lt L c1 , где 
E

c1
(1 )

(1 )(1 2 )

− ν
=

+ ν − ν ρ
 — скорость продоль-

ных волн. Такой переход к телу конечных размеров позволяет решать зада-
чу численным методом конечных элементов. 

Задача решалась в безразмерной формулировке. При применении чис-
ленных методов использование безразмерных переменных предотвращает 
потерю точности из-за конечности разрядной сетки при представлении дей-
ствительных чисел в компьютерах [2]. В качестве материала принималась 

сталь с такими параметрами: модуль Юнга E Па52,2 10= ⋅ , коэффициент 

Пуассона 0,28ν = , плотность кг м3 37,8 10 /ρ = ⋅ , коэффициент линейного теп-

лового расширения С5 01,2 10 1/−α = ⋅ , температуропроводность 

a c м с5 2/ 1,3 10 /−
ν= λ = ⋅ . Скорость волн расширения с км с1 6,0 /= .  

На рис. 1 и 2 изображены графики изменения во времени tc a2
1 /τ =  без-

размерных температуры /θ ∆θ  и осевого напряжения zz/( )σ ∆θβ  (где 

E /(1 2 )β = α − ν ), которые вычислены в сечении zc a1/ 1,0ς = =  для продолжи-

тельности нагрева 1τ =  при трех значениях параметра связанности 
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V

TE

c

2
0(1 )

(1 )(1 2 )

α+ ν
δ = ⋅

− ν − ν ρ
, а именно δ = 0  (кривая 1), δ = 0,431  (кривая 2) и 

δ = 1  (кривая 3). Сплошные линии соответствуют значениям величин, полу-

ченным с использованием модели, развитой в данной работе, штриховые 
кривые взяты из работы [2] и отвечают численному решению связанной за-
дачи методом конечных элементов на основе использования обобщенного 
(единого) функционала термомеханической связанности, сформулированного 
в свертках. Как установлено, расхождение результатов не превышает 1%.  

Таким образом, итерационная схема последовательного решения задач 
движения и теплопроводности имеет достаточно высокую точность и опери-
рует матрицами значительно меньшего порядка. 

Исследование температурных эффектов термомеханической связанно-
сти. Для оценки эффектов термомеханической связанности рассматривалось 
полупространство >z 0 , < < ∞r0 , на поверхности которого заданы гранич-
ные условия импульсной механической нагрузки и тепловой изоляции: 

σ
σ

σ

π
− ≤

σ = 
 >

zz

p t t t
t

t t

0 sin , ,

0, ;

                                           (16) 

σ =rz 0 ,   
∂θ

=
∂z

0 ,   =z 0 ,                                            (17) 

где p0  — пиковые значения нагрузки, σt  — время действия импульса. На бо-

ковой поверхности эквивалентного стержня использованы условия (14). 

Расчеты проводились для стержней с радиусом −=R м610  и длиной 

L м25 10−= ⋅ . При вычислениях принималось p ГПа0 8= , t c82 10−
σ = ⋅ . На-

чальный шаг по времени был равен − c1010 . Скорость внутренней диссипа-
ции определялась соотношением 

Рис. 1 Рис. 2 
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′ = χ ɺ pD W ,                                                                               (17) 

где χ  — постоянный коэффициент, < χ <0 1. 

Параметр χ  характеризует часть рассеянной механической неупругой 

мощности, которая переходит в тепло. Для большинства металлов он меня-
ется в границах < χ <0,6 0,9  [7, 8, 9]. В расчетах принималось χ = 0,8 . 

Для определения вклада различных механизмов термомеханической свя-
занности в суммарный температурный эффект рассматривались три случая: 

1) действует лишь термоупругий механизм ( ′ =D 0, α ≠ 0 ); 

2) действует лишь эффект внутренней диссипации ( ′ ≠D 0 , α = 0 ); 

3) действуют оба механизма ( ′ ≠D 0 , α ≠ 0 ). 

На рис. 3 номера сплошных кривых отвечают изменениям по времени 
температуры на поверхности полупространства для соответствующих случа-
ев 1), 2) и 3). Штриховая кривая соответствует изменению осевого напряже-

ния σzz  в импульсе, который задан 

на границе. 
Видно, что для рассматривае-

мых параметров задачи изменение 
температуры, обусловленное термо-
упругой связанностью, чуть больше 

С020 , а диссипация вызывает повы-
шение температуры приблизительно 

на С08 , суммарное изменение темпе-

ратуры не превышает С030 . 
Таким образом, если за счет 

внешнего импульсного нагрева тем-
пература поверхности превышает 

С01000 , то температурными эффек-
тами связанности, как правило, мож-
но пренебрегать[6]. 

Однако в процессах, которые сопровождаются критическими явления-
ми, например структурными превращениями, эти эффекты вблизи критиче-
ских температур могут внести количественные или даже качественные из-
менения в волновой процесс. 
 

Р Е З Ю М Е .  Методом скінченно-елементного моделювання розв'язана задача про роз-
повсюдження  хвиль у в'язкопластичному півпросторі при імпульсному навантаженні. Дослі-
джено температурні ефекти термомеханічної зв'язаності термопружної і дисипативної приро-
ди. Встановлено, що при дії короткоімпульсним лазерним променем на поверхню тіла підви-

щення температури внаслідок цих ефектів не перевищує C030 .  

Ключові слова: в’язкопластичність, температурний ефект зв’язаності, модель Боднера-
Партома, імпульсне навантаження 

 
S U M M A R Y .  Wave propagation problem in viskoplastic half-space induced by pulse 

loading is considered with using of finite element approach. Thermoelastic and internal dissipa-
tion temperature effects of thermomechanical coupling are studied. A temperature increase of 
30˚C is established under typical loading induced by short pulse laser surface action.  

Key words: viskoplasticity, temperature effect of coupling, Bodner-Partom model, pulse 
loading 
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УДК 539.3Equation Chapter 1 Section 1 
 

С. А. КАЛОЕРОВ, д-р физ.-мат. наук, 

Д. А. ДОБРЯК, канд. физ.-мат. наук, О. А. ДОБРЯК 

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ  

КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ ПЛАСТИН 
 

Даны основные соотношения для комплексных потенциалов плоской 

задачи термоупругости. С использованием этих функций получены точные 

аналитические решения  задач для пластинки с эллиптическим отверсти-

ем, тонким жестким кольцом, теплопроводящим мягким, жестким или 

упругим ядром. Описаны результаты численных исследований, установлен 

ряд новых термомеханических закономерностей и, в первую очередь, зако-

номерностей влияния свойств материалов пластинки и включения на зна-

чения напряжений и КИН. 

Ключевые слова: термоупругость, кусочно-однородная пластинка, 

трещина, линейное включение, поток тепла.  

 

Несмотря на большую потребность в исследованиях температурных 
напряжений, для анизотропных тел он до сих пор остается малоизучен-
ным. Широкие исследования для анизотропных пластин были начаты 
работами Уздалева А.И. [13]. В работе [8] были получены и исследованы 
общие представления комплексных потенциалов термоупругости для 
многосвязных пластин, положившие начало многочисленным исследова-
ниям температурных напряжений в анизотропных однородных [5, 10]. В 
данной статье приведены основные соотношения для кусочно-однородных 
пластин, получены точные аналитические решения задач для пластинки 
и эллиптическим отверстием или теплопроводящим ядром. Проведены 
численные исследования, получен ряд новых закономерностей распреде-
ления напряжений и изменения КИН. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим кусочно-однородную анизотроп-
ную пластинку с отверстиями, тонкими абсолютно жесткими кольцами, 
абсолютно жесткими теплопроводящими включениями, находящимися с 

пластинкой в условиях идеального теп-
лового контакта, и многосвязными уп-
ругими включениями, находящимися с 
пластинкой в условиях идеального теп-
лового и механического контактов. 
Пластинка занимает многосвязную об-
ласть S , ограниченную внешним кон-

туром L0  и контурами отверстий lL  

( )=l 1, L  (рис. 1). Упругие включения 

занимают конечные многосвязные об-

ласти lS , ограниченные внешними 

контурами lL  и внутренними контура-Рис. 1 

1L xO
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2L

y

LL

0L

0

1z

0

jz

0

Jz

01

jz
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l
lL
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ми отверстий l
jL . Будем считать, что на внешнем контуре пластинки-

матрицы, на контурах отверстий и абсолютно жестких колец как пла-
стинки-матрицы, так и упругих включений заданы температура, плот-
ность потока тепла или теплообмен с окружающей средой; в отдельных 
точках пластинки-матрицы и упругих включений действуют сосредото-

ченные источники тепла. Как частный, когда контур L0  уходит полно-

стью в бесконечность, будем рассматривать случай бесконечной пластин-
ки. В последнем случае будем считать, что на бесконечности температура 
ограничена или задан однородный тепловой поток плотности q , направ-

ленный под произвольным углом α  к оси Ox .   

Решение рассматриваемой несвязанной задачи термоупругостидля 
пластинки-матрицы и каждого из включений сводится к решению двух 
задач: задачи теплопроводности и задачи термоупругости. Equation Section (Next) 

2. Решение задачи теплопроводности. Определение температурного 
поля в рассматриваемой кусочно-однородной пластинке сводится к нахо-

ждению комплексных потенциалов теплопроводности ( )F z3 3  для пла-

стинки-матрицы и l lF z3 3( )  для каждого из включений из соответствующих 

граничных условий. При известных комплексных потенциалах темпера-
тура и плотность потока тепла в пластинке-матрице через площадку с 
нормалью n

�
 вычисляются по формулам [5] 

( ) ( )= + +HT x y T T F z*
3 3, 2Re ;                                                   (2.1) 

( )′ = − δ n nq q i F z*
3 3 32Re æ .                                                        (2.2) 

Здесь  

( ) ( )= +x yT x y q t x t y* , ;                                                              (2.3) 

( )= − α + αnq q nx ny* cos cos sin cos ;                                                  (2.4) 

( )= α − αxt k k 2
22 12cos sin æ ,   ( )= α − αyt k k 2

11 12sin cos æ ; 

= + µz x y3 3 ,  ( )µ = − +k i k3 12 22æ ,  = −k k k2
11 22 12æ

2 ,  δ = ∓ dz ds3 3 ;  

ijk  — коэффициенты теплопроводности материала; верхние знаки относят-

ся к внешнему контуру области, нижние — к внутренним, т.е. к контурам 
отверстий или тонких жестких колец.  

Аналогичные формулы имеют место для каждого из жестких или 
упругих включений: 

( ) ( )= +l l l
HT x y T F z3 3, 2Re ;                                                         (2.5) 

( ) ′= − δ
 

l l l l l
nq i F z3 3 32Re æ ;                                                            (2.6) 

= + µl lz x y3 3 ,  ( )µ = − +l l l lk i k3 12 22æ ,  ( ) ( )= −l l l lk k k
2 2

11 22 12æ ,  l ldz ds3 3δ = ∓ . 

Здесь и далее величины со значком l  вверху относятся к l -му включе-
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нию, без такого значка — к пластинке-матрице. Учтено, что для включе-

ний с конечными областями T* 0= , q* 0= . 

Для внешнего контура пластинки-матрицы, контуров ее отверстий и 
тонких жестких колец граничные условия имеют вид [5, 8, 10] 

( ) = − −l HF t T T T*
3 32Re                                                     (2.7) 

в случае задания на контуре температуры lT , 

( ) ( )   = ± − +   ∫
s

nl ni F t q q t ds c*
3 3

0

2Re æ                                 (2.8) 

при задании плотности потока тепла nlq , где c  — постоянная.  

Аналогичные граничные условия имеют место и для контуров отвер-
стий и жестких колец включений, причем для них, как и в (2.5), (2.6), 

T* 0= , q* 0= . На контурах же контактов пластинки-матрицы и включе-

ний граничные условия записываются так: 

( ) ( ) ( ) − = −
 

l lF t F t T t*
3 3 3 32Re , 

( ) ( )( ) ( ) − = +   ∫
s

l l l
ni F t F t q t ds c*

3 3 3 3

0

2Re æ æ .                         (2.9) 

Комплексный потенциал теплопроводности ( )F z3 3  для пластинки-

матрицы определен в области S3 , получаемой из заданной области S  аф-

финным преобразованием = + µz x y3 3  и ограниченной контурами lL3 , 

соответствующими контурам lL  области S . При этом в общем случае 

функция ( )F z3 3  имеет вид [7, 10] 

( ) ( ) ( )
g

l l
l

F z gc D z z g z z3 3 0 3 3 3 3 3
1

ln ln
−

=

 = + − − − + ∑
L

L
 

( ) ( ) ( )
J

j j
j

z z g z z F z0 0
3 3 3 3 3 30 3

1

ln ln
=

 + δ − − − +
 ∑ L

,              (2.10) 

где = − πl lD q3 4 æ , δ = − πj jq0 0
3 4 æ ; g 0=  для конечной области, g 1=  для 

бесконечной области; c0  — вещественная константа, равная нулю для ко-

нечной области и определяемая из граничных условий в случае бесконеч-

ной области; lq  — суммарный поток тепла через контур lL  в область S ; 

lz3  − точка, соответствующая при аффинном преобразовании произволь-

ной точке lz  внутри контура lL ; jq0  — мощность сосредоточенного источ-

ника тепла в точке ( )j j jz x y0 0 0, ; ( )F z30 3  − функция, однозначная в много-
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связной области S3 . При этом из ограниченности температуры на беско-

нечности следует условие 
= =

+ δ =∑ ∑
J

l j
l j

D 0
3 3

1 1

0
L

. 

По аналогии с (2.10) комплексные потенциалы теплопроводности 
для включений имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( )
= =

= − + δ − +∑ ∑
J

l l l l l l l l l l
l l j j

l j

F z D z z z z F z0 0
3 3 3 3 3 3 3 3 30 3

1 1

ln ln
L

,        (2.11) 

где l
lD3 , δ l

j
0
3  — величины, определяемые по формулам для lD3 , j

0
3δ , в ко-

торых нужно заменить lq , jq0  и æ  на l
lq , l

jq0  и l
æ . 

3. Решение задачи термоупругости. Определение термонапряженно-
го состояния рассматриваемой кусочно-однородной пластинки сводится к 

нахождению комплексных потенциалов термоупругости Φk kz( )  ( )=k 1, 2  

для пластинки и Φl l
k kz( )  для каждого включения из соответствующих 

граничных условий. После нахождения комплексных потенциалов на-
пряжения и перемещения в пластинке-матрице вычисляются по форму-
лам [10] Equation Section (Next) 

   ( ) ( ) ( )
=

′σ σ τ = λ λ λ Φ∑x y xy k k k k k
k

z
3

1 2 6
1

, , 2Re , , ;                          (3.1) 

( ) ( ) ( ) ( )
=

= Φ + − ω + + ω +∑ k k k k
k

u v p q z u y u v x v
3

* *
3 0 3 0

1

, 2Re , , .  (3.2) 

Здесь 

= + µk kz x y ;                                                               (3.3) 

µk  ( )=k 1, 2  — корни характеристического уравнения  

( )µ − µ + + µ − µ + =a a a a a a4 3 2
11 16 12 66 26 222 2 2 0 ;                   (3.4) 

λ = µk k
2

1 ,   λ =k2 1 ,   λ = −µk k6 ;                                          (3.5) 

δ α
= µ + − µ +

k

k k kp a a a
r

2 3 1
11 12 16

3

,  
δ α

= µ + − +
µ µ

k

k k
k k

a
q a a

r

3 222
12 26

3

;   (3.6) 

( ) ( )Φ = ∫z r F z dz3 3 3 3 3 3 ;                                                      (3.7) 

( ) ( ) ( ) ( )
−α µ + α µ − α

=
µ − µ µ − µ µ − µ µ − µ

r
a

2
1 3 6 3 2

3
11 3 1 3 2 3 1 3 2

;                            (3.8) 

−ω + ω +y u x v3 0 3 0,  — жесткие перемещения пластинки как целого; ω3  — 

угол поворота против часовой стрелки, причем 
 ∂ ∂

ω = − ∂ ∂ 

v u

x y
3

1

2
; u0 , 
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v0  — компоненты поступательного перемещения. 

Аналогичные формулы для напряжений и перемещений имеют ме-

сто и для включений, только для них u v* * 0= = , а остальные величины 

вычисляются по формулам (3.5)—(3.8), в которых соответствующие вели-
чины заменяются такими же величинами со значками l  вверху. 

Функции Φk kz( )  для пластинки и аналогичные функции Φl l
k kz( )  для 

каждого включения должны удовлетворять соответствующим граничным 
условиям. Для внешнего контура пластинки-матрицы, контуров ее отвер-
стий и жестких включений граничные условия имеют вид [10] 

=

Φ =∑ k i k k i
k

g t f t
3

0

1

2Re ( ) ( )  =i( 1, 2) .                                         (3.9) 

При этом для первой основной задачи (неподкрепленные контуры) 

= λk kg0
1 6 , = λk kg0

2 2 , =i if c ; для второй основной задачи (жестко подкреп-

ленные контуры) k kg p0
1 = , k kg q0

2 = , l lf t u y u y u*
1 3 * 3 0( ) = − −ω + + ω − , 

= − + ω + − ω −l lf t v x v x v*
2 3 * 3 0( ) . Учтено, что перемещения точек границы 

контактов представляются формулами = −ω +l lu y u* 3 * , = ω +l lv x v* 3 * , в ко-

торых ωl
3  — угол жесткого поворота всего включения. Аналогичные усло-

вия имеют место для контуров отверстий и жестких включений в упругих 
включениях. 

На контурах контактов пластинки-матрицы и упругих включений 

граничные условия для Φk kz( )  записываются так: 

( ) ( ) ( ) ( )
=

 λ λ Φ − λ λ Φ =
 ∑ l l l l l l

k k k k k k k k k k k k
k

p q z p q z
3

6 2 6 2
1

2Re , , , , , ,  

( )= − − ω + + ω − − + ω + − ω −l l l lc c u y u y u v x v x v* *
1 2 3 0 3 0 3 0 3 0, , , .  (3.10) 

Комплексные потенциалы Φk kz( )  для пластинки-матрицы, опреде-

ленные в областях kS , получаемых из S  аффинными преобразованиями 

(3.3) и ограниченных контурами klL , в общем случае имеют вид  

( ) ( ) ( )
=

Φ = Γ + + − +∑k k k k kl k kl k kl
l

z z A z B z z
1

ln
L

 

( ) ( ) ( )
=

+ α − − + Φ∑
J

kj k kj k kj k k
j

z z z z z0 0 0
0

1

ln .                         (3.11) 

Здесь Γk , klA , klB , αkj
0
 — постоянные, определяемые из систем [8, 10] 

( )k k k k k k k
k

q p
3

1 2 6
1

2Re , , ,
=

λ λ λ − µ Γ =∑ ( )0, 0, 0, 0 ;                     (3.12) 
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( ) ( )k k k k kl
k

p q i
3

6 2
1

2Re , , , 0, 0, 0, 0
=

λ λ Α =∑ ;                        (3.13) 

( ) ( )k k k k kl
k

p q i
3

6 2
1

2Re , , , 0, 0, 0, 0
=

λ λ Β =∑ ;                        (3.14) 

( ) ( )k k k k kj
k

p q i
3

0
6 2

1

2Re , , , 0, 0, 0, 0
=

λ λ α =∑ ;                        (3.15) 

3 0Γ =  в случае конечной области, r c3 3 0Γ =  для бесконечной области; 

l lA r D3 3 3= ; ( )l l l lB r b z D3 3 3 3 3= − ; p pr0 0
3 3 3α = δ ; ( )Φk kz0  − функции, голо-

морфные в многосвязных областях kS . Комплексные потенциалы для 

упругих включений по аналогии с (3.11) представляются в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
J

l l l l l l l l l l l l l l
k k kl k kl k kl kj k kj k kj k k

l j

z A z B z z z z z z z0 0 0
0

1 1

ln ln
= =

Φ = + − + α − − +Φ∑ ∑
L

,(3.16) 

где l
klA , l

klB , αl
kj
0  — величины, определяемые из аналогичных (3.12)—

(3.15) систем для включений. 
4. Пластинка с эллиптическим отверстием или с тонким жестким 

кольцом. Рассмотрим бесконечную анизотропную пластинку с эллиптиче-
ским отверстием (рис. 2) или с эллипти-

ческим тонким жестким кольцом (рис. 3). 
Обозначим полуоси и контур отверстия 

через a1 , b1 , L1 . Контур отверстия 

(кольца) теплоизолирован или на нем 
задана постоянная температура, которую, 
не теряя общности, будем полагать рав-
ной нулю. На бесконечности действует 
однородный поток тепла плотности q , составляющий с осью Ox  угол α . 

Угол жесткого поворота ω3  пластинки как целого равен нулю. 

В данном случае функции (2.10) и (3.11) имеют вид EQUATION SECTION (NEXT) 

( ) ( )= +F z c F z3 3 0 30 3 ,   ( ) ( )Φ = Γ + + Φk k k k k k k kz z B z z1 0ln .   (4.1) 

Отобразим конформно внешность единичного круга ζ ≥k 1  на внеш-

ности эллипсов kL1  [6] 

( )k k k k kz R m= ζ + ζ ,                                                      (4.2) 

( )k kR a i b1 1 2= − µ ,   ( ) ( )k k km a i b a i b1 1 1 1= + µ − µ  ( )=k 1, 3 . 

Разложив функции ( )F z30 3  и ( )Φk kz0 , голоморфные вне единичного кру-

га ζ ≥k 1 , в ряды Лорана по отрицательным степеням ζk  и удовлетворив 

граничным условиям на контуре отверстия или жесткого кольца, полу-
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чим, что все коэффициенты рядов равны нулю, кроме коэффициента пер-

вого члена ряда функции ( )F z30 3  и второго — функции ( )Φk kz0 . Оконча-

тельно для функций получаются выражения 

( ) =
ζ

c
F z 31
3 3

3

;                                                              (4.3) 

( )Φ = ζ +
ζ
k

k k k k

k

a
z B 2

1 2
ln ,                                               (4.4) 

где ( )=− +x yc q t a it b31 1 1 2 , если на контуре T 0= , ( )= α− αc iq a ib31 1 1sin cos 2æ  

в случае теплоизолированного контура; =a r c R m32 3 31 3 3 2; 

+ +

+ +

−
=

−
k k

k
k k k k

g f f g
a

g f g f

* *
1 1

2
1 1

;                                                 (4.5) 

=− −g g a s*
3 32 4 , =− −f f a s*

3 32 5 , причем для первой основной задачи =λk kg 6 , 

=λk kf 2 , χ =0 , η=0 , =s4 0 , =s5 0 , для второй основной задачи k kg p= , 

k kf q= , b i1
3 1 2χ=ω , a1

3 1 2η= −ω , ( )x x y ys q a t b t b t a b t i2 2 2
4 1 1 2 1 6 1 1 1 12 8= α +α −α + α , 

( )y x y xs q a t a t b t a b t i2 2 2
5 1 1 6 1 2 1 2 1 12 8= −α + α −α + α ; k  — индекс, принимающий 

значения 1, 2, причем значение индекса +k 1 при =k 2  формально пола-
гается равным единице. Заметим, что условия (2.7), (2.8) в данном случае 
записываются в виде  

( ) ( )  = − +  x ys F t q r x r y3 32Re ,                                     (4.6) 

в котором =x xr t , =y yr t , =s 1, если на контуре задана температура, 

= − αxr sin æ , = − αyr cos æ , =s i  в случае теплоизолированного контура. 

Если в приведенных формулах принять =b1 0 , то получится решение 

задачи для разреза (трещины или линейного «тонкого жесткого кольца»). 
Тогда можно вычислять КИН, для которых получаются формулы [4] 

( ) ( ) k k
k

k

B a
k k

a

2
1 2

1 2

1 1

2
; 2Re 1;± ±

=

−
= ± − µ∑ .                          (4.7) 

Были проведены численные исследования распределения температур 
и напряжений в пластинке. Пластинка считалась изготовленной из мате-
риалов: КАСТ—В изотропный (материал М1) [2]; КАСТ—В (М2) [2]; стек-
лопластик косоугольной намотки (М3) [11, 12, 14, 15]; молибдат свинца 

4PbMoO  (М4) [1]; дигидрофосфат аммония 4 2 4NH H PO  (М5) [1]. Теплофи-

зические постоянные этих материалов приведены в табл. 1. Для изотроп-
ной пластинки, которая также рассчитывалась как анизотропная, в каче-
стве «анизотропного» материала принимался изотропный КАСТ-В с уве-

личением значений параметров a a12 0  и k k22 0  на 0,05  и 0,005  соответ-



 125 

ственно. Ниже описаны некоторые из полученных результатов. При этом 
значения величин приведены с точностью до значения q  как множителя. 

На рис. 4 и 5 при действии потока тепла под углом α = π 2  для пла-

стинки с круговым отверстием из различных материалов изображены 

графики распределения нормальных напряжений σs  вблизи контура на 

площадках, перпендикулярных к контуру, соответственно для случаев, 

когда на контуре отверстия задана нулевая температура, и когда он теп-
лоизолирован. В табл. 2 для случаев пластинки с круговым отверстием и 
пластинки с отверстием, подкрепленным тонким жестким кольцом, при-

ведены значения напряжения σs  в некоторых точках пластинки из изо-

тропного материала М1 и наиболее сильно анизотропного (как видно из 
рис. 4, 5) материала М5. 

Из рис. 4 и 5 и табл. 2 видно, что под действием потока тепла в пла-
стинке около отверстия или тонкого жесткого кольца возникают доста-
точно большие напряжения. При этом, чем больше жесткость материала 
пластинки (чем меньше значения коэффициентов деформации, см. 

Таблица 1 

Постоянные материала Мате- 
риал a a11 0⋅  a a22 0⋅  a a12 0⋅  a a66 0⋅  1 0α ⋅ α  2 0α ⋅ α  k k11 0⋅  k k22 0⋅  

М1 72,100 72,100 -8,600 161,500 3,0 3,0 0,2095 0,2100 

М2 72,100 49,800 -8,650 139,000 4,0 3,0 0,3352 0,2095 

М3 10,000 2,800 -0,770 27,000 3,9 0,8 0,3000 0,6000 

М4 0,210 0,166 -0,049 0,375 1,0 2,5 1,5000 1,5000 

М5 0,435 0,175 -0,115 1,150 0,4 3,7 0,7123 1,2570 

a 4 1
0 10 , МПа−= ,   5 1

0 10 , K−α = ,   ( )k0 1, Вт м К= ⋅  

Рис. 4 
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табл. 1), тем больше концентрация напряжений σs . Так, для пластинки 

из материалов М4, М5, у которых коэффициенты деформации на два по-

рядка меньше, чем у М1, М2, максимальные значения этих напряжений 
отличаются также в сотни раз. Подкрепление контура отверстия тонким 
жестким кольцом приводит к уменьшению концентрации напряжений, 
если на этом контуре задана нулевая температура, и к ее росту, если он 
теплоизолирован. При этом значительно изменяется и характер распреде-
ления напряжений, что особенно заметно для случая задания на контуре 
температуры. 

Численные исследования были проведены и для пластинки с эллип-
тическим отверстием. Исследованиями, как и в других работах, установ-

лено, что если отношение полуосей эллипса меньше −310 , то эллипс 

можно считать разрезом и для него считать КИН. В дальнейшем под 
трещиной или линейным включением понимается такой эллипс, для ко-

торого это отношение равно −410 . В табл. 3 для пластинки из различных 

материалов приведены значения КИН +k1  и +k2  для правой вершины раз-

Таблица 3 

Материал 
Температурные 

условия на контуре 

Условия  
термоупр.  
на контуре 

α , 

рад. 

КИН 

210⋅  М1 М2 М3 М4 М5 

T 0=  Не подкреплен 0  k1
+

 0,496 0,387 2,479 21,654 52,328 

 
Подкреплен  

кольцом 
0  k1

+
 -0,119 -0,132 -0,512 -2,166 0,427 

  2π  k2
+

 -0,271 -0,413 -0,863 -4,479 -0,673 

Теплоизолир. Не подкреплен 2π  k2
+

 0,496 0,470 2,120 12,727 11,513 

 
Подкреплен  

кольцом 
0  k1

+
 -0,271 -0,258 -1,726 -4,479 -1,188 

  2π  k2
+

 -0,119 -0,285 -0,650 2,727 7,003 

 

Таблица 2 

θ , рад. Температурные  
условия на контуре 

Условия термоупр. 
на контуре 

6π  4π  3π  2π  

  Материал М1 

T 0=  Не подкреплен 0,0099 0,0140 0,0172 0,0198 

 
Подкреплен  

кольцом 
0,0011 0,0015 0,0018 0,0021 

Теплоизолир. Не подкреплен -0,0099 -0,0140 -0,0172 -0,0198 

 
Подкреплен  

кольцом 
-0,0188 -0,0265 -0,0325 -0,0375 

  Материал М5 

T 0=  Не подкреплен 0,4916 0,3703 0,2174 0,0337 

 
Подкреплен  

кольцом 
-0,1555 0,0121 0,0962 0,1131 

Теплоизолир. Не подкреплен -0,6530 -0,4919 -0,2888 -0,0448 

 
Подкреплен  

кольцом 
-0,9786 -0,6880 -0,3946 -0,1010 
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реза (трещины или предельного случая тонкого жесткого кольца). Равные 

нулю КИН в табл. 3 не приведены. В табл. 3 не приведены также −k1 , −k2 , 

т.к. для них, имеют место равенства k k1 1
− +=− , k k2 2

− +=− . Из табл. 3 видно, 

что значения КИН, как и значения напряжений, значительно зависят от 
материала пластинки: для материалов М4, М5 они в десятки раз больше, 
чем для М1, М2. Они особенно велики для трещины. Жесткое подкрепле-
ние трещины значительно снижает значения КИН. Для пластинки из изо-
тропного материала М1 значения полученных величин, в том числе КИН, 

совпадают с известными [9] (если значения КИН разделить на π ).  Equation Section (Next) 

5. Пластинки с абсолютно мягким или абсолютно жестким тепло-
проводящим эллиптическим включени-
ем. Пусть в рассмотренной выше задаче 
в эллиптическое отверстие вставлено 
абсолютно мягкое или абсолютно жест-
кое включение (рис. 6, 7), т.е. когда на 
контуре отверстия имеют место условия 
идеального теплового контакта, но ре-
шается либо первая, либо вторая основ-
ные задачи теории упругости.  

Температурное поле в пластинке, как и в предыдущем случае опре-

деляется функцией ( )F z3 3 , представляемой рядом Лорана, а во включе-

нии — функцией F z1 1
3 3( ) , голоморфной в эллипсе L1

3 , получаемом из L1  аф-

финным преобразованием l lz x y3 3= + µ . Последнюю функцию, учитывая 

конформное отображение внешности единичного круга на внешность кон-

тура L1
3   

( )z R m1 1 1 1 1
3 3 3 3 3= ζ + ζ ,                                                      (5.1) 

( )R a i b1 1
3 1 3 1 2= − µ ,   ( ) ( )m a i b a i b1 1 1

3 1 3 1 1 3 1= + µ − µ ,  

можно представить разложением в ряд по полиномам Фабера вида [10] 

( ) ( ) ( ) ( )n n n

n
n

F z c c m1 1 1 1 1 1 1
3 3 30 3 3 3 3

1

∞

=

 = + ζ + ζ 
 

∑ ,                        (5.2) 

Из граничных условий 

( ) ( ) ( ) − = − +
  x yF z F z q t x t y1 1

3 3 3 32Re , 

( ) ( )( ) ( )æ æ − = α − α +  
i F z F z q y x c1 1 1

3 3 3 3 12Re cos sin            (5.3) 

на контуре включения, подставив в них функции (2.3), (2.4), и (5.2) и 
использовав метод рядов, найдем, что только коэффициенты первых чле-
нов разложений отличны от нуля. Окончательно 

x

y

O

α
q

1
a

1
b

1
L

Рис. 7 
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( ) =
ζ

c
F z 31
3 3

3

,   ( ) = z
F z c

R

1
1 1 1 3
3 3 31 1

3

,                                              (5.4) 

где  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

æ æ æ æ

æ æ æ æ

 ε + ε + − ε + ε − 
 = −

+ − −

m m m

c s

m

2
1 1 1
3 3 3

31 12 22
1
3

;                  (5.5) 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

æ æ æ æ

æ æ æ æ

ε + − ε −
=

+ − −

m
c

m

1
31

31 2 22
1
3

;                                               (5.6) 

æ +ε = s is1 2 ,  ( )= +x y

q
s t a it b1 1 1

2
,  ( )= α + α

q
s a ib2 1 1sin cos

2
.       (5.7) 

Пусть коэффициенты теплопроводности материалов включения ijk1  и 

пластинки ijk  линейно связаны друг с другом равенством 

= λij T ijk k1 1 ,                                                                         (5.8) 

в котором λT
1  — параметр относительной теплопроводности. В этом случае 

µ = µ1
3 3 ,   l

æ æ= λT
1 ,   =R R1

3 3 ,   =m m1
3 3 , 

æ

 
= + − 

 

is
c e s s2
31 1 1 ,   

( ) ( )
( ) ( )æ

ε + λ − ε − λ
=

 + λ − − λ  

T T

T T

m
c

m

1 1
31

31 2 221 1
3

1 1

1 1

, 

( )
( ) ( ) ( )

− + λ + + ε ε
=

− + λ + + λ −

T

T T

m m m
e

m m m

2 21
3 3 3

22 2 21 1
3 3 3

1 1 2

1 2 1 1

. 

Интересны случаи предельных значений параметра λT
1 , когда он ра-

вен нулю, бесконечности или единице. 

При λ =T
1 0  имеем «тепло непроводящее» включение. В этом случае 

из приведенных формул получаем 

l
æ = 0 ,  =e 1,  ( )= α − α

iq
c a ib31 1 1sin cos

2æ
,  

( )æ

ε − ε
=

−

m
c

m

1 3
31 2

31
. 

Значение коэффициента c31 , как и следовало ожидать, совпадает с при-

веденным выше выражением, полученным при решении задачи для пла-
стинки с теплоизолированным отверстием. Что в данном случае решение 
совпадает с приведенным ранее решением для пластинки с теплоизолиро-



 129 

ванным отверстием, можно получить и из анализа математической поста-
новки задачи. Действительно, в этом случае второе граничное условие 

(5.3) становится граничным условием по определению ( )F z3 3  для пла-

стинки с отверстием, контур которого теплоизолирован, а первое условие 

(5.3) (по известной функции ( )F z3 3 ) становится условием для определе-

ния функции F z1 1
3 3( ) . 

При λ = ∞T
1  имеем «абсолютно теплопроводящее» включение, не из-

меняющее температурное поле. В этом случае 

l
æ = ∞ ,  =e 0 ,  ( )= − +x y

q
c t a it b31 1 1

2
,  =c1

31 0 ,  ( ) =F z1 1
3 3 0 . 

Коэффициент c31  разложения функции теплопроводности ( )F z3 3  совпада-

ет с приведенным выше выражением, полученным при решении задачи 
для пластинки с заданной нулевой температурой на контуре. К этому же 
результату можно прийти из граничных условий (5.3). Действительно, в 
этом случае из второго условия (5.3) следует граничное условие с нулевой 

правой частью для определения функции F z1 1
3 3( ) , из которого с учетом 

того, что в сплошной пластинке в начале координат температура =T 0 , 

следует =F z1 1
3 3( ) 0 , и первое условие (5.3) переходит в граничное условие 

для определения функции ( )F z3 3  в случае заданной на контуре нулевой 

температуры. 

Если λ =T
1 1, то по тепловым свойствам имеем сплошную пластинку. 

В этом случае из приведенных формул следует, что 

l
æ æ= ,   =c31 0 ,   

æ

2æ 2æ

−ε
= =

s is
c1 1 2
31 . 

Учитывая выражения (5.7), для c1
31  находим  

( )æ æ

æ

 + α − + α =
x yq t a b i t b a

c
1 1 1 11

31

cos sin

4
,  

и для функции F z1 1
3 3( )  окончательно получаем 

( ) ( ) = = + + − α + α x y

z q
F z c t x t y i x y

R

1
1 1 1 3
3 3 31 1

3

sin cos
2

.             (5.9) 

Сравнивая (5.9) и (2.3), заключаем, что температурное поле в пластинке 
и во включении задаются одними и теми же формулами, т.е. температур-
ное поле в пластинке такое же, как и в бесконечной пластинке без вклю-
чения. 

Зная функции (5.4), можно решить задачу термоупругости. Это ре-
шение проводится таким же образом, как это сделано выше для пластин-
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ки с эллиптическим неподкрепленным отверстием или тонким жестким 

кольцом. Для комплексных потенциалов ( )Φk kz  получаются выражения 

(4.4) с постоянными kB 1  и ka 2 , вычисляемыми по формулам (3.14) и (4.5), 

но в отличие от предыдущего c31  находится по формуле (5.5). 

Были проведены численные исследования распределения напряже-
ний, а в случае линейного включения и изменений КИН. Ниже описаны 
некоторые из полученных результатов, причем значения всех величин 
даны с точностью до значения плотности потока тепла q  как множителя. 

В табл. 4 для пластинки из материала М5 с круговым включением, 

когда поток тепла действует под углом α = π 2 , приведены значения на-

пряжений σs  в пластинке вблизи контура включения в зависимости от 

параметра относительной теплопроводности λT
1  включения. Из табл. 4 

видно, что с увеличением параметра λT
1  концентрация напряжений σs  

сначала уменьшается, затем растет, если включение абсолютно мягкое, и 

всегда уменьшается, если включение абсолютно жесткое. При −λ <T
1 210  и 

λ >T
1 210  значения напряжений в пластинке с абсолютно мягким или абсо-

лютно жестким включением становятся такими же, как для пластинки 
соответственно с неподкрепленным отверстием или подкрепленным тонким 

жестким кольцом, причем, если −λ <T
1 210 , то напряжения совпадают с их 

значениями для пластинки с теплоизолированным отверстием, если 

λ >T
1 210 , они совпадают со значениями для пластинки с нулевой темпера-

турой на контуре отверстия (ср. данные табл. 4 с данными табл. 2). При 

λ =T
1 1 напряжения в пластинке с абсолютно мягким включением (в виде 

пленки, одинаковой с пластинкой по тепловым свойствам) равны нулю, а в 

Таблица 4 

T
1λ  θ , 

рад. 710−  310−  210−  110−  0,5 1 2 10  210  310  710  

 Абсолютно мягкое включение 

12π  -0,586 -0,585 -0,573 -0,466 -0,176 0,000 0,160 0,369 0,434 0,440 0,441 

6π  -0,653 -0,652 -0,638 -0,519 -0,196 0,000 0,179 0,411 0,483 0,491 0,492 

4π  -0,492 -0,491 -0,481 -0,391 -0,148 0,000 0,135 0,310 0,364 0,370 0,370 

3π  -0,289 -0,288 -0,282 -0,230 -0,087 0,000 0,079 0,182 0,214 0,217 0,217 

2π  -0,045 -0,045 -0,044 -0,036 -0,014 0,000 0,012 0,028 0,033 0,034 0,034 

 Абсолютно жесткое включение 

12π  -0,934 -0,934 -0,926 -0,855 -0,665 -0,550 -0,445 -0,308 -0,266 -0,261 -0,261 

6π  -0,979 -0,978 -0,968 -0,882 -0,650 -0,509 -0,381 -0,213 -0,162 -0,156 -0,156 

4π  -0,688 -0,687 -0,679 -0,606 -0,409 -0,289 -0,179 -0,037 0,007 0,012 0,012 

3π  -0,395 -0,394 -0,388 -0,337 -0,199 -0,115 -0,038 0,062 0,093 0,096 0,096 

2π  -0,101 -0,101 -0,098 -0,076 -0,016 0,021 0,055 0,098 0,112 0,113 0,113 
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пластинке с абсолютно жестким включением они значительны. Это связа-
но с тем, что при действии потока тепла пластинка деформируется, а же-
сткое включение — нет. Если включение абсолютно мягкое, то во всех точ-
ках пластинки отношение напряжений для случаев, когда параметр отно-

сительной теплопроводности равен λT
1  и λT

11 , постоянно, для изотропного 

материала это отношение равно −1, т.е. напряжения во всех точках пла-
стики для этих двух случаев отличаются друг от друга только знаком. 

Заметим, что если в приведенном решении принять =b1 0 , то полу-

чится решение задач для пластинки с абсолютно мягким или абсолютно 

жестким линейным включением. В этом случае c31 , вычисляемая по фор-

муле (5.5), равна нулю, а постоянные a12  и a22  на основе (4.5) для абсо-

лютно мягкого включения равны нулю, а для абсолютно жесткого включе-
ния для них получаем 

( )
( )

+ +

+ +

 α − α + α =
−

k y x k x

k
k k k k

qa p t t q t
a

p q p q

2
1 1 1 6 1 1

2
1 18

. 

При этом КИН для вершин абсолютно мягкого включения равны нулю, а 
для вершин абсолютно жесткого включения  

( ) ( )
( )

( )
+ +± ±

+ +=

 α − α + α = ± − µ
−∑

k y x k x

k
k k k kk

qa a p t t q t
k k

p q p q

2
1 1 1 1 6 1 1

1 2
1 11

; 2Re 1;
4

. 

При проведении расчетов, если отношение полуосей эллипса 
−<a b 3

1 1 10 , включение можно считать линейным и для него вычислять 

КИН по формулам (4.7). Как показали расчеты, для абсолютно мягкого 

линейного включения с увеличением параметра λT
1  значения КИН +k1  

растут, +k2  уменьшаются. Для абсолютно жесткого включения с ростом 

параметра λT
1  для пластинки из М1 значения КИН +k1  по модулю умень-

шаются, +k2  — растут, для пластинки из М5 значения +k1  и +k2  по модулю 

сначала уменьшаются, затем растут. Если параметр λ >T
1 610  ( −λ <T

1 610 ), 

то включение можно считать «абсолютно теплопроводящим» («тепло не-
проводящим»). В последнем случае полученные числа совпадают с числа-
ми, найденными для трещины или абсолютно жесткого «узкого кольца» с 
заданной нулевой температурой на контуре (с теплоизолированным кон-
туром).   EQUATION SECTION (NEXT) 

6. Решение задач для пластинки с эллиптиче-
ским термоупругим включением. Пусть в рассмотрен-
ной в п. 5 задаче в эллиптическое отверстие вставлено 

термоупругое включение (рис. 8), находящееся с пла-
стинкой в условиях не только идеального теплового 
контакта (как в предыдущем п. 5), но и идеального 
механического контакта. В этом случае решение зада-

x

y

O

α
q

1
a

1
b

1
L

Рис. 8 
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чи теплопроводности будет таким же, как и в рассмотренной выше задаче 
для абсолютно мягкого или абсолютно жесткого включения (п. 5). Поэто-
му для комплексных потенциалов теплопроводности получаются опять 
выражения (5.4). Что же касается задачи термоупругости, то ее нужно 
решать и для пластинки, и для включения. 

Термонапряженное состояние пластинки определяется с помощью 
функций  

( ) kn
k k k k k k n

n k

a
z z B 1

1

ln
∞

=

Φ = Γ + ζ +
ζ

∑ ,                                          (6.1) 

голоморфных вне эллипсов kL1 , а во включении — с помощью функций 

Φk kz
1 1( ) , голоморфных в эллипсах kL1 , получаемых из L1  аффинным преоб-

разованием. Последние функции, учитывая конформное отображение [6] 

( )k k k k kz R m1 1 1 1 1= ζ + ζ ,                                                            (6.2) 

( )k kR a i b1 1
1 1 2= − µ ,   ( ) ( )k k km a i b a i b1 1 1

1 1 1 1= + µ − µ ,  

можно представить разложением в ряды по полиномам Фабера вида [10] 

( ) ( ) ( ) ( )n n n

k k k kn k k k
n

z a a m1 1 1 1 1 1 1
0

1

∞

=

 Φ = + ζ + ζ 
 

∑ ,                             (6.3) 

причем функция ( )Φ z1 1
3 3  получается из (5.4) ее интегрированием: 

( ) ( )  
Φ = = +   

 
∫

z
z r F z dz a a

R

2
1

1 1 1 1 1 1 1 1 3
3 3 3 3 3 3 30 32 1

3

,                                 (6.4) 

где =a r c R1 1 1 1
32 3 31 3 2 . 

На основе (3.10) эти функции должны удовлетворять условиям 

( ) ( ) ( ) ( )
=

 λ λ Φ − λ λ Φ =
 ∑ k k k k k k k k k k k k

k

p q z p q z
3

1 1 1 1 1 1
6 2 6 2

1

2Re , , , , , ,  

{ }= − + − +c c u c v c* *
1 2 3 4, , , .                                      (6.5) 

Здесь учтено, что угол поворота упругого включения ωl
3  равен нулю (это 

можно показать на основе тождественного удовлетворения в силу идеаль-
ного механического контакта условия  равенства нулю главного момента 
усилий, действующих со стороны включения на пластинку). 

Подставляя функции (6.1), (6.3) в граничные условия (6.5) и ис-

пользуя метод рядов, находим = = =k kn kna a a1 1
0 0  ( )≠n 2 , а для определе-

ния ka 2  и ka1
2  получаем систему уравнений 
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( ) ( ) ( )
=

 λ λ − λ λ −
∑ k k k k k k k k k k k
k

p q a p q a m
2 2

1 1 1 1 1 1
6 2 2 6 2 2

1

, , , , , ,  

( ) − λ λ
k k k k kp q a1 1 1 1 1

6 2 2, , , ( )= − λ λ +p q a63 23 3 3 32, , ,  

( ) ( )+ λ λ p q a m
2

1 1 1 1 1 1
63 23 3 3 32 3, , , ( )+ λ λ −p q a1 1 1 1 1

63 23 3 3 32, , , ( )s s4 50, 0, , .  (6.6) 

Комплексные потенциалы термоупругости для пластинки и включения 
будут такими: 

( )Φ = ζ +
ζ
k

k k k k

k

a
z B 2

1 2
ln ,   ( )  

Φ =   
 

k
k k k

k

z
z a

R

2
1

1 1 1
2 1

 ( )=k 1, 2 .                 (6.7) 

Зная функции ( )F z3 3 , F z1 1
3 3( ) , ( )Φk kz  и Φk kz

1 1( ) , можно вычислять 

температуру (2.1), а также напряжения в пластинке и во включении.  
Как видно из приведенного решения, напряжения во включении яв-

ляются линейными функциями координат. 

Если отношение полуосей эллипса −<a b 3
1 1 10 , то включение можно 

считать линейным и для него вычислять КИН по формулам (4.7).  
При проведении численных исследований, как и ранее, коэффици-

енты теплопроводности включения и пластинки связывались друг с дру-
гом соотношениями (5.8). Аналогичные соотношения принимались для 
коэффициентов деформации и линейного расширения включения: 

= λij a ija a1 1 ,   αα = λ αi i
1 1 ,                                                         (6.8) 

где λa
1  и αλ

1  — параметры относительной деформируемости и тепловой 

расширяемости включения. Можно показать, что в этом случае 

= λk a kp p1 1 , = λk a kq q1 1 , α= λ λr r1 1 1
3 3 , =k km m1 . Тогда (6.6) можно перепи-

сать в виде 

( ) ( )
=

 λ λ − λ λ −∑ k k k k k k k
k

a a m
2

1 2
6 2 2 6 2 2

1

, , ( ) ( )k k ka a1
6 2 2 63 23 32, ,λ λ = − λ λ +  

( ) ar c R m1 1 2 1
63 23 3 31 3 3, 2α+λ λ λ λ ( )α+λ λ λ λar c R1 1 1

63 23 3 31 3, 2 ,            (6.9) 

( ) ( ) ( ) ( )k k k a k k k k a k k k
k

p q a p q a m p q a p q a
2

1 1 2 1 1
2 2 2 3 3 32

1

, , , ,
=

 − λ − λ = − +
 ∑  

( )p q r c R m1 1 2
3 3 3 31 3 3, 2α+λ ( ) ( )α+λ −p q r c R s s1 1

3 3 3 31 3 4 5, 2 , .          (6.10) 

Для абсолютно жесткого включения λ =a
1 0 , αλ =1 0 . В этом случае 

из (6.10) получим систему 

( ) ( ) ( )
=

= − −∑ k k k
k

p q a p q a s s
2

2 3 3 32 4 5
1

, , , ,                                     (6.11) 



 134 

решение которой совпадает с ранее полученным для пластинки с абсо-
лютно жестким включением. 

Для абсолютно мягкого включения λ = ∞a
1 . Для того, чтобы в этом 

случае во включении не возникали напряжения (из физических соображе-

ний), нужно, чтобы αλ << λa
1 1 . Исходя из сказанного, из (6.10) имеем одно-

родную систему линейных алгебраических уравнений 

( ) ( ) ( )
=

 + =  
∑ k k k k k k k
k

p q a m p q a
2 2

1 1 1
2 2

1

, , (0, 0)                               (6.12) 

с отличным от нуля определителем, следовательно, = =a a1 1
12 22 0 . Тогда из 

(6.9) найдем 

( ) ( )
=

λ λ = − λ λ∑ k k k
k

a a
2

6 2 2 63 23 32
1

, , .                                           (6.13) 

Решение этой системы совпадает с приведенным выше для пластинки с 
абсолютно мягким включением. 

Ниже описаны некоторые из полученных результатов численных ис-
следований. При этом значения всех величин даны с точностью до значе-
ния плотности потока тепла q  как множителя. 

Как показали исследования наибольшее влияние на значения напря-

жений оказывает параметр теплопроводности λT
1 , меньше влияния пара-

метра деформируемости λa
1  и совсем незначительно влияние параметра 

тепловой расширяемости αλ
1 , причем последний параметр из физических 

соображений должен согласовываться с параметром деформируемости λa
1 . 

Действительно, во-первых, для жесткого включения он одновременно с λa
1  

должен равняться нулю, т.к. абсолютно жесткое включение не может рас-

ширяться от действия температуры; во-вторых, если λa
1  велико (имеет ме-

сто абсолютно мягкое включение), то он должен быть значительно меньше 

λa
1  ( αλ << λa

1 1 ), чтобы, как следует из уравнений закона Гука, напряжения 

в абсолютно мягком включении обращались в ноль. Исходя из того, что 

влияние αλ
1  на значение напряжений мало, и учитывая указанные выше 

замечания, что при больших λa
1  нужно принимать αλ << λa

1 1 , в дальнейшем 

при проведении расчетов полагалось, что −
αλ = λa
1 4 110 .  

На рис. 9 и 10 для пластинки из материала М5 с круговым упругим 
включением приведены графики распределения в пластинке нормальных 

напряжений σs  для различных λT
1  (при λ =a

1 0,5 ) и λa
1  (при λ =T

1 2 ). 

Считалось, что поток тепла действует по направлению оси Oy  (угол 

α = π 2 ). Приведенные значения величин для случая λT
1 , равного ∞  и 0 , 
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относятся к пластинке с «абсолютно теплопроводящим» и «тепло непрово-

дящим» включением, а значения для λ = ∞a
1  и λ =a

1 0  относятся к абсо-

лютно мягкому и абсолютно жесткому включению. Как видно, макси-

мальная концентрация напряжений возникает вблизи точки θ = π 9  (кро-

ме абсолютно теплопроводящего включения, когда максимальная кон-

центрация возникает в точке θ = π 4 ). Как отмечалось, на изменение на-

пряжений больше влияет λT
1 , чем λa

1 . Наибольшая концентрация напря-

жений возникает при λ = λ =T a
1 1 0 . При λ >T

1 210  ( −λ <T
1 210 ) включение 

становится «абсолютно теплопроводящим» («тепло непроводящим») и 
дальнейшее увеличение (уменьшение) этого параметра не изменяет тер-

монапряженное состояние; при λ >a
1 210  ( −λ <a

1 210 ) включение можно 

считать абсолютно мягким (абсолютно жестким). Последнее утверждение 
легко увидеть и из рис. 11 и 12, где изображены графики изменения мак-

симального значения напряжений σs  (в точке θ = π 9 ) в зависимости от 
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значений λT
1  и λa

1 . При этом для λ = ∞a
1  и λ =a

1 0  получаемые значения 

совпадают с найденными выше при решении соответствующих задач для 
абсолютно мягкого или абсолютно жесткого включения. 

На рис. 13, 14 для пластинки из материала М1 изображены графи-

ки, аналогичные данным рис. 9, 10 для материала М5. Видно, что для 
пластинки из материала М1 выводы такие же, как и для пластинки из 

М5. Отличие заключается лишь в том, что максимальная концентрация 

напряжений σs  возникает в точке θ = π 2.  

С целью изучения влияния упругого включения на термонапряжен-
ное состояние пластинки для различных сочетаний реальных материалов 
пластинки и включения (параметры которых представлены в табл. 1) в 

табл. 5 приведены 
значения напря-

жений σs  и σn  в 

пластинке с круго-
вым включением, 

когда 2α=π . Из 

табл. 5 видно, что 
сочетание пластин-
ка—включение в 
виде М5—М1 мо-
жет рассматри-
ваться как пла-
стинка из М5 с 
включением с па-

раметрами λ =T
1 0,1 , 

λ =a
1 210 . 

Заметим, что 
результаты чис-
ленных исследова-
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0

−0,01

−0,02

−0,03

π 3 θπ 60

λ =∞T
1

0

0,5

2

0,01

y
q

x

θ

Рис. 13 Рис. 14 

σs
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y
q
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Таблица 5 

θ , рад, Пластинка —

 включение 

Напря- 
жение 12π  6π  4π  3π  2π  

М1 — М2 sσ  -0,0005 -0,0005 0,0001 0,0011 0,0024 

 nσ  -0,0006 -0,0010 -0,0012 -0,0011 -0,0009 

М2 — М1 sσ  0,0007 0,0007 -0,0001 -0,0012 -0,0024 

 nσ  0,0006 0,0011 0,0012 0,0011 0,0009 

М1 — М5 sσ  0,0008 0,0010 0,0002 -0,0011 -0,0029 

 nσ  0,0044 0,0082 0,0113 0,0134 0,0149 

М5 — М1 sσ  -0,4000 -0,4460 -0,3350 -0,1950 -0,0270 

 nσ  -0,0010 -0,0010 -0,0020 -0,0020 -0,0010 

М5 — М4 sσ  -0,1040 -0,0840 -0,0238 0,0330 0,0975 

 nσ  -0,0276 -0,0379 -0,0241 0,0068 0,0496 

М4 — М1 sσ  -0,1920 -0,3380 -0,3810 -0,3310 -0,2370 

 nσ  -0,0010 -0,0010 -0,0010 -0,0010 -0,0010 
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ний для изотропной пластинки (из материала М1) с круговым включением 
хорошо согласуются с известными, найденными другими авторами иными 
методами [3, 16, 17]. 

Для пластинки с линейным упругим включением изучены зависи-

мости КИН от параметров теплопроводности λT
1  и деформируемости λa

1 . 

На рис. 15 и 16 для пластинок из материалов М5 и М1 соответственно в 

зависимости от параметра λa
1  при различных значениях λT

1  изображены 

графики изменения +k1  при действии потока тепла по направлению оси 

Ox  (в данной случае ± =k2 0 ), а на рис. 17, 18 — аналогичные графики 

изменения +k2  для случая действия потока тепла по направлению оси Oy  

k2
+

a
1lg λ5311−3−5−7−9−11−13−15−

0,004

0,000

0,004−

0,008−

q

y

x
T
1 310−λ =

310

0

k 4
2 10+

0,5−

1,5−

1,0−

a
1lgλ2−4−6−8−10−

T
1 310−λ = 310

Рис. 17 

k2
+

a
1lgλ5311−3−5−7−9−11−13−15−

0,000

0,001−

0,002−

0,003−

T
1 310−λ =

0,5

q

y

x

310

k 6
2 10+

0

0,5−

1,0−

1,5−

310 T
1 310−λ =

a
1lgλ3−5−7−9−

Рис. 18 

T
1 310λ =

1

2

0

1−

0

310−

2−

7− 61−2−3−5−6− 321 5 a
1lg λ4

k2
110 +

4−

q
y

x

Рис. 15 

310−

T
1 310λ =

0,1−

0,0

0,3−

0,2−

7− 1−2−3−5−6− 321 5 a
1lg λ404−

Рис. 16 

k2
110 +

q
y

x



 138 

(для этого случая ± =k1 0 ). Как следует из рис. 15—18, при − < λ <a
1 1 110 10  

значения отличных от нуля КИН при любых λT
1  весьма малы и ими 

можно пренебречь, а при λ =a
1 1 они вообще равны нулю, что следует из 

аналитического решения задачи. Поэтому говорить о КИН для упругих 
линейных включений, когда жесткость материала включения отличается 
от жесткости материала пластинки менее 10 раз, а для действия потока 
перпендикулярно к включению даже для более широкого диапазона, нет 
смысла. Если поток тепла направлен по линии включения (угол α = 0 ), 

то при λ >a
1 610  включение можно считать абсолютно мягким, при 

−λ <a
1 510  — абсолютно жестким. Если поток тепла направлен перпендику-

лярно линии включения (угол α = π 2 ), то этот диапазон гораздо шире: 

абсолютно мягкому включению соответствует опять же λ >a
1 610 , но абсо-

лютно жесткое получается при весьма малых λa
1 , при −λ <a

1 1310 . Заме-

тим, что для последнего случая КИН мал, и его переход в предельное 
значение осуществляется медленнее. 

 
Р Е З Ю М Е .  Надано основні співвідношення для комплексних потенціалів плоскої 

задачі термопружності. З використанням цих функцій отримано точні аналітичні розв’я-
зки задач для пластинки з еліптичним отвором, тонким жорстким кільцем, теплопрово-
дячим м’яким, жорстким або пружним ядром. Описано результати числових досліджень, 
встановлено низку нових термомеханічних закономірностей і, в першу чергу, закономір-
ностей впливу властивостей матеріалів пластинки та включення на значення напружень 
та КІН. 

Ключові слова: термопружність, кусочно-однорідна пластинка, тріщина, лінійне 
включення, потік тепла. 
 

S U M M A R Y .  The basic parities for complex potentials of the plane thermoelasticity 
problem are given. With use of these functions exact analytical solutions of problems for a 
plate with an elliptic hole, a thin rigid ring, a heat-conducting soft, rigid or elastic kernel are 
received. The results of numerical researches are described, a number of new thermomechani-
cal laws and, first of all, laws of influence of materials properties of a plate and inclusion on 
stress values and SIF are established. 

Key words: thermoelasticity, piecewise-homogeneous plate, crack, linear inclusion, heat 
flow. 
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